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Vorwort. 


Den  ersten  Band  einer  Ingenieur -Mathematik  in  elementarer 
Behandlung^  deren  Absichten  in  den  Vorbemerkungen  eingehender 
besprochen  werden,  übergebe  ich  hiermit  den  Fachmännern  der  Technik 
und  der  Mathematik  als  ein  rein  elementares  Hülfsmittel  für 
Berechnungen,  wie  sie  die  Theorie  und  die  Praxis  des  Ingenieurfachs 
mit  sich  bringen.  Es  handelt  sich  darum,  zu  zeigen,  dafs  ein  grofser 
Teil  der  Resultate,  die  im  allgemeinen  mit  Hülfe  höherer  Rechnungs- 
arten abgeleitet  werden,  der  elementaren  Behandlung  zugänglich  ist, 
da  es  zahlreiche  Methoden  giebt,  die  Differentiationen  und  Integrationen 
zu  umgehen.  Ist  dies  in  hinreichendem  MaTse  möglich,  so  kann  der 
Studierende  der  technischen  Hochschule  schon  im  ersten  Semester 
sieb  in  die  wichtigsten  Begriffe  der  technischen  Mechanik  hinein- 
arbeiten und  mit  ihnen  rechnen,  ehe  er  die  Integralrechnung  absolviert 
hat.  Der  Lehrer  der  mittleren  und  höheren  Fachschule  aber 
hat  nicht  nötig,  den  Schülern  unbewiesene  Formeln  zu  übergeben 
und  ihnen  zu  versichern,  dafs  man  diese  mit  Hülfe  der  höheren 
Analvsis  beweisen  könne.  Er  ist  in  der  Lage,  die  Resultate  verhältnis- 
mäfsig  einfach  abzuleiten  oder,  wenn  die  Zeit  der  Schule  nicht  aus- 
reicht, den  fähigeren  Schüler  darauf  hinzuweisen,  wie  er  sich  durch 
häusUches  Studium  zum  Herren  des  Gegenstandes  machen  kann. 

Aber  nicht  nur  für  die  Schule,  sondern  auch  für  die  zahlreichen 
praktischen  Ingenieure,  die  sich  der  höheren  Analysis  nicht  mehr 
bedienen  wollen  oder  können,  ist  eine  handliche  Zusammenstellung 
der  Methoden,  die  zum  Ziele  führen,  ein  wirkliches  Bedürfnis.  Gerade 
aus  ihren  Kreisen  traten  im  Laufe  der  Jahre  zahlreiche  Anfragen  an 
mich  heran,  die  ich  im  Interesse  der  Schule  mit  besonderer  Vorliebe 
bearbeitete.  Fragte  ich  dabei  an,  ob  man  eine  analytische  oder  eine 
elementare  Lösung  wünschte,  so  wurde  ausnahmslos  die  letztere 
erbeten. 

Diesen  Anregungen  aus  den  Kreisen  der  Praktiker  verdanke  ich 
es  in  erster  Linie,  auf  diejenigen  Punkte   aufmerksam  geworden  zu 
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sein,  wo  die  gebräuchlichen  Elementarmethoden  nicht  ausreichten  und 
neue  Wege  und  Gedankenverbindungen  wünschenswert  erschienen. 
Bisweilen  liefsen  sich  gewissermafsen  Brücken  schlagen,  die  scheinbar 
verbindungslose  Gebiete  einander  näher  brachten. 

So  sammelte  sich  allmählich  reiches  Material  an,  welches  mir 
aus  einem  besonderen  Grunde  der  Zusammenstellung  wert  erschien. 
Die  technischen  Lehrbücher  nämlich  schleppen  zum  Teil  eine 
grofse  Menge  mathematischen  Ballastes  mit  sich,  der  in  ziemlich 
oberflächlicher  Weise  behandelt  werden  mufs,  wenn  das  eigentlich 
Technische  nicht  allzustark  in  den  Hintergrund  gedi^ngt  werden  soll. 
Vielleicht  ist  manchem  Verfasser  damit  gedient,  wenn  er  sich  um  die 
mathematischen  Herleitungen  nicht  zu  bekümmern  braucht,  sondern 
auf  ein  Elementarwerk  verweisen  kann,  welches  solche  enthält. 

Die  betreffenden  Methoden  werden  auch  für  die  Lehrer  der 
Mathematik  von  Interesse  sein,  da  die  hier  durchgerechneten  Bei- 
spiele eine  reiche  Fülle  von  Übungsstoff  für  gewisse  Schulgebiete 
enthalten.  Mancher  dürfte  überrascht  darüber  sein,  wie  weit  man 
ohne  höhere  Hülfsmittel  vorzudringen  imstande  ist. 

Meines  Wissens  handelt  es  sich  bei  dem  Buche  um  einen  ersten 
Versuch  dieser  Art.  Ob  er  geglückt  ist  oder  nicht,  darüber  mögen 
andere  urteilen.  Nur  verlange  man  keine  lückenlose  Systematik. 
Es  handelt  sich  darum,  möglichst  schnell  in  medias  res  zu 
führen  und  praktisch  Verwertbares  zu  bringen.  Um  aber  die 
Verwertbarkeit  nachzuweisen^  wurden  aus  allen  möglichen  Gebieten 
der  technischen  Mechanik  Übungsbeispiele  eingeflochten.  Anhangs- 
weise gebe  ich  auch  ein  ausführlicheres  Beispiel  praktischer  Ver- 
wendung in  der  graphisch  und  rechnerisch  behandelten  Schwungrad- 
theorie, die  schon  verhältnismäfsig  früh  durchgenommen  werden  kann 
und  sehr  instruktive  Aufgaben  darbietet.  Diese  zeigen  dem  Anfänger, 
was  man  schon  mit  den  wenigen  Grundbegriffen  leisten  kann. 

Einige  andere  von  mir  in  der  Zeitschrift  deutscher  Inge- 
nieure veröffentlichte  Aufgaben  habe  ich  gleich&Us  eingeschaltet, 
weil  die  Jahrbücher  über  die  Fortschritte  der  Mathematik 
und  über  die  der  Physik  auf  die  eigenartigen  Lösungen  besonders 
hingewiesen  haben.  Es  handelt  sich  dabei  um  gewisse  Probleme  des 
Rollens  und  Gleitens  auf  schiefer  Ebene,  bei  denen  Betrachtungen 
über  die  Fadenspannung  zum  Ziele  führten.  Auf  diesem  Gebiete  sind 
noch  in  letzter  Zeit  irrtümliche  Resultate  veröffentlicht  worden,  die 
dem  Gesetze  der  Erhaltung  der  Arbeit  nicht  entsprachen  und  so  ohne 
weiteres  als  falsch  erkannt  werden  konnten.  Die  Anwendbarkeit 
einiger  Gegenstände  dieses  Bandes  wird  sich  erst  im  zweiten  ergeben. 
Dieser  wird  unter  anderem  eine  elementare  Potentialtheorie  enthalten 
uud  sogar  in   die    stationären    Elektricitäts-  und  Wärmeströmungen 


Vorwort.  V 

in  einfachster  Weise  einfahren,  denn  der  Übergang  zum  logarith- 
mischen Potential  läfst  sich  elementar  bewerkstelligen. 

Eine  Zusammenstellung  gewisser  Methoden,  die  von  Nehls, 
Mohr,  Land,  Reye  und  Culmann  herrühren,  dürfte  manchem 
Techniker  auch  willkommen  sein.  Diese  Dinge  sind  zum  Teil  nur  in 
Yerschiedenen  Zeitschriften  zerstreut  aufeufinden,  was  ihre  allgemeinere 
Verbreitung  gehemmt  hat. 

Hinsichtlich  der  Figuren  bin  ich  wiederum  meinem  Kollegen 
Herrn  Oberlehrer  und  Ingenieur  Kurt  Zimmermann  zu  Dank  ver- 
pflichtet. Fast  sämtliche  hat  er  auf  Grund  meiner  flüchtigen  Skizzen 
exakt  ausgefiihrt  und  so  die  Fertigstellung  des  Werkes  binnen  Jahres- 
frist ermöglicht.  Aber  auch  der  Verlagsbuchhandlung  mufs  ich 
für  die  Liberalitat,  mit  der  sie  auf  die  reiche  Ausstattung  des  Buches 
mit  Figuren  eingegangen  ist,  den  verbindlichsten  Dank  aussprechen. 

Möge  denn  dieser  erste  Band  der  Ingenieur -Mathematik  seinem 
Zwecke  dienen  und  besonders  mit  dazu  beitragen,  der  deutschen 
Industrie  leistungsfähige  Techniker  heranzuziehen,  die  unser  Vaterland 
in  dem  Kampfe  ums  Dasein  nicht  mehr  entbehren  kann. 


Hagen  i/W.,  im  Dezember  1896. 


Prof  Dr.  HolzmttUer. 
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Yoibemerkimgen. 


unter  Ingenieur-Mathematik  versteht  man  den  Inbegriff  der- 
jenigen mathematischen  Wahrheiten,  Eonstruktions-  mid  Berechnungs- 
methoden,  die  der  Techniker  und  Konstrukteur  beherrschen  mufs, 
wenn  er  in  der  Lage  sein  will,  die  ihm  in  der  Praxis  entgegen- 
tretenden Aufgaben  zu  lösen.  Dazu  gehört  allerdings  auch  die  Be- 
herrschung der  Elemente  der  Arithmetik,  Planimetrie,  Trigonometrie 
und  Stereometrie,  wie  sie  auf  den  höheren  Schulen  erreicht  werden 
soll.  Diese  Elemente  aber  werden  hier  als  bekannt  vorausgesetzt 
und  nicht  der  Behandlung  unterworfen.  Auch  über  die  darstellende 
Geometrie  soll  hier  nicht  gesprochen  werden,  da  für  dieses  Gebiet 
vortreffliche  Lehrbücher  vorhanden  sind.  Durch  diese  Bemerkungen 
wird  gewissermafsen  die  untere  Grenze  für  das  im  vorliegenden  Werke 
Beabsichtigte  festgestellt. 

Soll  es  sich  nun  um  eine  elementare  Darstellung  der  Ingenieur- 
Mathematik  handeln,  so  sind  höhere  Rechnungsarten,  in  erster  Linie 
die  Differential-  und  Integral-Rechnung,  auszuschliefsen.  Die 
Ansichten  über  die  Möglichkeit  dieser  Ausschliefsung  sind  sehr  ver- 
schiedener Art. 

Einerseits  wird  behauptet,  alle  Versuche,  ohne  jene  Rechnungs- 
arten auszukommen,  seien  als  gescheitert  zu  betrachten.  Auch 
Weisbach  hätte  es  ursprünglich  versucht,  mit  elementaren  Hülfs- 
mitteln  sein  Ziel  zu  erreichen,  er  wäre  aber  in  den  späteren  Auflagen 
seiner  Lehrbücher  wieder  zur  Benutzung  der  höheren  Analysis  über- 
gegangen. Erst  kürzlich  hat  in  einer  Ingenieurversammlung  ein  her- 
vorragender Lehrer  einer  technischen  Hochschule  irrtümlicher  Weise 
behauptet,  ohne  Integrabechnung  könnte  man  keine  Trägheitsmomente 
ermitteln!  Auch  wird  gesagt,  jeder  Versuch  jener  Art  sei  eine  Rück- 
kehr zu  den  Zeiten  vor  Leibnitz  und  Newton. 

Andrerseits  wird  Gegenteiliges  behauptet.  So  halten  hervor- 
ragende Graphostatiker,  wie  Culmann,  die  Lehren  der  neueren 
Geometrie  für  weit  wichtiger,  für  ein  weit  wesentlicheres  Fundament 
der  Ingenieurwissenschaffcen,  als  es  jene  höhere  Analysis  sein  soll. 

Niemand  aber  wird  leugnen,  dafs  der  bei  weitem  gröfste 
Teil  der  auf  technischen  Hochschulen  vorgebildeten  Civil- 
ingenieure  die  Lehren  der  höheren  Analysis  in  der  Praxis 
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nicht  benutzt  und  alles  Wesentliche  davon  aus  dem  Ge- 
dächtnis schwinden  läfst.  Und  dies  ist  einer  der  Gründe^  die 
Herrn  Professor  Riedler  von  der  technischen  Hochschule  zu  Char- 
lottenburg  yeranlafst  haben,  in  seinen  bedeutungsvoUen  Vorträgen 
und  Aufsätzen  zur  Reform  der  Ingenieur-Erziehung  den  Wunsch  aus- 
zusprechen, die  Hochschule  möchte  ihren  Lehrgang  in  zwei  Teile  scheiden, 
einen  mehr  elementaren,  mehr  für  die  grofse  Menge  der  künftigen  Prak- 
tiker bestimmten,  und  einen  darauf  folgenden  mit  den  Hülfsmitteln  der 
höheren  Analysis  arbeitenden  fiir  die  Elite  derer,  die  befähigt  sind, 
bis  zu  den  Grenzen  der  technischen  Wissenschaft  vorzuschreiten  und 
die  Traditionen  der  Hochschule  der  Zukunft  zu  übermitteln. 

Sind  diese  Reformwünsche  berechtigt,  so  tritt  die  Not- 
wendigkeit an  uns  heran,  elementare  Darstellungen  der 
Ingenieur-Mathematik  zu  schaffen. 

Wünschenswert  waren  solche  schon  seit  langer  Zeit,  besonders 
für  den  Gebrauch  der  Lehrer  an  technischen  Fachschulen,  deren 
Aufgabe  es  ist,  die  Errungenschaften  der  Ingenieurwissenschafk  den 
Schülern  in  elementarer  Form  zu  übermitteln.  Kennen  sie  nur  die 
analytische  Behandlungsweise,  so  wird  der  Unterricht  sehr  kümmer- 
liche Resultate  zeitigen.  Auf  der  niederen  Fachschule  mag  es  zulässig 
sein,  die  Trägheitsmomente  imd  Widerstandsmomente  ohne  Beweis 
anzugeben,  auf  der  mittleren  Fachschule  aber  sollte  keine  Formel  un- 
bewiesen übermittelt  werden.  Dafs  es  einfache  Beweise  giebt,  wird 
auch  das  vorliegende  Buch  zeigen. 

Wünschenswert  aber  ist  ein  Elementarbuch  der  technischen 
Mathematik  auch  für  jeden  Praktiker,  der  nur  elementar  rechnen  will, 
möge  er  nun  auf  der  Hochschule,  oder  nur  auf  der  Fachschule  vor- 
gebildet worden  sein.  Und  warum  soll  der  Studierende  der  Hoch- 
schule über  die  wichtigsten  Begriffe  der  Technik  erst  informiert  werden, 
nachdem  er  die  Differential-  und  Integralrechnung  absolviert  hat? 

Somit  hat  der  Verfasser  keinen  Anlafs,  einen  neuen  Versuch 
elementarer  Darstellung  zu  scheuen. 

Aber  nicht  nur  die  Differential-  imd  Integralrechnung,  sondern 
auch  die  neuere  Funktionentheorie  und  die  Zahlentheorie 
sind  auszuschliefsen,  wenn  der  elementare  Charakter  der  Darstellung 
nicht  aufgegeben  werden  soll. 

Es  sei  ausdrücklich  erklärt,  dafs  durch  diese  Ausschliefsung  der 
hohe  Wert  der  analytischen  Darstellungsmethode  in  keiner  Weise 
herabgesetzt  werden  soU.  Es  sei  zugestanden,  dafs  die  Sprache  der 
höheren  Analysis  eine  kürzere  Ausdrucksweise  ermöglicht,  dafs  ihre 
Strenge  hoch  über  der  einer  elementaren  Behandlung  steht,  und  vor 
allem,  dafs  sie  weit  leistungsfähiger  ist,  als  diese. 

Aber  ,pEines  schickt  sich  nicht  für  alle".   Und  wie  viele  Praktiker 
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studieren  wohl  die  Festigkeitslehre  nach  Grashoff  oder  Clebsch? 
Die  Zahl  dürfte  eine  sehr  geringe  sein. 

Eine  Art  von  Grenzgebiet  zwischen  der  niederen  und  höheren 
Mathematik  bildet  die  Koordinatenlehre,  die  man  in  wenig 
treffender  Weise  als  analytische  Geometrie  bezeichnet^  obwohl  sie 
sowohl  analytisch,  als  auch  synthetisch  behandelt  werden  kann  und 
in  der  Regel  nach  letzterer  Methode  behandelt  wird.  Yollsi^dig 
können  die  Cartesischen  Koordinaten  hier  nicht  entbehrt  werden, 
aber  es  soll  von  diesem  Gebiete  nicht  mehr  vorausgesetzt  werden, 
als  z.  B.  jeder  Gymnasialprimaner  weils.  Dasselbe  gilt  von  den  Polar- 
koordinaten. 

Damit  ist  denn  auch  die  Grenze  nach  oben  hin  für  das  vor- 
liegende Lehrbuch  festgesetzt. 

Es  fragt  sich  nun,  mit  welchen  Gegenständen  sich  die  Ingenieur- 
Mathematik  zu  befassen  hat. 

In  erster  Linie  handelt  es  sich  um  die  Inhaltsbestimmung  der- 
jenigen Flächen,  die  als  Querschnittsformen,  als  Geschwindig- 
keitsdiagramme, Druckdiagramme,  Potentialdiagramme, 
Arbeitsdiagramme  und  dgl.  dem  Techniker  täglich  vor  die  Augen 
kommen.  Es  handelt  sich  femer  um  die  Bestimmung  der  statischen 
Momente,  der  Schwerpunktslagen,  der  axialen  und  polaren 
Trägheitsmomente  und  der  Centrifugalmomente  jener  Quer- 
schnittsformen. 

Es  könute  eingewandt  werden,  dafs  diese  Dinge  in  die  Mechanik 
gehörten.  Dies  ist  durchaus  nicht  ohne  weiteres  zuzugeben.  Die 
barycentrischen  Berechnungen  sind  seit  Guldin  und  Möbius 
eine  Domäne  der  Mathematik  geworden.  Drehimgskörper,  Schrauben- 
gewinde, abgeschrägte  Cylinder  und  Prismen  u.  dgl.  werden  mit  Hülfe 
des  Schwerpimktes  berechnet,  der  als  Punkt  mittleren  Abstandes  von 
jeder  beliebigen  Ebene  nicht  mechanisch,  sondern  rein  mathematisch 
definiert  werden  kann.  Körperschwerpunkte  aber  werden  in  vielen  Fällen 
mit  Hülfe  der  Trägheitsmomente  berechnet.  Sowohl  die  statischen 
Momente,  als  auch  die  Trägheitsmomente  und  Centrifugalmomente  lassen 
sich  durch  Flächen-  und  Körperdiagramme  veranschaulichen,  so  dafs 
die  Lösungen  in  das  Gebiet  der  Planimetrie  oder  Stereometrie  verlegt 
werden.  Eine  grolse  Anzahl  von  Sätzen  der  Baumlehre  kann  man 
mit  Hülfe  der  Schwerpunkte,  der  statischen  Momente  u.  dgl.  kürzer 
beweisen  als  auf  jede  andere  Art.  Die  Franzosen  besitzen  schon 
längst  eine  „Geometrie  des  masses'^ 

Gerade  der  Umstand,  dafs  jene  Trägheitsmomente  nicht  nur  für 
die  Festigkeitslehre,  sondern  auch  für  die  Lehre  vom  Angriffs- 
punkte und  von  der  Gröfse  der  Centrifugalkraft,  für  die 
Theorie    des    seitlichen   Wasserdrucks,    für    die  Lehre   von   der 
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Drehungsenergie^  für  die  Lehre  vom  excentrischen  Stofse^ 
vom  Pendel  u.  dgl.  von  Wichtigkeit  sind  und  dafs  sie  auch  in  rein 
mathematischer  Hinsicht  —  sogar  für  die  Reihenlehre!  —  vielfach 
verwendet  werden  können^  ist  ein  Beweis  daftir^  dafs  es  sich  um 
einen  rein  mathematischen  Begriff  handelt^  der  von  der  speziellen 
mechanischen  Deutung  ganz  unabhängig  dasteht. 

Ist  dies  der  Fall^  so  dürfte  es  vorzuziehen  sein^  den  Lehrer  der 
Mechanik^  der  Festigkeitslehre  u.  s.  w.  dadurch  zu  entlasten^  dafs 
solche  Begriffe  in  den  mathematischen  Lehrstunden  zur  Behandlung 
kommen.  Der  eine  Vorteil  würde  darin  liegen^  da&  der  technische 
Fachlehrer  sich  dann  eingehender  mit  praktisch  wertvollen  Dingen 
beschäftigen  könnte,  der  andere  darin^  dafs  der  mathematische  Unter- 
richt ein  mehr  technisches  Gewand  annehmen  und  diejenigen  Dinge 
ausscheiden  würde,  die  mit  der  Technik  nichts  zu  thun  haben.  Die 
Mathematik  soll  eben  auf  der  Fachschule  nicht  um  ihrer  selbst  willen 
studiert  werden,  sondern  nur  als  Hülfswissenschaft  auftreten.  Geschieht 
dies,  so  wird  gewissennafeen  wirtscliafaicher  gearbeitet.  Auch  darauf 
sei  hingedeutet,  dafs  die  Lehrbücher  der  Festigkeitslehre  und  der 
Mechanik  in  der  Regel  aUzu  umfangreich  sind,  und  zwar  deshalb, 
weil  jedes  eine  grofse  Menge  mathematischen  Ballastes  mit  sich 
schleppt,  der  besser  in  mathematischen  Lehrbüchern  bearbeitet  würde. 

Ein  zweiter  Punkt  ist  die  Behandlung  der  für  die  Technik 
wichtigsten  Körper  bezüglich  des  Inhalts,  der  statischen  Momente 
und  Schwerpunktslagen,  der  Trägheits-  und  Gentrifugal- 
momente  und  was  mit  diesen  zusammenhängt. 

Alle  diese  Dinge  können  nach  rechnender  und  graphischer 
Methode  behandelt  werden.  Da  bald  der  eine,  bald  der  andere 
Weg  der  bessere  ist,  sollen  hier  beide  Methoden  berücksichtigt  werden. 
Da  ferner  jede  von  beiden  sehr  verschiedenartiger  Behandlung  fähig 
ist  und  eine  Methodenlehre  der  technischen  Mathematik  noch  nicht 
geschrieben  vorliegt,  so  soll  jener  Mannigfaltigkeit  hier  Rechnung 
getragen  werden. 

Die  bis  hierher  genamiten  Gegenstände  sind  es,  die  den  Inhalt 
des  ersten  Bandes  ausmachen. 

Der  zweite  Band  soU  vor  allem  eine  technische  Eurvenlehre 
in  elementarer  Darstellung  bringen.  Die  Zahnradkonstruktionen  ver- 
langen die  Kenntnis  der  Evoluten  und  Evolventen,  der  cyklischen 
Kurven  aller  Art.  Die  Festigkeitslehre  beansprucht  Kenntnis  der 
wichtigsten  elastischen  Linien,  auch  gewisser  Spiralen.  Die  adia- 
batischen Expansionsdiagramme  werden  durch  Parabeln  höherer 
Ordnung  begrenzt,  die  man  nicht  gerade  treffend  als  polytropische 
Curven  bezeichnet  hat.  In  der  graphischen  Statik  gewinnen  die 
Lemniskaten   und  Cassinischen   Kurven   verschiedener  Ord- 
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nung  von  Jahr  zu  Jahr  an  Bedeutung.  Auch  gewisse  Elastizitäts- 
probleme und  die  Grundwassertheorie  Yon  Forchheimer  machen 
ihre  Kenntnis  unentbehrlich.  Die  Eettenlinie  beansprucht  Vor- 
kenntnisse über  die  logarithmischen  Kurven^  die  in  wichtigem 
Zusammenhange  mit  den  logarithmischen  Spiralen  stehen.  (Von 
den  Kegelschnitten  soll  hier  nicht  besonders  gesprochen  werden.) 

Schon  der  erste  Band  kann  nicht  umhin^  einige  Eigenschaften 
dieser  Kurven  elementar  zu  entwickeln.  Es  zeigt  sich  eben  überall 
ihre  Unentbehrlichkeit,  die  noch  starker  hervortritt,  wenn  man  auch 
die  Phoronomie  (Kinematik)  in  den  Bereich  der  Untersuchungen 
ziehen  will. 

Vor  allen  Dingen  fordert  die  Elektrotechnik  eine  elementare 
Behandlung  der  Potentialtheorie,  die  ebenfalls  im  zweiten  Bande 
in  Angriff  genommen  werden  soU.  In  welchem  Umfange  dies  ge- 
schehen wird,  mag  sich  bei  seinem  Erscheinen  zeigen.  Jedenfalls 
soll  von  einem  Rückschritt  zu  den  Zeiten  vor  Leibnitz  und  Newton 
nicht  die  Rede  sein. 

Bisweilen  wird  der  Kürze  halber  auf  folgende  Lehrbücher  des 
Verfassers  verwiesen  werden: 

1)  Methodisches  Lehrbuch  der  Elementarmathematik, 
3  Bände. 

2)  Einführung  in  die  Theorie  der  isogonalen  Verwandt- 
schaften und  der  konformen  Abbildungen. 

Beide  sind  in  dem  Verlage  von  B.  G.  Teubner  in  Leipzig  er- 
schienen. 

Dagegen  soll  auf  die  in  mehreren  Zeitschriften  zerstreuten  Ab- 
handlungen des  Verfassers  im  allgemeinen  nicht  hingewiesen  werden,  da 
diese  doch  nur  wenigen  Technikern  vollständig  zugänglich  sein  würden. 

An  jeder  Stelle  soll  durch  eingestreute  Bemerkungen  und  zweck- 
mäCsige  Beispiele  gezeigt  werden,  inwiefern  jeder  neue  Begriff  und 
jede  neue  Methode  für  den  Schüler  ein  wahrer  Hebel  zur  Bewältigung 
neuer  Aufgaben  wird.  Die  entsprechenden  Theorien  der  Mechanik 
werden  selbstverständlich  an  solchen  Stellen  nicht  entwickelt,  da  dies 
dem  Fachunterrichte  überlassen  bleiben  mufs.  Der  Schüler  soll  nur 
erfSs^en,  nach  welcher  Richtung  hin  die  Aufgaben  liegen,  an  denen 
er  seine  Kräfte  versuchen  kann  und  soll. 

Durch  die  vorstehenden  Bemerkungen  und  durch  das  Inhalts- 
verzeichnis wird  die  Absicht  des  Werkes  einigermafsen  klar  gelegt 
sein.  Nur  noch  ein  Punkt  soll  bemerkt  werden:  dafs  von  syste- 
matischer Anordnung  und  Lückenlosigkeit  hier  vollständig  abzusehen 
ist.  Während  die  theoretische  Wissenschaft  der  Reihe  nach  von 
Punkten  und  Punktsystemen,  Linien  und  Liniensystemen,  Flächen 
und  Flächensystemen  und  endlich  von  den  Körpern  zu  handeln  hat. 


6  Vorbemerkungen. 

braucht  der  Techniker  im  wesentlichen  nur  die  Flächen  und  Körper. 
In  der  Regel  wird  immer  dasjenige  vorangestellt,  was  das  Not- 
wendigste ist,  im  übrigen  der  Fortschritt  vom  Leichteren  zum 
Schwereren  eingehalten.  Wem  ein  Kapitel  zu  weit  zu  gehen  scheint, 
der  überschlage  es.  Im  allgemeinen  sind  die  einzelnen  Abschnitte  so 
selbständig  behandelt^  dass  ein  Zurückgreifen  auf  das  überschlagene  nur 
selten  nötig  werden  wird.  Um  dies  zu  erreichen,  waren  einige  Wieder- 
holungen unvermeidlich,  sie  werden  aber  das  Studium  erleichtem. 

Die  fünf  ersten  Abschnitte  enthalten  im  wesentlichen  den  Lehr- 
gang, den  der  Verfasser  seit  längeren  Jahren  an  der  von  ihm  ge- 
leiteten Fachschule  eingehalten  hat.  Wissenschafblich  Neues  wird 
man  dort  nicht  erwarten,  nur  die  methodische  Behandlung  und  die 
ausgiebige  Verwendung  der  geometrischen  und  stereometrischen  Ver- 
anschaulichung mag  hier  und  dort  einiges  Neue  bieten.  Dort  steht 
man  im  wesentlichen  auf  dem  Boden  von  Huyghens  und  Euler. 
Man  kann  mit  den  bis  dahin  angewandten  elementaren  Hülfsmitteln 
schon  ziemlich  weit  vordringen. 

Im  sechsten  Abschnitte  wird  der  Versuch  gemacht,  die  sogenannte 
lemniskatische  Abbildung  in  elementarer  Weise  und  unter  Aus- 
scheidung des  Imaginären  zu  entwickeln  und  für  die  Theorie  der 
Polarmomente  erster  und  zweiter  Ordnung  zu  verwenden.  Den  ersten 
Anstofs  dazu  hat  Sieb  eck  im  zehnten  Bande  der  Zeitschrift  für 
Mathematik  und  Physik,  Seite  80,  gegeben.  In  der  „Theorie  der  iso- 
gonalen Verwandtschaften''  hat  auch  der  Verfasser  auf  diesen  Punkt 
aufmerksam  gemacht.  Da  aber  von  technischer  Seite  auf  diese  An- 
regimgen  nicht  eingegangen  zu  sein  scheint,  sind  hier  mehrere  Bei- 
spiele ausgeführt  worden,  aus  denen  sich  die  Fruchtbarkeit  dieses 
Gedankens  ergiebt.  Einige  Andeutungen  über  andere  Transformationen, 
die  für  die  technische  Wissenschaft  verwendbar  sind,  werden  nicht 
unwillkommen  sein. 

Der  siebente  Abschnitt  bringt  eine  ZusammensteUung  der 
graphischen  Methoden  im  Anschlufs  an  Gulmann,  Mohr,  Land, 
Reye  und  Nehls.  In  dieser  Hinsicht  hat  schon  Herr  Oberlehrer 
Kosch  im  Programm  der  Ober -Realschule  zu  Breslau  vom  Jahre  1895 
eine  wertvolle  Zusammenstellung  und  Bearbeitung  geliefert,  auf  die 
an  dieser  Stelle  empfehlend  auftnerksam  gemacht  sei.  Einiges  davon 
konnte  hier  benutzt  werden. 

Was  die  Übungsbeispiele  anbetrifft,  so  entstammen  diese  sämtlich 
dem  Unterrichtsbetriebe  des  Verfassers,  wobei  jedoch  nicht  aus- 
geschlossen ist,  dafs  einige  wenige  Zahlenangaben  hervorragenderen  Lehr- 
büchern, z.  B.  dem  Konstrukteur  von  Reuleaux,  entnommen  wurden. 

Die  deutsche  Litteratur  über  das  im  ersten  Bande  behandelte 
Wissensgebiet  war  dem  Verfasser  fast  vollständig  zugänglich.   Dagegen 
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war  es  ilini  versagt^  sich  über  die  Fortschritte  der  französischen  und 
englichen  Forschung  eingehend  genug  zu  informieren,  obwohl  ihm 
bekannt  ist,  dafs  z.  B.  Townsend  und  namentlich  auch  Haton  de 
la  Goupillifere  erfolgreich  gearbeitet  haben.  XJm  jedoch  die  Arbeiten 
möglichst  vollständig  bekannt  zu  geben,  sei  die  einschlagende  Litte- 
ratur  hier  zusammengestellt. 

Zunächst  haben  wir  Werke  über  Mechanik  von  Euler,  Poisson, 
Poinsot,  Poncelet,  Navier,  Coriolis,  Whewell,  Mosely,  Redtenbacher 
(Resultate),  Weisbach,  Eytelwein,  Qerstner,  Duhamel,  Broch,  Delaunay, 
Rankine,  Somoff,  Schlömilch,  Schell,  Culmann  (graph.  Statik),  die 
samtlich  auf  die  Tn^heitsmomente  eingehen.  Bahnbrechend  war 
Poinsot:  Theorie  nouvelle  de  la  rotation  des  corps,  LiouvUles  Joum.  de 
Math.  XVI,  wo  auf  Seite  58  das  erste  Gentralellipsoid  eingeführt  wird. 
Das  zweite  Trägheitsellipsoid  wird  eingeführt  von  Clebsch  im  57.  Bande 
des  Crell.  Journals,  Seite  401,  und  darauf  von  Culmann  verwertet. 

Deutsche  Abhandlungen  über  die  Trägheitsmomente  sind 
folgende: 

Küpper:  Theorie  der  Trägheitsmomente,  Zeitschrift  für  Mathe- 
matik und  Physik  11,  Seite  73  und  Seite  338. 

Reye:  Beitrag  zu  der  Lehre  von  den  Trägheitsmomenten.  Eben- 
da X,  Seite  432. 

Sieb  eck:  Über  eine  allgemeine  Darstellung  der  Trägheitsmomente 
ebener  Figuren  durch  Zeichnung.  Ebenda  X,  Seite  80  und  81.  (Im 
Resultate  mufs  dort  der  Faktor  4  an  Stelle  von  2  treten!) 

Mehmke:  Einfache  Darstellung  des  Trägheitsmomentes  von 
Körpern.     Ebenda  XXIX,  6. 

Reye:  Einfache  Darstellung  der  Trägheitsmomente  ebener  Figuren. 
Zeitschrift  d.  V.  Deutscher  Ingenieure  XIX,  Seite  401. 

Mohr:  Über  die  Bestimmung  und  die  graphische  Darstellung  von 
Trägheitsmomenten  ebener  Flächen.     Civil -Ingenieur  XXIII,  Heft  1. 

Land:  Über  die  Berechnung  und  bildliche  Darstellung  von  Träg- 
heits-  und  Gentrifiigalmomenten  ebener  Massenfiguren.  Ebenda  XXXIY, 
Heft  2. 

Hesse:  Analytische  Geometrie  des  Raumes.  Vorlesung  25  und  26. 
Imagmärea  Bild  des  Systems. 

Weinmeister:  Elementar -mathematische  Bestmunung  der  Träg- 
heitsmomente ebener  homogener  Flächenstücke.  Zeitschrift  für  physi- 
kalischen und  chemischen  Unterricht  lY,  Heft  6. 

Holzmüller:  Mechanisch -technische  Plaudereien.  Zeitschrift  des 
Vereins  Deutscher  Ingenieure,  seit  1889. 

Zehme:  äewerbeschulprogramm,  Hagen,  1858.  Über  elementare 
Bestimmung  der  Trägheitsmomente. 

Schlömilch:  Über  die  Bestimmung  der  Massen  und  Trägheits- 
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momente  symmetrischer  Rotationskörper  von  ungleichförmiger  Dichtig- 
keit. Abhandlungen  der  mathematisch -physischen  Klasse  der  Egl. 
sächsischen  Gesellschaft  der  Wissenschaften  11^  Seite  377. 

Bantlin:  Elementare  Ableitung  der  Trägheitsmomente.  Zeitschr. 
d.  V.  Deutscher  Ingenieure  Bd.  40,  Seite  950  und  1054. 

Französische  Abhandlungen: 

Binet:  Memoire  sur  la  throne  des  axes  conjugues  et  des  moments 
d'inertie.     Journal  de  Ti^cole  polytechnique  XVI,  Seite  127. 

Guilbert:  Note  sur  les  axes  principaux  des  corps.   Ebenda  XX Y. 

Häton  de  la  Goupilli^re:  Memoire  sur  une  theorie  nouTelle 
de  la  geom^trie  des  masses.     Ebenda  XXXVU. 

Somoff:  Memoire  sur  les  axes  et  les  moments  principaux  des 
Corps  homogenes.  BuU.  de  la  d.  phys.  math.  de  TAcademie  de 
St.  Petersbourg  XII,  pag.  12  und  17. 

Englische  Abhandlungen: 

W.  Thomson:  On  the  principal  axes  of  a  solid  body.  Cam- 
bridge and  Dublin  Math.  Journal  I,  pag.  127,  195,  and  Cayley: 
Note  on  a  geometrical  theoreme  contained  in  the  prec.  paper. 
Vol.  I,  207. 

B.  Townsend:  On  the  principal  axes  of  a  body,  their  moment 
of  inertia  and  distribution  in  space.  Ebenda  I,  pag.  202;  11,  pag.  19, 
140,  241. 

R.  Townsend:  On  the  moment  of  inertia  of  a  ring  with  respect 
to  its  axis  of  revolution.     Ebenda  X,  pag.  203. 

Kouth:  Elementary  treatise  on  the  dynamics  of  a  System  of 
rigid  bodies.     3.  Edit.  London,  1877. 

Bankine:  A  manual  of  applied  mechanics,  3.  Edit.,  pag.  522. 
Dort  wird  der  Name  Deviationsmoment  eingeführt. 

Die  Litteratur  über  den  Gegenstand  ist  also  eine  sehr  umfang- 
reiche, aber  nur  wenige  der  genannten  Werke  stehen  auf  elementarer 
Grundlage.  Möge  das  Bestreben  des  Verfassers,  möglichst  viele 
der  Errungenschaften  der  Ingenieurwissenschaft  der  ele- 
mentaren Behandlung  zugänglich  jsu  machen,  einigermaCsen 
gelungen  sein,  obwohl  bei  dieser  Behandlungsweise  mancherlei 
Schwierigkeiten  zu  überwinden  waren  und  mancher  Weg  mühsam 
aufgedeckt  werden  mufste.  Möge  femer  das  vorliegende  Buch  den 
Studierenden  des  ersten  Semesters  zur  schnelleren  Einführung  in  die 
wesentlichsten  mathematischen  Begriffe  der  Ing^eurwissenschaft 
dienen,  dem  Fachschullehrer  ein  brauchbares  Hülfsmittel  für  die  ele- 
mentare Unterrichtsmethode  sein  und  dem  praktischen  Konstrukteur, 
der  nicht  mit  den  Methoden  der  höheren  Analysis  arbeiten  will  oder 
kann,  zeigen,  dafs  sich  doch  ein  recht  groiSser  Teil  der  wichtigsten 
Resultate  in  einfacher  Weise  ableiten  läXst. 


Abschnitt  I. 

Schwerpnnktsbestiminimgen  für  ebene  Flächen. 


1)  In  der  technischen  Festigkeitslehre  sind  die  Querschnitte  yon 
Trägem  auf  die  Lage  ihrer  Biegungsachsen  zu  untersuchen.  Diese 
Achsen  gehen  stets  durch  den  Schwerpunkt  der  Fläche^  und  auf  sie 
werden  die  Trägheitsmomente  und  Widerstandsmomente  bezogen.  Auch 
für  Untersuchungen  aus  dem  Gebiete  der  Gentrifugalkrafk  und  eine 
Reihe  anderer  Gegenstände  der  Mechanik  ist  die  Kenntnis  der  Flächen- 
schwerpunkte nötig.  Die  Bestimmung  ihrer  Lage  kann  auf  yer- 
schiedene  Weise  erfolgen. 

Man   kann   z.  B.  folgenden   Satz   der  Mechanik   benutzen:   Die 
Summe  der  statischen  Momente  der  einzelnen  Flächenteile 
ist   gleich    dem    statischen  Mo- 
mente der  Gesamtfläche.  Fig.  i. 

In  FiiF.  1  seien  OÄ  und  OB  belle-         t> 
big  gewäSe  Koordina  Whsen.  Man        ^ 
zerlege  die  gegebene  Fläche  in  lauter 
senkrechte  Streifen  f.   Die  Entfernung 
jedes  unendlich  schmal  zu  denkenden 
Streifens   yon   der   y-Achse    OB  sei 
gleich  X,    so   dafs  fx    das   statische 
Moment  des  Streifens  in  Bezug  auf         O 
die  Y-Achse  ist.     Das  gesamte  sta- 
tische  Moment   der   Fläche    ist   also 
eine  Summe  solcher  Ausdrücke  fx,  die  mit^ fx  bezeichnet   werden 

soll.  Ist  nun  8  der  Schwerpunkt  der  Fläche  F  und  x^  sein  Abstand 
Yon  der  Achse  OB,  so  ist  das  statische  Moment  der  Fläche  auch 
gleich  XgF,  so  dafs 

X.F  =^fx 
ist.     Daraus  folgt  als  Schwerpunktsabstand 


X 


X 


Xs  = 


F 


Bezeichnet  man  das  Moment  in  Bezug  auf  die  y-Achse  mit  Mg, 
das  in  Bezug  auf  die  X-Achse  genommene,  welches  mit  Hülfe  von 
Horizontalstreifen  berechnet  wird,  mit  M^,  so  hat  man  die  Gleichungen 


die  zur  Bestimmung  des  Schwerpunkts  genttgen. 

Bemerkung.  Verschiebt  man  die  Y- Achse  um  —  e,  so  geht  ^,  fz 
aber  in  ^f{x  +  e)  -''^fx  -\-^fe^^fx  +  eF,  d.  h.  das  sta- 
tische Moment  der  Fläche  wächst  um  eF.  Davon  kann  man  bisweilen 
Anwendung  machen. 

2)  Ist  der  Schwerpunkt  einzelner  Flächentbeile  durch  Symmetrie- 
verhältnisse ohne  weiteres  bestimmt,  so  treten  Vereinfachungen  ein. 

BelapieL  Für  den  T-Träger  kann  die  Bestimmung  folgender- 
maßen geschehen. 

In  Bezug  auf  die  Grundlinie  !>,  ist  in 
^'S'  '■  Fig.  2  die  Summe  der  statischen  Momente 

der  Einzelrecbtecke  F^  und  F^  gleich  dem 
Momente  der  Gesamtfläche  F,  also  ist 

wo 

^— 2»^  —  "ii^a  2 

ist.     Man  erlült 

80  dals 

ist.    Dais  der  Schwerpunkt  in  der  Symmetrieachse  liegt,  ist  selbst- 
verständlich. 

3)  Ffir  das  in  Fig.  3  dai^estellt«  Winkeleisen  ist  ebenso 

!'•  2(&,Ä,  +  6,A,) 

Für  X,  erhält  man  auf  entsprechendem  Wege 
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Findet    wie   in   Fig.  4  Symmetrie    gegen    die    Gerade   AB   statt,   so 
braucht  man  nur   x,   zu   berechnen.     Dabei    ist  BS  =  x,  Y2.     Ein- 


facher ergiebt  sich  jetzt  Aj  auf  folgendem  Wege:  Es  handelt  sich  um 
die  Differenz  zweier  Quadrate,  so  dals  man  direkt  schreiben  kann 


Ä,  = 


2  (6*  -  6|) 

oder  auch,  indem  man  oben  und  unten  durch  l 
*  +  66,  +  6| 


wobei  6  —  Jj  ^  J^  gesetzt  ist. 
n«.  6. 


2  (6  +  6.) 


I  ditidiert, 


In  entsprechender  Weise  ergiebt  sich  fOr  Fig.  5  unter  Benutzung 
der  Grundlinie  als  Achse  der  Momente  die  Schwerpunktshöhe 

6,äJ  +  6j,\  (2\  +  A,)  +  ÖgÄj  (2A,  +  2ftj  +  Ä,) 
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Für  das  C-Eiaen  (lies  U-Eisen)  wird  (Fig.  6) 


4)  Trapez.    För  das  Parallelogramm  ist  das  statische  Moment 
in  Bezug  auf  die  Grundfläche  gleich   -^,  ftLr  das  Dreieck,  dessen 
p.    ,  Schwerpunkt  in  der  Höhe  ~k    liegt,    ist    das 

Moment 

V*l*-¥(».-».). 

das  Gesamtmoment  also 

ai..>-+it-(t.-M  _  j;  ^j_  ^  2y 

t)ie  Sohwerpunktshöhe  wird  daher 

""      ^  +^  Ä  8  (6,  +  6.) 

Der  Schwerpunkt  liegt  stets  auf  der  einen  Mittellinie  des  Trapezes, 
mag  es  symmetrisch  oder  unsymmetrisch  sein. 

Für  den  nebenstehenden  Querschnitt  wird 


*•■" ft.  4-  ft.  . — 


hl  (&,  +  2  6,)  +  (a  \  +  Aj)  3  6jk, 
=  3[(6.  +6,)A,+2  6A] 

5)  In  einzelnen  Fällen  benutzt  man  die 
Guldinsche  Regel  für  Drehungskörper,  die 
sich  folgendermafsen  entwickeln  läfst: 

Dreht  man   das  Rechteck  ABCß  in  Fig.  9 
um  eine  zu  AD  parallele  Achse  KL,  so  entsteht  ein  Hohli^linder 
vom  Inhalte 
J=  «  (r*  —  rj)  Ä  -=  sr  (r  +  r,)  (r  —  rjÄ  =  2«^-^  bh  ^27i(fF, 

wo  F  die  Rechtecksfläche  und  p  ihr  Schwerpunktsabstand  von  der 
Achse  ist. 


SchwerpnnktBbeBtmunnngen  fOr  ebene  Fl&chen. 
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Besteht  eine  FläclLe  aus  mehreren  Becbtecken  vod  solcher  hage, 
deren  Flächen  F^,  F„  F,  u.  s.  w.,  deren  Schwerpuntteabstände  p^, 
9i>  (fi  U-  ^-  V-  sind,  so  hat  der  ganze  Drehungskörper  den  Inhalt 

oder 

J-  2«  [p,ii-,  +  p,f,  +  i,,F,  +  ■■■]■ 
Ist  mm  F—F,  +  F,  +  F,-\ die  Ge- 


samtfläche  imd  f  ihr  Sohwerpmiktsabstaiid 
Ton  der  Achse,  so  ist  nach  dem  Gesetz  der 
statischen  Momente 

tF -  V,F,  +  f,F,  +  f,F,  +  ■    ■ , 

demnach  ist  der  Inhalt  des  Drehungskörpers 

1/"=  2p«J'^  Schwerpunktsweg  mal  Fläche. 

Da   nun  jede  ebene  Fläche  mit  Recht-  „„  ,„ 

ecken,  die  man  zuletzt  kleiner  und  kleiner 
zu  nehmen  hat,  mit  beliebiger  Genau^keit 
Tollständig  ausgeMUt  werden  kann,  so  gilt 
die  Formel  überhaupt  von  jeder  ebenen 
Fläche,  die  um  eine  sie  nicht  schneidende 
Achse  ihrer  Ebene  rotiert.  Der  eigentliche 
Oruhd  des  Satzes  beruht  darin,  dafs  8  als 
Funkt  mittleren  Abstandes  von  der  Achse 
KL  den  mittleren  Drehungsweg  zurückl^t, 
so  dals  der  Eörperiohalt  ist:  bewegte  Fläche 
mal  mittlerer  Drehungsweg. 

Kennt   man   nun   den  Flächeninhalt   F 
und  den  Inhalt  J  dea  durch   die  Drehung  entstehenden  Körpers,  so 
ergiebt  sich  der  eine  Schwerpunktsabatand  als 


6)HalbkreiBfläche.  DurchDrehungum.i4£wfirde 
eine  Kugel  TOm  Inhalt«  ■^r'x  entstehen,  die  Fläche  ist: 
F=~,  der  Schwerpunktsabatand  wird 
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Halber  Ereisring.     Die  entsprechende  Betrachtung  giebt 

4»^-^;)     _    4(r'-r;) 

Man   könnte    noch   oben   und    unten    durch  r  —  r^ 
dividieren,  was  auf 

^  3«(r+r,)     , 

führen  würde. 

7)  Kreis-Segment  vom  Radius  rund  der  Sehne  5. 

Durch  Drehung  um  den  Durchmesser  AB,  der  zur  Sehne  parallel 

anzunehmen  ist,  entsteht  ein  Körper,  dessen  Inhalt  gleich  dem  einer 

Eugel  mit  dem  Radius  CD  =»  -^  ist   Die  Formel  für  die  Kugelschicht 

von  der  Höhe  s  ist  nämlich  (Method.  Lehrbuch,  U,  Stereom.  46) 

oder,  da  Hier  a  =  b  =  FD  =  GE  ist, 

J,  =  ^*  (6a»  +  s»)  =  «a's  +  ^'  ■ 

Hiervon  ist  der  durch  Drehung  des  Rechtecks 
FDEG  entstehende  Cylinder  abzuziehen,  dessen 
Inhalt  gleich  a'irs  ist.  Demnach  bleibt  fOr  den  zu 
untersuchenden  Körper  fibrig 

Demnach  wird  der  Scbwerpunktsabstand 

"6~  _s^ 

P  ~  BätF  laF' 
F  berechnet  sich  mit  Hülfe  des  Sektors  MDE  =  r'n  ~„  von 
dem  das  Dreieck  MDE  abzuziehen  ist.  Hier  bestimmt  sich  a  mit 
Hülfe  der  Gleichung  sin  ^  ■=  5-  ■  Der  Inhalt  des  Dreiecks  kann,  da 
im  allgemeinen  die  Trigonometrie  doch  nicht  zu  vermeiden  ist,  als 
i^j  ■=  y  r*  sin  a  angegeben  werden,  so  dafs 


i'»'»«-?!«» -•'»«) 


Schwerpunktsbestimmimgen  für  ebene  Flächen. 
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einzusetzen  ist.    Die  ScUuMormel  also  wird 


9  = 


8' 


6r'  lar sin  a] 

V    180  / 


WO  a  aus  sin  —  =  r-  zu  bestimmen  ist. 

2        2r 

9)  Bisweilen  kann  man  eine  Methode  verwenden,    bei  der  die 
Kenntnis    der   Guldinsohen   Begel   für  Drehungsfläohen  notbig  ist. 

Man  kann  diese  folgendermafsen  entwickeln. 

Wird  die  Gerade  AB  von  der  Länge  sum 
eine  Acbse  KL  derselben  Ebene  gedreht,  so  ent- 
steht der  Kegelmantel 


%s 


2qxs, 


wo   wiederum   q   der  Schwerpunktsabstand  von 
der  Achse  ist. 

Rotiert  eine  Folge  von  geraden  Linien  der- 
selben Ebene  um  eine  Achse  dieser  Ebene,  sind 
femer  ^i,«^,«^,  ...  die  Längen  der  Geraden, 
9i7  9%7  9^7  • '  -  ^^^  Schwerpunktsabstände  von 
der  Achse,  so  wird  die  Mantelfläche  des  Drehungs- 
körpers 


K 


Fig.  U. 


n 


Pig.  16. 


Nach  dem  Gesetz  der  statischen  Momente 
ist  aber  die  Klammer  identisch  mit  qs,  wo 

5  =  ^2  -|-  Sj  -f-  S3  ... 

die  Länge  des  gesamten  Linienzugs,  q  sein 
Schwerpunktsabstand  von  der  Achse  ist,  dem- 
nach ist  die  Mantelfläche 

Jf  =  2  Qjts  =  Schwerpunktsweg 
mal  Länge  des  Linienzugs. 

Handelt  es  sich  um  eine  krumme  Linie  der 
Ebene,  so  gilt  der  Satz  ebenfalls,  denn  man 
darf  diese  als  eine  Reihe  kleiner  gerader  Linien  betrachten. 

Kennt  man  die  Drehungsfläche  F  und  die  Bogenlänge  b,  so  er- 
giebt  sich  für  den  Schwerpunkt  der  Achsenabstand 

F 


9  = 


2nb 
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9)  Für  den  Halbkreisbogen  ist 


Für  den  Kreisbogen  b  TOm  Radias  r,  dessen  Seltne 
sieb  als  s  berecbnet,  giebt  die  Drehung  um  KL  eine 
Kugelzone  von  der  Fläche  2 ms.  Demnach  ist  die 
Schwerpunkteentfemung  von  M  aus  gerechnet  (Fig.  IT) 


Srirs        rs 

Hier  ist   h:rx  =  t^:  180»,  d,  h.  i 
,  so  dofs  mun  schreiben  kann 


^  -  180",  und 


Mi- 


wo  a  =  —  180"  ist 

10)  Dieses  Resultat  kann  für  Flächen  be- 
nutzt werden,  z.  B.  far  den  Ereiesektor  mit 
Radius  r  und  Bogen  fr. 

Denkt  man  sich  diesen  in  zahlreiche  „Drei- 
ecke" zerlegt,  deren  Basis  man  dann  als 
geradlinig  annehmen  darf,  so  liegen  die  Einzel- 
schwerpunkte  in  der  Entfernung  \  r  von  M.  Bei 
gleichen  Teilsektoren  liegen  sie  gleichmäJsig  ver- 
teilt, also  mufs  der  Schwerpunkt  der  Gesamtfläche  mit  dem  des 
entsprechenden  Bogens  übereinstimmen.     Man  erhält 


"• .T i;. — 

Über    5    ist    dieselbe    Bemerkung    zu 
machen,  wie  vorher. 

Man  kann  das  Resultat  auch  mit  Hülfe 
des  Kreissegments  und  des  Dreiecks  finden. 
Für  a  ^  180*^  ergieht  sich  das  unter  6)  fUr  den  Halbkreis  abgeleitete 
Resultat. 
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11)  Sektor  der  Ringfläche  mit  r,  r^,  ävilserem  Bogen  b  und 
zugehdriger  Sehne  s. 

Jeder  Teilsektor  kann  ab  Trapez  mit  den  Seiten  -^  und  -  be- 
trachtet werden,  so  dals  Ä,  =  j  '"[]_.  ist,  denn  der  Faktor  —  hebt 
sich  w^.  Da  aber  &|  ='  ii  —  ist,  so  erhält  man,  indem  man  r  —  r^  fElr 
h  setzt,  p.    j, 

6^  +  86 


6'i  +  b 


r-f.    r,+2r 
8         r,+T 


=  r.  +  Ä,= 


Die  Schwerpunkte  der  Teile  h^en  also 
auf  einem  Bogen  vom  Badius 

!■■    I'r,(x  +  r,)  +  {r-r,)(r,  +  ir) 

^— W+^) 

"  »        r  +  r,        ' 
mit  dem  wie  vorher  zu  verfahren  ist.    Man  kann  Obrigens,  indem  man 

,  r*  —  *\ 

oben  und  onten  mit  (*■  —  r^)  multipliziert,  auch  schreiben  ^  -j ^  ■ 

Das  Resultat  ist  nach  9)  ' 

denn  es  ist  ^  cc=  ^  - 

Ebenso  einfach  t^hrt  folgender  Weg  zum  Ziele.  Sind  8  und  8^ 
die  beiden  Sektorflächen,  p  und  ^j  ihre  Schwerpunktsradien,  so  ist 
fOi  die  Ringfläche  F  und  ihre  Schwerpunktsentfemung  x  (von  M 
aoB  gerechnet) 

xF=ffS—(fi8i, 
also 

-r—  P^-».^  ^«S-ihS, 
^~  F  '^     8-S, 

Hier  ist  S,  =  5  .1,  also,  da  auch  tf :  tfi  =  r  :  r^  ist. 


s./-r: 


,s- 

-r 

- 

8408 

s 

1 

,.„, 

'•"-Ä 

1, 

" 

•        r"- 

.|J 
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Für  a  :=  180^  bestätigt  sich  das  unter  6)  fOr  den  halben  Ereis- 
ring  gefundene  Resultat. 

12)  Verdoppelt  man  sämtliche  Sehnen  eines  Kreises,  die  dem 
Durchmesser  parallel  sind,  wobei  die  Symmetrie  erhalten  bleiben  soll, 
so  entsteht  eine  Ellipse.  Der  Schwerpunkt  S  der  Halbkreisfiäche 
fällt   dabei   mit   dem   der   Ellipse  zusammen,   denn  das  Moment  in 

Flg.  21. 


Fig.  80. 


-»nr 


Bezug  auf  die  Schwerpunktsachse  hat  bei  der  Verdoppelung  den  Wert 
Null  beibehalten.  Ebenso  ist  es,  wenn  man  sämtliche  Sehnen  mit  n 
multipliziert  denkt. 

Von  der  Verkürzung  der  Sehnen  gilt  dasselbe.    Der  Schwerpunkt 

liegt  also  im  Abstände  r—  bezw.  ^—  vom  Durchmesser. 

Dasselbe  ist  der  Fall,  wenn  man  die  Sehnen  des  Halbkreises  so 
yerschiebt,  dafs  ihre  Halbierungspunkte  sich  auf  schräger  Linie  an- 

Fig.  88. 


ordnen.     Auch  dadurch  entsteht  eine  halbe  Ellipse,  nur  ist  sie  schief 
abgeschnitten.     Ist  h  die  senkrechte  Höhe,  so  liegt  der  Schwerpunkt 

A    TL 

auf    der    Mittellinie    im    Abstände    ä,  =  5—    vom    Durchmesser.   — 
Ellipsensegmente  lassen  sich  also  stets  auf  Kreissegmente  zurückführen. 

13)  Ist  aus  einer  Fläche  von  einfacher  Begrenzung  ein  Teil  aus- 
geschnitten, so  verfährt  man  wie  im  nebenstehenden  Beispiele,  wo 
ein  Halbkreis  aus  dem  Rechteck  geschnitten  ist.  Das  statische  Moment 
der  übrig  bleibenden  Fläche  ist  in  Bezug  auf  AB 

demnach  ist 


SchwerpnnktBbegtimni nngan  fOr  ebene  FUchen. 


Zersclmeidet  man  die  Fläche  durcli 
MC,  so  liegt  der  SchveTpunkt  i^r 
jeden  Teil  ebenso  hoch,  und  zwar  auf 
der  Symmetrielinie  Mß  bezw.  ME. 
Ändere  Berechuungsmethoden 
kommen  später  zur  Sprache. 

14)  Anwendungen,      a)   Steht 
über  einer  Fläche  eine  senkrechte 

Säule,  die  durch  eine  Ebene  schräg  abgeschnitten  ist,  eo  ist 
der  Inhalt  des  Qbrig  bleibenden  Körpers 
J=Fh„ 
wo  h,  die  Länge  des  im  Schwerpunkte  auf  der  Qnindääche  errichteten 
Lotes  bis  zur  SchrägMche  ist.     Man   bezeichnet  diese  Linie  als  die 
Mittellinie  des  Körpers.    (Vgl  Method.  Lehrbuch,  II,  Stereom.  61.) 

b)  Diesen  Körper  kum  man  als  Diagrammkörper  des  seit- 
lichen Wasserdrucks  auffassen,  der  bekanntlich  proportional  der  Tiefe 
zunimmi  Der  Wasserdruck  gegen  eine  senkrechte  oder  auch  schräge 
ebene  Wandfläcbe  ist 

z.  B.  in  Tonnen,  wenn  F  in  Quadratmetern,  die  Schwerpunktstiefe  k, 
in  Met«m  gegeben  isi  (Die  Druckresnltante  greift  aber  nicht  im 
Schwerpunkte  an.) 

c)  Ist  die  Säule  oben  und  unten  abgeschrägt,  so  hat  man 
einen NormalBchnitt  zu  fahren.  Ist  dessen  F^che  .Fund  ist  h,  die  Länge 
des  auf  ihr  im  Schwerpunkte  errichteten  Lotes,  von  der  einen  Schräg- 
fläche  zur  andern  gemessen,  so  ist  der  Inhalt  wiederum 

d)  Denkt  man  sich  eine  Fläche  gleicbmäfeig  mit  Masse  belegt 
und  um  irgend  eine  in  ihrer  Ebene  liegende  oder  diese  schneidende 
Achse  gedreht,  so  ist  die  entstehende  Gentrifngalkraft 

Hier  bedeutet  r  die  Entfernung  des  Flächenschwerpunktea  von  der 
Achse,  m  die  Masse,  v  die  Öeschwindigkeit  der  Schwerpunlrtsbeweguug, 
*  die  auf  den  Radius  1  reducierte  Geschwindigkeit  (Winkelgeschwindig- 
keit), t  die  Zeitdauer  des  einmaligen  Umlaufs  (Umlaufszeit). 

(Der  Ängrifispunkt  der  CentrifugaJkraft  fällt  aber  im  allgemeinen 
nicht  mit  dem  Schwerpunkte  zusammen.) 
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Die  Centrifugalkraft  ist  Null,  wenn  die  Achse  durch  den  Schwer- 
punkt geht.  Ihr  positiver  und  negativer  Teil  aber  können  ein  Eraftepaar 
bilden,  welches  in  Bezug  auf  jeden  Punkt  der  Achse  ein  konstantes 
Centrifugalmoment  giebt,  sodafs  im  allgemeinen  kein  Gleich- 
gewichtszustand eintritt. 

e)  Denkt  man  sich  die  Fläche  gleichmäüsig  mit  Masse  belegt,  so 
greift  die  Resultante  der  einzelnen  Schwerkräfte  im  Schwer- 
punkte an.  Das  statische  Moment  in  Bezug  auf  jede  Drehungsachse 
ist  also  gleich  dem  Produkte  aus  der  Schwerkraft  und  der  Entfernung 
ihrer  Richtungslinie  von  der  Achse.  Das  statische  Moment  ist  gleich 
Null,  wenn  jene  Entfernung  gleich  Null  ist,  wenn  z.  B.  die  Achse 
durch  den  Schwerpunkt  geht.  Die  horizontal  liegende  Fläche  balanciert 
also,  wenn  sie  im  Schwerpunkte  oder  in  zwei  Punkten,  deren  Ver- 
bindungslinie durch  den  Schwerpunkt  geht,  unterstützt  wird. 

Der  Schwerpunkt  ist  auch  der  Angriffspunkt  der  Resultante 
gleichmäfsig  gegen  eine  Fläche  wirkender  Druckkräfte  (z.  B. 
Dampfdruck)  oder  Zugkräfte. 

f)  Die  Guldinsche  Regel  «7=  2  q%F  dient  zur  Inhaltsberechnung 
der  Drehungskörper,  zur  Inhaltsberechnung  der  Schrauben- 
gewinde, und  in  der  Form  if  =  - — ^  zur  Schwerpunktbestimmung 

ebener  Flächen.  Für  Nahenmgsberechnungen  bestimmt  man  den 
Schwerpunkt  durch  zwei  Aufhängungen  einer  Schablone  (z.  B.  von  Blech) 
und  benutzt  ihn  für  die  Inhaltsbestimmung  der  entsprechenden  Körper. 

g)  Denkt  man  sich  eine  ebene  Fläche  gleichmäisig  mit  Masse 
belegt  und  durch  einen  Stofs  im  luftleeren  Räume  vorwärts  geschleudert, 
80  bewegt  sieh  ihr  Schwerpunkt  in  einer  Parabel,  au&erdem 
aber  treten  Drehungsbewegungen  ein.  Im  Welträume  würde  die  Bahn, 
die  der  Flächenschweipunkt  um  einen  anziehenden  Weltkörper  zurück- 
legt, ein  Kegelschnitt  sein,  also  Kreis,  Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel 
(Schwerpunktsprinzip). 

h)  Wird  ein  Balken  ein  Haken  u.  dgl.  auf  Biegung,  eine  Säule  oder 
Strebe  von  gröfserer  Länge  auf  Strebung  beansprucht,  so  gehen  die 
Biegungsachsen  der  Querschnitte  durch  die  Schwerpunkte  der  Flächen. 

i)  Wird  eine  Welle  auf  Drehung  beansprucht,  so  geschehen  die 
*  Drehungen  der  einzelnen  Querschnitte  um  die  Flächenschwerpunkte. 

k)  Für  die  darstellende  Geometrie  ist  von  Wichtigkeit,  daJs  bei 
der  Parallelprojektion  einer  ebenen  Fläche  ihr  Schwerpunkt  in  den 
der  neuen  Fläche  projiziert  wird.  (Bei  der  Parallelprojektion  ebener 
Kurven  ist  dies  im  allgemeinen  nicht  der  Fall,  ebensowenig  bei  ge- 
wölbten Flächen.) 

1)  Mit  Hülfe  der  Schwerpunktslehre  kann  man  Sätze  der  Geo- 
metrie beweisen   (barycentrischer  Kalkül).     So  folgt  z.  B.  der  Satz, 
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dafs  die  Mittellinien  des  Dreiecks  sich  in  einem  Punkte  schneiden, 
daraus,  dafs  die  Flache  nur  einen  einzigen  Schwerpunkt  haben  kann. 

m)  Bewegt  sich  eine  ebene  Fläche  so,  dafs  ihr  Schwerpunkt  eine 
beliebige  ebene  oder  räumliche  Curve  beschreibt,  auf  der  die  bewegte 
Flache  in  jedem  Punkte  senkrecht  steht,  so  ist  der  Inhalt  des  körper- 
lichen Weges  gleich  dem  Produkte  aus  Fläche  und  Schwerpunktsweg. 
(Durchdringen  einander  dabei  Teile  des  Körpers,  so  ist  der  Durch- 
dringungsraum doppelt  bezw.  mehrfach  einzurechnen.)  Dieser  Satz 
ist  z.  B.  von  Bedeutung  fOr  die  Berechnung  der  f&r  Eisenbahndämme 
nötigen  Erdmassen. 

n)  Bemerkung  zur  Guldinschen  Regel.  Verschiebt  man  die 
Achse  parallel  zu  sich  selbst  um  — e,  so  geht  J=^2qF7C  über  in 

eTi  =  2{fiF+eF)n  =  J+  2eF%, 

d.  h.  der  Inhalt  wächst  um  den  eines  Drehungs- 
körpers, der  entsteht^  wenn  die  Fläche  um  eine 
Achse  rotiert,  die  yom  Schwerpunkte  um  e 
entfernt  ist,  oder  er  wächst  um  den  Inhalt 
eines  Gylinders,  der  über  der  Fläche  steht  und 
den  Weg  2en  zur  Höhe  hat. 

Dadurch  werden  Berechnungen  gewisser 
Art  unabhängig  von  der  Kenntnis  der  Schwer- 
punktslage gemacht. 

15)  Graphische  Schwerpunktbestimmungen. 

Der  Graphostatik  verdanken  wir  neuere  Methoden,  die  es  dem 
exakten  Zeichner  ermöglichen,  namentlich  ftir  Trägerquerschnitte  die 
Schwerpunkte  schnell  aufzufinden.  Einige  Beispiele  sollen  dies 
erläutern. 

Symmetrischer  Trägerquerschnitt.    (Figur  25.) 

Die  in  Sj,  8^  und  8^  angreifenden  „Kräfte"*)  verhalten  sich  wie 
fe^Äi,  ftgÄg  und  63 Äg,  oder  wie  F^\F^:  F^,  Man  zeichne  drei  Senk- 
rechte ABy  BCy  CD  wie  in  der  Figur,  die  sich  wie  diese  Gröüsen 
verhalten.  Dann  nehme  man  einen  beliebigen  Punkt  (Pol)  an  und 
verbinde  ihn  mit  A^  J?,  C  und  D. 

Durch  die  Einzelschwerpunkte  sind  Senkrechte  gelegt.  An  der  zu  8^ 
gehörigen  Senkrechten  beginne  man  irgendwo,  z.  B.  bei  Ej  mit  folgender 
Konstruktion:  Man  ziehe  EF  ||  AP  und  EG  ||  BP  bis  zur  Senkrechten 
durch  Sg,  sodann  GH\  CP  bis  zur  Senkrechten  durch  8^,  zum  Schlufs 
durch  H  eine  Parallele  zu  PD.  Letztere  giebt  mit  EF  einen  Schnitt  JT, 
und  senkrecht  über  diesem  liegt  der  gesuchte  Schwerpunkt  8, 

*)  Man  denke  sich  die  Flächen  homogen  mit  Masse  belegt,  so  dafs  man 
von  Gewichten  sprechen  kann. 
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Beweis.  Denkt  man  sich  den  Abstand  des  Punktes  P  von  der 
Geraden  AD  als  Einheit,  so  würde  eine  durch  das  Strahlenbüschel  P 
gelegte  Vertikale  VW  Abschnitte  geben,  deren  Längen  den  statischen 
Momenten  der  Kräfte  AB,  BC  und  CD  in  Bezug  auf  den  Punkt  P 


Fig.  25. 


oder  dem  statischen  Momente  der  in  P  angebrachten  Kräfte  in  Bezug 
auf  die  Punkte  der  Geraden  VW  entsprechen,  denn  es  ist  z.  B. 
A^B^ :  AB  =  e  :  1 ,  folglich,  wenn  l^  =  h^hj^  =  F  ist,  A^B^^  ==  e  •  AB 
=»  eF^,  Dieser  sogenannte  Kräfteplan  veranschaulicht  also  zugleich, 
in  welcher  Weise  die  statischen  Momente  zunehmen,  wenn 
man  den  Drehungspunkt  des  gedachten  Hebels  vom  Angriffs- 
punkte P  der  Kraft  aus  horizontal  yerschiebt. 

Bei  E  ist  davon  Anwendung  gemacht,  denn  durch  die  Parallelen 
ist  ^cc^  =  a  dort  angetragen.  Der  Winkelraum  a^  deutet  an,  wie 
das  Moment  von  F^  bei  Verschiebung  des  Drehungspunktes  nach 
rechts  zunimmt. 

Bei  ß  tritt  die  neue  Kraft  F^  hinzu,  deren  Momentzunahme  dem 
Winkelraume  HOM  entspricht,  wo  /J^  =  /5  geworden  ist.    Bei  JBT  tritt 


Schwerpunktsbestimmungen  for  ebene  Fl&chen. 
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jFj  hinzu^  dessen Momentzunahme  durch  den  Winkelraum  JHN^^y^^^y 
dai^steUt  ist. 

Der  Winkelraum  JKL  mit  dem  Winkel  «i  +  /Ji  +  yi  =  «  +  /'  +  y 
Teranschaulicht  demnach  die  Zunahme  der  Gesamtkraft  F^-\-F^'{-  F^ 
bei  der  Verschiebung  nach  rechts  und  zugleich  die  Abnahme  bei  der 
Verschiebung  nach  links.  Bei  K  selbst  aber  ist  der  senkrechte  Ab- 
stand der  beiden  Winkelschenkel  gleich  Null,  also  auch  das  Gesamt- 
moment gleich  Null.  In  der  durch  K  gelegten  Senkrechten  muls 
denmach  der  Schwerpunkt  liegen. 

Bei  der  praktischen  Ausführung  lalSst  man  das  Überflüssige  weg. 
Man  bezeichnet  das  Strahlenbüschel  als  den  Kraft eplan^  das  Vieleck 
als  das  Eräftepolygon  oder  Seilpolygon. 

Die  folgenden  Figuren  wird  man  ohne  ausführliche  Er^uterung 
yerstehen. 

16)  In  Fig.  26  ist  das  Trapez  in  zwei  Dreiecke,  jedes  vom  Inhalte 
-^F^  zerlegt,  deren  gemeinsamer  Schwerpunkt  S^  ist. 


Fig.  86. 


^ 


s. 


Ä.,§- 


17)  Unsymmetrischer  Querschnitt. 

In  Figur  27  ist  die  Bestimmung  für  ein  Winkeleisen  durchgeführt. 
EUer  mufste  der  Erafteplan  erst  in  der  Stellung  a)  für  die  Vertikalen 
durch  S^,  82  f  8^f  sodann  in  der  Stellung  h)  für  die  jetzt  in  anderer 
Reihenfolge  anzuordnenden  Horizontalen  durch  8^,  8^,  8^  benutzt 
werden.  Die  gewonnenen  Linien  KL  und  JS^L^  geben  durch  ihren 
Schnitt  den  Schwerpunkt  8. 

18)  Annäherungsverfahren  für  schwierigere  Quer- 
schnitte.    (Figur  28.) 

Man  teile  den  Querschnitt  in  Trapeze  und  Rechtecke  ein,  deren 


Inhalt   mit  Hülfe   des  MaisBtabs   tinzugeben   ist.     Auf  AB  trägt  man 

eine  Reihe  von  Strecken   ab,  die  den  Trapez-  und  KechteckBinhalten 
proportional  sind.  Man  yer- 
"■•  **■  bindet  einen  beliebigen  Pol 

P  mit  den  Teilpunkten, 
taxiert  die  Schwerpunkte 
der  Trapeze  und  sieht  durch 
sie  die  Senkrechten,  mit 
deren  Hfilfe  das  Kräfte- 
polfgon  wie  vorher  zu 
zeichnen  ist.  Die  Anfangs- 
und  SchlulsUnien  geben  den 
Schnittpunkt  Z  und  damit 
die  Senkrechte,  in  der  der 
Schwerpunkt  li^. 

Ffir  praktische  Zwecke 
wird  es  hinreichen,  den 
Schwerpunkt  durch  zwei 
Aufhängungen  der  ent- 
sprechenden Blechschablone 
zu  ermitteln.  Das  hier  ge- 
lehrte Verfahren  wird  aber 

dadurch  nicht  überflüssig,  da  es  gel^entlich  der  Trägheitsmomente 

noch  anderweitige  Verwendung  finden  soll. 


Absclmitt  IL 

Die  einfachsten  Trägheitsmomente  ebener  Flächen. 


20)  Begriff  des  axialen  Trägheitsmomentes. 

Figur  29  stellt  eine  beliebig  gestaltete  ebene  Fläche  F  und  eine 
in    derselben  Ebene   liegende  Achse  AB  dar.     Man  denke  sich  die 
Flache    in   unendlich   zahlreiche   Parallelstreifen   zerlegt^    die   selbst- 
Tersföndlich  unendlich  schmal  werden. 
Diese    sollen    parallel    zu    AB    sein.  ^-  <9- 

Während  man  das  Produkt  f  •  e  aus 
jedem  Streifen  f  und  seinem  Abstände  z 
Ton  der  Achse  AB  als  das  statische 
Moment  des  Streifens  in  Bezug  auf  AB 
bezeichnete,  nennt  man  das  Produkt  fg^ 
aus  /*  und  dem  Quadrate  des  Abstandes  g  \ 

das  Trägheitsmoment   des   Streifens     A \ 3 

in    Bezug    auf   die    Achse   AB,     Der 

Grund  für  diese  Benennung  liegt   in   der  Mechanik  und  kann   hier 

noch  nicht  erörtert  werden. 

Wie  femer  M  ^=^^fsi  die  Summe  aUer  einzelnen  statischen 
Momente,  also  zugleich  das  statische  Moment  der  Gesamtfläche  be- 
deutet, so  bedeutet  T  =  ^ A'  die  Summe  aller  einzelnen  Träg- 
heitsmomente und  zugleich  das  Trägheitsmoment  der  Ge- 
samtfläche in  Bezug  auf  die  Achse  AB. 

Wegen  der  Bezugnahme  auf  eine  Achse  bezeichnet  man  ein 
solches  Moment  als  axiales  Trägheitsmoment. 

21)  Yeranschaulichung  des  Trägheitsmomentes  durch  ab- 
geschrägte Körper. 

Man  denke  sich  durch  AB  eine  unter  45®  gegen  die  Zeichnungs- 
ebene geneigte  Ebene  gelegt,  welche  die  über  der  Fläche  F  zu 
errichtende   senkrechte   Säule   schräg   abschneidet.     In  Figur  30   ist 
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dies  für  eine  beliebig  gestaltete  Fläche  dargestellt.  Über  jedem 
schmalen  Parallelstreifen  f  steht  dann  eine  Säule,  deren  Höhe  h  gleich 
der  Entfernung  e  von  der  Achse  AB  ist.  Ihr  Inhalt  ist  durch  fh 
und  zugleich  durch  fe  bestimmt,  also  gleich  dem  statischen  Momente 
des  Streifens  in  Bezug  auf  AB.  Da  dies  von  allen  Streifen  gilt, 
so  folgt,  dafs  die  Malszahl  für  den  Inhalt  des  abgeschrägten  Körpers 

ebenso    grofs   ist,    wie   die 
^fif-  80.  fQj.    ^    statische  Moment 

der  Fläche  in  Bezug  auf 
ABy  also,  abgekürzt  aus- 
gedrückt: Eörperinhalt 
gleich  Flächenmoment. 
Jede  der  kleinen  Säulen  hat 
in  Bezug  auf  AB  ebenfalls 
ein  statisches  Moment,  wel- 
ches gleich  dem  Produkte 
aus  dem  Inhalte  /%  und  der 
Entfernung  e  ist,  also  gleich 
fj%e  =  fe^.  Ebenso  grols 
ist  aber  auch  da«  Trägheits- 
moment des  Streifens  in 
Bezug  auf  AB,  Dies  gilt 
von  allen  Säulen  und  Streifen.  Die  Ma&zahl  für  das  Trägheitsmoment 
der  Grundfläche  stinmit  also  überein  mit  der  Mafszahl  für  das  statische 
Moment  des  abgeschrägten  Körpers  in  Bezug  auf  ABy  oder  kurz  aus- 
gedrückt: 

Statisches  Moment  des  Körpers  in  Bezug  auf  AB  gleich 
dem  Trägheitsmoment  der  Grundfläche  in  Bezug  auf  AB. 

Diese  einfache  Yorstellungsweise  er- 
möglicht es,  die  Berechnung  der  Träg- 
heitsmomente für  einige  Flächen  durch- 
-^      zuführen. 

22)  Aufgabe.  Ein  Rechteck  habe 
die  Seiten  h  und  A,  sein  Träg- 
heitsmoment in  Bezug  auf  eine  der 
Seiten  6  soll  berechnet  werden. 

Anflöaxuig.       AB  CD     sei     das 
Rechteck     mit    Seite    AB  =  h    und 
AD  =  h.      Über    ihm    ist    das    ent- 
sprechende Körperdiagramm  gezeichnet, 
dessen  Höhe  h  ist.    Nach  bekanntem  Dreieckssatze  liegt  der  Schwer- 
punkt S  so,  dafs  ES  =  \EHy  folgHch  auch  EG--:-\EF^\h  ist. 


Fig.  81. 


Die  einfachsten  Trägheitsmomente  ebener  Flächen. 
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Der  Korperinhalt  ist  J=(bJi)-^  =  —- 


Das  statische  Moment  des 


Körpers  in  Bezug  auf  AB  ist  also  M=  (~h)  •  J=  jh  —  = 
Ebenso  grofs  ist  das  gesuchte  Trägheitsmoment.     Also 


6Ä» 

3 


Ä* 


Fig.  89. 


Man  kann  auch  schreiben  T=  6ä  •  —  =  F^,  wo  F  die  Rechtecks- 
flache  bedeutet. 

23)  Yeranschaulichung  des  Trägheitsmomentes  durch 
parabolisch  begrenzte  Korper. 

Man  denke  sich  dasselbe  Rechteck,  wie  vorher,  jedoch  stehe 
über  jedem  Streifen  eine  Säule  von  der  Hohe  s*.  Ihr  Inhalt  ist  fjs^y 
also  ebenso  grolB,  wie  das  Trägheits- 
moment des  Streifens  in  Bezug  auf  AB. 
Der  Inhalt  dieses  Korpers  stimmt  also 
überein  mit  dem  Trägheitsmomente  der 
Grundfläche,  er  muij9  also  nach  3)  gleich 

-^  sein,  d.  h.  gleich  dem  dritten  Teile 

des  über  der  Fläche  stehenden  Recht- 
eckskorpers. 

Man  bezeichnet  die  Gurven  AK 
bezw.  BL  als  Parabeln.  Die  ge- 
krümmte Fläche  ist  die  eines  para- 
bolischen Gylinders  mit  ^.DJ^oder 
BCL  als  Grundfläche.     Man  hat  hier 

den  Satz  gefanden,  dab  die  Parabel  den  dritten  Teil  vom  zugehörigen 
Rechteck  abschneidet. 

Denkt  man  sich  in  der  Grundebene  eine  beliebige  Fläche  und 
errichtet  man  über  ihr  eine  bis  zur  parabolischen  Fläche  reichende 
Säule,  so  ist  der  Inhalt  der  letzteren  identisch  mit  dem  Trägheits- 
momente der  Grundfläche  in  Bezug  auf  die  Berührungslinie  AB. 

24)  Aufgabe.  Das  Trägheitsmoment  des  Rechtecks  in 
Bezug  auf  eine  Mittellinie  zu  finden. 

AuflÖBiing.  In  Figur  33  sei  AB  CD  das  Rechteck  mit  der  als 
Achse    angenommenen    Mittellinie    KL.     Rechts    befindet    sich    der 

parabolische  Körper  von  der  Höhe  (-)  =  -r  •     Da  /"  •  ( —  ^)*  =  /*  •  ä?* 

ist,  80  hat  man  links  denselben  Körper  zu  errichten.    Vom  Rechtecks- 

bh* 
korper^   dessen  Inhalt   —   ist,   wird  nach  Obigem   durch  die  para- 
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bolische  Fläche  y  weggeschnitten,  es  bleibt  also  stehen 
Das  gesuchte  Trägheitsmoment  ist  also  T  = 


1^ 

3     4 


12 


12 


Flg.  38. 


Fig.  84. 


25)  Bemerkung.  Die  frühere  Yeranschaulichungsmethode  macht^ 
wenn  die  angenommene  Achse  die  Fläche  schneidet,  einige  Vorsicht 
nötig.  Aus  f'  ( —  ;Ef)  =  —  f  •  z  folgt  nämlich,  dals  die  Darstellung 
des  statischen  Momentes  durch  den  abgeschrägten  Körper  auch  auf 
negative  Lote  fährt,  so  dab  ein  Teil  des  Diagrammkörpers  unter  die 
Grundfläche  zu  liegen  kommt.  Dort  ist  dann  die  Schwerkraft  als 
negativ  aufzufassen,  damit  f  •  z^  und  f{ —  z)  •  ( —  z)  Momente  geben, 
die  zu  addieren  sind,  wie  es  das  Trägheitsmoment  verlangt.  Die 
parabolische  Yeranschaulichung  ist  daher  im  allgemeinen  vorzuziehen. 

26)  Bemerkung.     Neben  M  =  ^fz  und   T^^fz^    könnte 

man   noch   andere  Momente,   wie  ^^  />*,  ^  />*  u.  s.  w.  betrachten. 

Dies  soll  vorläufig  nicht  geschehen.  Jedoch  sei  darauf  aufinerksam 
gemacht,  dafs  man,  je  nach  dem  Exponenten  von  z,  von  Momenten 
!*•',  2**',  3**'  u.  s.  w.  Ordnung  sprechen  kann. 

27)  Satz  über  die  Parallelversohiebung.  Ist  das  Trägheits- 
moment einer  Fläche  F  in  Bezug  auf  eine  Schwerpunktsachse 
gleich  T,  so  ist  es  in  Bezug  auf  eine  parallele,  um  e  von 
ihr  entfernte  Achse  derselben  Ebene  T^^T-j-e*!^. 

Beweis.  Wird  die  Achse  von  AB  nach  Ä^^B^^  verschoben,  so 
wird  der  Abstand  z  eines  Parallelstreifens  in  z  -}-  e  verwandelt, 
und  aus  f  •  z*   wird  f(z  +  ey  =  />*  +  /'c*  +  2fze.     Demnach   geht 

^yjfgt^^yjf  ^  2e^fe.    Der  erste  Posten  ist  das  alte  Triig- 


I 


Die  emfacliBteii  Trägheitsmomente  ebener  Flächen. 
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Fig.  86. 


heitsmoment  T,   der   zweite   ist   identiscli  mit   e^Fy   der  dritte  ver- 

scliwindet^  denn  ^  f^  ist  das  statische  Moment  der  Fläche  in  Bezug 

auf  die  Schwerpunktsachse  AB,  also 
gleich  0  \F  ==:  0.  Man  hat  also  in 
der  That  T^^T+e^F. 

Ob  man  um  -f"  ^  oder  —  e  ver- 
schiebt^ ist  gleichgültige  stets  tritt 
eine  Zunahme  um  e'F  ein. 

Das  Trägheitsmoment  einer 
Fläche  inBezug  auf  eineSchwer- 
punktsachse   ist   demnach  stets 

kleiner^  als  in  Bezug  auf  jede  zu  dieser  parallele  Achse. 
Je  grolser  man  die  Verschiebung  e  macht^  um  so  gröfser  wird  das 
Trägheitsmoment. 

Man  hat  nur  noch  nötige  die  Trägheitsmomente  in  Bezug  auf 
Schwerpunktsachsen  zu  untersuchen  ^  da  sie  sich  für  alle  andern 
nach  dem  gefundenen  Satze  leicht  ableiten  lassen. 

Auch  an  den  beiden  Diagrammkörpem  lafist  sich  der  Satz  leicht 
beweisen.  Aus  ihm  lassen  sich  Sätze  über  parabolisch  begrenzte 
Korper  ableiten. 


T  = 


28)  BeiBpieL    Für  das  Rechteck  war  in  Bezug  auf  die  Mittellinie 
Verschiebt   man   die   Achse   um    e  =  — ,   so  erhält  man 


6Ä« 

12 


früheren  Resultate  überein. 


Dies    stimmt    mit    dem 


Fig.  86. 


29)  Anfisabe.  Das  Trägheitsmoment  eines  rechtwinkligen 
Dreiecks  mit  den  Katheten  b  und  h  in  Bezug  auf  die  zu  b 
parallele  Schwerpunkts- 
achse zu  finden. 

Anflösnng.  Für  das  Recht-      | 
eck  ist  in  Bezug  auf  die  Achse  KL      I 

dasTriigheitsmoinentT^^.     ^1 

Für   das  Dreieck  ÄBD  ist  es      I 
in  Bezug  auf  KL  halb  so  grofs^ 
wie    man    am    Diagonalschnitt 
des  Diagrammkörpers  (Fig.  33) 

TL  JLg 

erkennt,  also  gleich  -rj--     Bei   der  Verschiebung  nach  dem  Schwer- 


Fig.  87. 
K  / 

p/  > 

< 
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punkte  hin,  d.  h.  um  die  Strecke  -^  y 

86     2  72 


yermindert  eicli  der  Werth  um 

In  Bezug  auf  PQ  erhalt  man  demnach 
^       ftÄ»       6Ä«       6Ä» 
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72 


86 


Fig.  88. 


30)  Bemerkung.  Ist  2\  das  Trägheitsmoment  einer  Fläche  in 
Bezug  auf  eine  vom  Schwerpimkte  um  e^  entfernte  Achse,  und  will 
man  T^  fQr  eine  um  e^  von  ihm  entfernte  Achse  bestimmen,  so  hat 

man    zunächst   für   die   Schwerpunktsachse    T  =  T^  —  ^^F^    sodann 
Tg  =  jP  +  e^F  zu  bilden,  man  erhalt  also 

T,^T,-  e\F-\-  e\F^  T,  +  (e\  -  e^^F. 

31)  Bemerkung.  Verschiebt  man  einen  Parallelstreifen  f  parallel 
zur  Achse,  so  bleibt  die  Entfernung  ;?,  folglich  auch  das  Trägheits- 
moment/"jer^  ungeändert.  Dem- 
nach haben  Rechteck  und 
Parallelogramm  von  gleicher 
Grundlinie  und  gleicher  Hohe 
in  Bezug  auf  die  in  ihrer 
Richtung  bleibende  Mittel- 
linie      dasselbe       Trägheits- 

moment   —-     Dasselbe    gilt 

von  der  krummlinig  begrenzten 
Fläche  der  Fig.  38. 

Dasselbe  gilt  von  den  in 
Fig.  39  dargestellten  „Drei- 
ecken'^  Für  die  angedeutete 
Schwerpunktsachse  haben 
sämtliche       das       Tiügheits- 

moment  r=\^'. 

OD 

Überhaupt  kann  man,  dem 
Satze  des  Oavalieri  entsprechend,  folgenden  Satz  aussprechen: 

Haben  zwei  ebene  Flächen  in  gleichen  Höhen  gleiche 
Querschnitte,  so  stimmen  ihre  Trägheitsmomente  für  gleich 
hoch  liegende  Achsen  überein. 

32)  Aufgabe.-  Ein  gleichschenkliges  Dreieck  habe  die  Basis  h 
und  die  Höhe  h.  Wie  grofs  ist  sein  Trägheitsmoment  für  die  Basis 
CDj  wie  grofs  für  die  Parallele  zur  Basis  durch  die  Spitze,  also  für 
EF,  wie  grofs  für  die  Mittellinie  KLf 


lig.  89. 


Die  einfachsten  Trägheitsmomente  ebener  Flächen. 
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Anflösnng.    Für  CD  erMlt  man 

1  36   "f"  U/     2  36     '     ^<» 


18 


12 


Für  JEi?'  wird 


«  36  ■*"  \  3  /     2    ~   36   "•"      9 


6Ä» 


Für  KL  giebt  Dreieck  ä:DL  (ähnlich  wie 
bei  T,)  den  Wert  41^  =  ^. 


Dreieck  KLC 


c 

Fig.  ^ 

U). 

D 

a\ 

/  B 

s         \ 

1         V 

L 

giebt   ebenso   viel,    also   wird   für   das   ganze  Dreieck  T^  = 
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33)  Begriff  des  polaren  Trägheitsmomentes. 

Man  denke  sich  jedes  Teilchen  f  einer  Fläche  mit  dem  Quadrate 
des   Abstandes    q    yon    einem   festen 
Punkte    multipliziert,    dann    ist    das  ^^  Ei- 

produkt f(f^  das  polare  Trägheits- 
moment jedes  Teüchens  in  Bezug 
auf  den  festen  Punkt.  Das  polare 
Trägheitsmoment  Tp  der  Gesamt- 
fläche wird  also  definiert  durch 
die  Gleichung 

34)  BatB.  Das  polare  Träg- 
heitsmoment in  Bezug  auf  einen 
Punkt  ist  gleich  der  Summe 
zweier     axialen    in     Bezug     auf 

Achsen,    die    sich   in    dem   Punkte    rechtwinklig    schneiden. 

Beweis.     In  Fig.  41    ist   (>*  =  a?*  +  y*,   folglich   gilt   für  jedes 

Teilchen  f  die  Gleichimg  fg^  =  fa?  -f-  fy^j  also  für  die  Gesamtfläche 

35)  Bemerkung.     Auch    von    dem    polaren    Trägheitsmomente 

gilt  der  Verschiebungssatz  T'  =  T^  -}-  e^F.    Ist  nämlich  T^  das  polare 

Moment  für  den  Schwerpunkt,  so  ist  dies  gleich  dem  axialen  in 
Bezug  auf  die  Yerschiebungslinie  e  als  Achse,  yermehrt  um  das 
Moment  in  Bezug  auf  die  dazu  senkrechte  Schwerpunktsachse.  Bei 
der  Verschiebung  ändert  sich  nur  das  letztere  um  e^R 
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Fig.  42. 


36)   Bemerkung.     Die   Summe    der    axialen   Trägheitsmomente 
einer  Fläche  in  Bezug  auf  die  Schenkel  eines  rechten  Winkels  bleibt 

ungeandert^  wenn  sich  dieser  in  der  Ebene  um  den 
Mittelpunkt  dreht.  Die  Summe  ist  nämlich  stets  gleich 
dem  polaren  Trägheitsmomente  in  Bezug  auf  den 
Drehungspunkt. 

37)  Aufgabe.  Wie  grofs  ist  das  polare  Träg- 
heitsmoment des  Rechtecks  in  Bezug  auf  den 
Schwerpunkt? 

Auflösung.    In  Bezug  auf  die  eine  Mittellinie  hat 

man  2\  =  -^,   in   Bezug  auf  die   andere  T^  =  -r^- 


12 

Demnach  ist 
2',  =  T,  +  T,-=^  +  *^' 


12      '      12  12 

wo  d  die  Diagonale^  F  die  Fläche  bedeutet. 


=^(j^'  +  i*)=S^-^^' 


12 


Fig.  48. 


38)  Aufgabe.  Wie  grofs  ist  das  polare 
Trägheitsmoment  eines  gleichschenkligen 
Dreiecks  mit  Basis  b  und  Höhe  h  für  den 
Schwerpunkt  und  für  die  Spitze? 

Auflösung.  Für  den  Schwerpunkt  ist 
nach  10)  und  13) 

Addiert  man  dazu  (jh)  -g-  oder  |- 6  ä*,  so  erhält 
man  für  die  Spitze 


39)  Aufgabe.    Wie  grofs  ist  das  polare  Trägheitsmoment 
des  regelmäfsigen  n-Ecks   mit  umfang  u  in  Bezug  auf  den 

Schwerpunkt? 
^*  ^'  Auflösung.    Für  jedes  Dreieck  ist  in  Bezug 

auf  die  Spitze  M  nach  19) 

Tp  =  '^  (12q'  +  6«), 


wo 


9  = 


(D 


2 


b        .  180«    .  . 

—  cot ist. 

2  n 


1 


Die  einfachsten  Trägheitsmomente  ebener  Flächen. 
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Fülirt  man  u  =  nb  ein^  so  ergiebt  sich  für  die  Gesamtfläche 


n  —  Q 


=f-  — 5-  ('2»'  +  S)  -  's  <$  +  '2»') . 

40)  Folgerungen  für  den  Kreis.  Nimmt  man  im  letzten 
Resultate  n  unendlich  grofs  an,  so  wird  — ^  =  0,  und  das  Polygon 
wird  zum  Kreise  mit  Umfang 

u  =  2p«. 

Das  polare  Trägheitsmoment  des  Kreises  ist  also  in  Be- 
zug auf  den  Mittelpunkt 

WO  e2  den  Durchmesser  bedeutet. 

Für  den  concentrischen  Kreisring  mit  r  und  r^  bezw.  d 
und  d^  erhält  man  durch  Subtraktion 


T  = 

''  32 


«<ft 


82 


r-SK-<)-J(''-';) 


Das  axiale  Trägheitsmoment  des  Kreises  ist  halb  so  grofs, 
als  das  polare,  denn  Tp  =  Ti~\-T^y  oder,  da  die  beiden  letzten 
übereinstimmen,  Tp  =  22\.  Demnach  ist  für  den  Kreis  mit  Radius  r 
und  Durchmesser  d 


r*yc 


d*n 
64 


für  den  concentrischen  Kreisring 

3-J(/-r;)-ä(/-<) 


41)  Aufgabe.  Die  Trägheits- 
momente einer  Ellipse  mit  den 
Halbachsen  a  und  b  zu  be- 
rechnen. 

Auflösung.  Für  den  Kreis  mit 
Radius    b    ist    in    Bezug    auf    AB 


Fig.  46. 


T  = 


nh' 


Für   die  Ellipse  ist  jede 


a 


Querlinie  ^  mal  so  grofs,  wie  die  ent- 
sprechende des  Kreises.    Folglich  ist  für  die  Ellipse  in  Bezug  auf  AB 

Holsmüller,  Ingenieur  -  Mathematik.   I.  3 
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Flg.  46. 


Für  den  Exeis  mit  Radius  a  ist 
in  Bezug  auf  CD  das  Trägheits- 
moment T  =  ^  •     Für  die  Ellipse 

ist  jede  Querlinie  das  — fache  von  der 

entsprechenden  des  KJreises.    Für  die 
Ellipse  ist  also  in  Bezug  auf  CD 

7ca*  h        na^b 


T  = 


^p  =  —A-  -r  -7- 


4     a  4 

Das  Polarmoment  der  Ellipse  ist 

=^  («*  +  &*)  =  ?(«*  +  &*)• 


42)  Veranschaulichung  des  polaren  Trägheitsmomentes. 

Fig.  47  stellt  eine  Kreisfläche  dar,  über  der  ein  Cylinder  von  der 
Höhe  r^  errichtet  ist.  Über  jedem  Flächenteilchen  f  in  der  Entfernung  q 
vom  Mittelpunkte  denke  man  sich  eine  Säule  von  der  Höhe  q^  errichtet, 
so  dafs  der  Säuleninhalt  fg^  ist.  Dann  liegen  die  Endpunkte  der  Lote 
in  einer  Fläche,  die  man  als  Drehungsparaboloid  bezeichnet.    Der 

Inhalt  des  Aufsenkörpers  ist  gleich^  fg^,  stimmt  also  mit  dem  Trag- 

heitsmomente  überein,  d.  h.  er  ist  gleich  — - ,  d.  h.  gleich  der  Hälfte  des 
Cylinders. 


Flg.  47. 


Fig.  48. 


In  ähnlicher  Weise  ist  in  Fig.  48  das  polare  Trägheitsmoment 
eines  Quadrates  veranschaulicht.  Aus  dem  Aulsenraume  des  Drehungs- 
paraboloids  ist  der  entsprechende  quadratische  Cylinder  ausgeschnitten. 
Der  Aufsenkörper  ist  vom  Inhalte 


T  = 
j.p  — 


bh 


bb'- 


12   "•     12  6 


Die  einfachBten  Trägheitsmomente  ebener  Flächen. 
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0 

also^    da    das   Prisma  den  Inhalt  —  hat^  gleich  dem  dritten  Teile  des 
Prismas*). 

In  entsprechender  Weise  läfst  sich  das  polare  Trägheitsmoment 
jeder  Fläche  durch  einen  Diagrammkörper  veranschaulichen.  Kennt 
man  die  polaren  Trägheitsmomente,  so  kann  man  Sätze  über  den  Inhalt 
von  Körpern  aussprechen^  die  in  solcher  Weise  parabolisch  begrenzt 
sind.  Ist  die  Parabel  von  der  Form  y  =  q^,  so  ist  der  Inhalt  der 
parabolisch  begrenzten  Säule  gleich  dem  polaren  Trägheitsmomente  Tp 
in  Bezug  auf  den  Berührungspunkt  der  parabolischen  Fläche.  Ist  sie 
von  der  Form  y  =  aQ^,  so  der  Inhalt  gleich  aTp, 

43)  Zusammenhang  des  polaren  Trägheitsmomentes  mit 
den  Trägheitsmomenten  der  Dynamik.  In  der  Dynamik  handelt 
es  sich  nicht  um  Flächenteilchen,  sondern  imi  Massenteilchen.  An 
Stelle  der  fjs^  imd  fQ^  treten  Gröfsen  mz^  bezw.  niQ^j  an  Stelle  der 
Gesamtfläche  tritt  eine  Gesamtmasse. 


So  war  z.  B.  für  den  Kreis  das  polare  Trägheitsmoment  Tp  = 


(r^ff)  —  =  1^  ^^  •    Setzt  man  an  Stelle  von  F  die  Masse  m,  mit  der  die 

r* 
Fläche  homogen  belegt  zu  denken  ist,  so  ergiebt  sich  T  =  m  -  als  das 

dynamische   Trägheitsmoment    einer   Kreisscheibe    von    der 
Masse  m  in  Bezug  auf  das  Lot  im  Mittelpunkte. 

Für  das  Rechteck  mit  der  Diagonale  d  war  das  polare  Trägheits- 

moment  T.  =  6ä  ^^r  =  J?'— •     Demnach   ist   m--  das  dynamische 

*'  12  12  12  *' 


Fig.  49. 


Fig.  50. 


Fig.  51. 


Trägheitsmoment  einer  Rechteckscheibe  in  Bezug  auf  das  Lot 
im  Mittelpunkte  der  Bechtecksfläche. 

*)  Man  denke  sich  ein  Gefäfs  von  quadratischem  Querschnitt  auf  der 
Centrifngalmaschine  in  Drehung  versetzt,  so  dafs  die  Wasseroberfläche  sich  para- 
bolisch einstellt.  Ist  das  Gefäfs  zum  3*01»  Teile  gefüllt,  so  nimmt  der  Trichter 
in  dem  Momente,  wo  er  den  Boden  berührt,  die  oben  gezeichnete  Gestalt  an. 


.«     I     -2 
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Für  einen  concentrischen  Kreisring  war 

Demnach  ist  für  den  entsprechenden  scheibenförmigen  Ringkörper  äas 

»•'  +  *•! 

dynamische  Trägheitsmoment  gleich  m  — 

Das  mathematische  Trägheitsmoment  I  verhält  sich  also  zum  dyna- 
mischen T'  wie  die  Fläche  F  zur  Masse  m.    Ganz  allgemein  folgt  aus 

T:r=F:m, 
dafs 

^  =  -F' 

44)  Einige  Anwendungen.  In  der  Mechanik  wird  gezeigt, 
dafs  das  Trägheitsmoment  bei  beschleunigten  Drehungsbewegungen 
dieselbe  Rolle  spielt,  wie  die  träge  Masse  m  bei  beschleunigten 
geradlinigen  Bewegungen.     Bei  den  letzteren  ist  die  Beschleunigung 

g  =  —  ^  wo  p  die  Triebkraft,  m  die  zu  bewegende  Masse  ist.    Ebenso 

ist  bei  Drehungen  die  am  Radius  1  zu  messende  Winkelbeschleunigung 

pr        M 

wo  pr  =^  M  das  statische  Moment  der  Triebkraft,  T'  das  dynamische 
Trägheitsmoment  der  zu  drehenden  Masse  ist.     Die  Arbeits wucht 

(Energie)   der  geradlinig  bewegten  Masse  ist  dort  »»  — ,  wo  v  die 

Geschwindigkeit   bedeutet.     Bei   drehenden  Körpern   dagegen  ist  sie 

E  =  T  -T-y  wo  %•  die  am  Radius  1  gemessene  Winkelgeschwindigkeit 

bedeutet. 

Die  Formel  für  die  Schwingungsdauer  des  mathematischen 

Pendels  ist  t  =  ny--     Um  die  Formel  für  das  physische  Pendel 

T 
zu  finden,  hat  man  für  l  den  Ausdruck  -^  einzusetzen,   wo   T  das 

Trägheitsmoment,  M  das  statische  Moment  des  Pendels  in  Bezug  auf 
die  Schwerpunktsachse  bedeutet.  Man  bezeichnet  dieses  l  als  die 
reduzierte  Pendellänge. 

Erhält  ein  freischwebender  Körper  einen  excentrischen 
Stofs,  so  ist  im  Anfange  die  Bewegung  identisch  mit  der  Drehung 
um  eine  Achse,  die  von  der  Richtungslinie  des  Stofses  die  Entfernung 

T 
-jr=r  hat.    Daraus  berechnet  man  das  Mafs  der  fortschreitenden  Bewegung 

des  Schwerpunktes  und  der  drehenden  nach  dem  Stofse. 
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45)  Zusammenhang  des  axialen  Trägheitsmomentes  mit 
Problemen  der  Mechanik.  Auch  das  axiale  Trägheitsmoment  einer 
Fläche  kann  mit  dem  dynamischen  in  die  besprochenen  Beziehungen 
gesetzt  werden,  nur  ist  dabei  die  Scheibe  unendlich  dünn  zu  denken^ 
d.  h.  die  Fläche  selbst  ist  mit  hypothetischer  Massenbelegung  zu  ver- 

sehen.     Auch  dann  gelten  die  Formeln  y  =  -  ^  E  =  — r— ,  Z  =  ^  . 

Die  Drehung  geschieht  dabei  stets  um  eine  in  der  Ebene  liegende  Achse. 

Von  Bedeutung   ist   noch   eine   hydrostatische  Anwendung. 

Die  Resultante  des  Wasserdrucks  gegen  eine  senkrechte  Seitenwand 

li^  in  der  Tiefe  ^  =  jf  y  wo  T  das  Trägheitsmoment  der  Fläche, 

M  ihr  statisches  Moment  in  Bezug  auf  die  Schnittlinie  mit  der  Wasser- 
oberfläche ist.     Ähnliches  gilt  Yon  schrägliegenden  Druckflächen. 

Die  wichtigste  Anwendung  des  axialen  Trägheitsmomentes  ebener 
Flächen  geschieht  aber  in  der  Festigkeitslehre.  So  ist  z.  B.  die 
Tragfähigkeit  eines  Freiträgers  von  Länge  l  und  von  rechteckigem 
Querschnitt  mit  Grundlinie  h  Und  Höhe  h 


p  — 

ST 

5Ä' 
*12 

Shh* 

4 

7^^ 

6/    ' 

*2 

wo  S  die  zulässige  Spannung  für  die  Flächeneinheit  bedeutet. 
Die  allgemeine  Formel  lautet 

-p_ST 

wo  a  den  Abstand  der  äufsersten  Randfaser  von  der  durch  den  Schwer- 
punkt des  Querschnittes  gelegten  horizontalen  Biegungsachse  bedeutet. 

Den  Ausdruck  —  bezeichnet  man  als  Widerstandsmoment  W  (oder 

auch  als  Querschnittsmodul  Z),     Es  ist  z.  B.  für  das  Rechteck 

W  =  -j-  =  -g-,  für  den  Kreis  ist  W=  —ir-  =  -^ ,  für  den  Kreisring 
i  2 

d  32rf 

2 

entsprechender  Bedeutung. 


W=- — ^ =  -i-_-M.     Für  die  Strebfestigkeit  ist   W  von 


46)  Zusammenhang  des  polaren  Trägheitsmomentes  mit 
der  Festigkeitslehre. 

Ist   Pü   das   eine   Triebwtlle   verdrehende   Moment,   so   ist   die 
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Gleichge Wichtsgleichung  der  Festigkeitslehre  PR  =  S  Wp,  wo  S  die 

T 
zulässige  Schubspannung  für  die  Flächeneinheit,  Wp  den  Ausdruck  — , 

das  polare  Widerstandsmoment,  bedeutet.     Für  den  Kreis  z.  B.  ist 

7t  d* 


für  das  Quadrat 


Tr.  =  ^;=  =  -^  = 


^n      eVI      «1^ 

Dafs  auch  die  Verdrehung  der  Welle  von  Wp  abhängig  ist,  soll  unten 
angedeutet  werden.  n 

Bemerkuiig.  Diese  Bedeutung  für  die  Festigkeitslehre  allein 
würde  hinreichen,  das  Studium  der  betrachteten  Momente  als  besonders 
wichtig  erscheinen  zu  lassen.  Sie  sind  aber  auch  unentbehrlich  für 
gewisse  mathematische  Berechnungen,  die  wiederum  für  die  Mechanik 
von  Wichtigkeit  sind.  Auch  dafür  sollen  einige  Beispiele  gegeben 
werden.  Es  wird  sich  besonders  um  abgeschrägte  Säulen  und  um 
Drehungskörper  handeln. 

47)  Aufgabe.  Den  Schwerpunkt  eines  Cylinderhufs  zu 
bestimmen. 

Auflösung.  Ist  die  Schrägfläche  unter  45^  geneigt,  so  ist  das 
statische  Moment   des  Körpers   in  Bezug  auf  die   durch  Ä  gehende 

Schnittlinie  der  beiden  Ebenen  gleich  dem 
^'ig-  52  Trägheitsmomente  der  Grundfläche  in  Bezug 

auf  diese  Achse;  d.  h. 


r*jt 


Der  Inhalt  des  Körpers  aber  ist  gleich  dem 
statischen  Momente  der  Grundfläche  in  Bezug 
auf  jene  Achse,  d.  h. 

Ist  nun  D  die  Projektion  des  Körperschwerpunktes  S,  sq  ist  das 
statische  Moment  des  Körpers  in  Bezug  auf  die  Schnittlinie  zugleich 
AB  •  J  oder  AD  •  M,  also  ist,  wenn  AD  =  e  gesetzt  wird,  e  -  M=  T^ 
folglich 

T 


'=M  = 


5       4 

—  r  7C 

4  .5 

— — K-  =  —  f, 
r^Tt  * 


Die  einfachsten  Trägheitsmomente  ebener  Flächen. 
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In  dieser  Entfernung  ist  ein  Lot  DE  zu  errichten,  in  dessen  Halbie- 
rungspunkte der  Körperschwerpunkt  liegt. 

Ist  die  Schrägebene  nicht  unter  45®,  sondern  unter  einem  be- 
liebigen Winkel  a  geneigt,  so  ist  der  Körperinhalt  «7=  Jf-tana, 
sein  statisches  Moment  also   7 -tan  a.     Die  Entfernung  ÄD  wird 


e  = 


rtan« 
Misma 


wie  vorher. 


JL 

48)  Folgerung.      Die   Formel   ^  =  -j^   för   di©   Entfernung   der 

Schwerpunktsprojektion  gilt  in  derselben  Weise  für  jeden  abge- 
schrägten Körper.  Für  regelmäfsige  und  symmetrische  Gnmd- 
flächen  ist  so  der  Schwerpunkt  des  abgeschrägten  Körpers  leicht  zu 
bestimmen.  Bei  beliebig  gestalteten  Hächen  mufs  für  die  Lage  von  D 
noch  eine  zweite  Koordinate  bestimmt  werden,  was  mit  Hülfe  der 
später  zu  besprechenden  Centrifugalmomente  geschieht. 

Aber  nicht  nur  für  abgeschrägte  Körper  gilt  diese  Bestimmung, 
sondern,  wie  gezeigt  werden  soll,  mit  entsprechender  Änderung  auch 
für  Sektoren  von  Drehungskörpern. 


49)  Aufgabe.  Wo  liegt  der  Schwerpunkt  des  in  Figur  53 
dargestellten  halben  Drehungskörpers  mit  kreisförmigem 
Querschnitt? 

Auflösung.  Jeder  kleine  Sektor  ACDE  läfst  sich  als  ab- 
geschrägter Cylinder  betrachten. 

Sind  r  und  q  die  Radien,   so  ^**  ^' 

hat  die  Schwerlinie   KL  eine 
Entfernung  e  von  Jtf,  die  sich  aus 


T 

4 

+  (?' 

'n 

r» 

M 

9'  + 

4r« 

r 

4r 

berechnet.  Auf  dem  mit  diesem 

Radius  e  um  M  geschlagenen 

Kreise  liegen  die  Schwerpunkte  der  sämtlichen  kleinen  Sektoren.    Der 

Schwerpunkt  des  Körpers  fällt  also  mit  dem  dieses  Halbkreisbogens 

zusammen.     Demnach  ist  (vgl.  Nr.  9) 


2  p*  +  4r*  _  c*  -f  4r» 
Ä         4r  '^rit 
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Wichtiger  ist  das  allgemeine  Resultat,  dafs  für  halbe  Rotations- 
körper von  beliebigem  Hauptschnitt 

n  M 

die  Entfernung  des  Schwerpunktes  vom  Centrum  ist. 

In  diesem  Punkte  ist  die  Masse  des  halben  Rotationskörpers  ver- 
einigt zu  denken,  wenn  man  berechnen  will,  durch  welche  Centrifiigal- 
kraft  die  eine  Hälfte  des  ganzen  Körpers  von  der  andern  abgerissen 
werden  soll,  sobald  er  schnell  um  seine  Hauptachse  dreht. 

Ist  %•  die  am  Einheitskreise  gemessene  Winkelgeschwindigkeit,  so 
ist  diese  Centrifugalkraft 

2   T 


n  M 

Hier  ist  m  =  -  =  — ^ ,  wenn  J  der  Inhalt,  p   das  specifische  6e- 

wicht  des  halben  Körpers  ist.  Nun  ist  aber  nach  Guldin  J= — - — 
und  das  Moment  M=  F -  r,  also  ist 

g      7t  Fr  g 

Zur  Kenntnis  der  Beanspruchung  eines  beliebig  gestalteten  Schwung- 
ringes durch  die  Centrifugalkraft  reicht  also  die  Kenntnis  des  Träg- 
heitsmomentes der  erzeugenden  Fläche,  der  Winkelgeschwindigkeit 
und  des  spezifischen  Gewichtes  p   aus. 

Der  vorher  behandelte  Körper  mit  kreisförmigem  Querschnitt  wird 
also  beansprucht  durch 

Für  die  Kugel  bestätigt  sich  das  bekannte  Resultat  —  — Auf- 
gaben solcher  Art  sind  von  Wichtigkeit  nicht  nur  für  die  Theorie 
der  Schwungräder,  sondern  auch  für  die  der  sogenannten  Centri- 
fugen,  bei  denen  nicht  nur  die  Centrifugalkraft  des  halben  Gefäfses, 
sondern  auch  der  gegen  die  Wände  geprefsten  Flüssigkeit  zu  berechnen 
ist.  Die  Gestalt  der  letzteren  kann  bei  grolsen  Geschwindigkeiten  als 
Rotationskörper  eines  Kreissegmentes  betrachtet  werden,  wenn  das 
Gefäfs  kugelförmig  begrenzt  ist. 

50)  Aufgabe.     Den  Schwerpunkt  eines  Meridiankeils  der 
Kugel  zu  bestimmen. 

Auflösung.     In  Bezug   auf  DE  ist   das   statische  Moment  der 


1    ^ 

''    A 

•Wj-. 
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Halbkreisfläche  jf  =  —  •  ^  =  -r*,  das  Trägheitsmoment  ist  T==  ^, 
folglich 

T^ "s"  3ä 

s 

Mit  diesem  Radius  e  ist  ein  Kreis- 
bogen Kit  zu  schlagen,  dessen  Schwer- 
punkt mit  dem  des  Körpers  übereinstimmt,     [i' ' .4lrl^k>^.i  ii 

Die  Schwerpunktsentfernung  AS  wird 

-^-,  wo  s  die  Sehne  Ä'L,  6  den  Bogen  ^ 

Jfi  bedeutet.  Ist  nun  der  Keilwinkel  gleich  a®,  so  ist  6  =  ö^TgQÖj  da- 
gegen die  Sehne  s  =  2e  sin  —  ,  also 

e  •  2  e  sin  —        360  «sin  —        860  •  8  irr  ein  — 

^fif  = ^ ^ 1 

tr  na  16  9va 

oder 

.   tt 
r  sin  — 

^S  =  i|? — \. 

Ist  z.  B.  a  =  180^,  so  wird  ^S  =  ^  •  ^^  =  |r,  was  mit  der 
bekannten  Entfernung  des  Halbkugelschwerpunktes  übereinstimmt. 


An  diesen  Beispielen  wird  man  erkennen,  von  welcher  Wichtig- 
keit es  ist,  Yon  beliebig  gestalteten  ebenen  Flächen  die  statischen 
Momente,  die  axialen  und  polaren  Trägheitsmomente,  die  Widerstands- 
momente und  die  Schwerpunktslagen  zu  bestimmen.  In  Nachstehen- 
dem sind  zunächst  einige  der  wichtigeren  Querschnittsformen  der 
Technik  in  diesem  Sinne  behandelt. 

Auf  jeden  dieser  Querschnitte  läfst  sich  ein  parabolisch  begrenzter 
Diagranmikörper  nach  Art  der  Figuren  32,  33,  47  und  48  aufsetzen, 
dessen  Inhalt  gleich  dem  axialen  oder  polaren  Trägheitsmomente  ist. 
Seine  korrekte  Konstruktion  bietet  eine  vortreffliche  Übung  des  räum- 
lichen Vorstellungsvermögens.  In  der  Abhandlung  des  Herrn  Bantlin, 
die  in  den  Vorbemerkungen  genannt  ist,  findet  man  eine  lehrreiche 
Sammlung  solcher  Zeichnungen. 


Abschnitt  III. 

Trägheitsmomente  für  die  wichtigeren  Querschnitts- 
formen des  Ban-  und  Maschinenwesens.*) 


A.   Die  Komente. 

51)  RedLtecksquersclinitt. 

T  ^^'         T    —  *'■'  T    frft'  _|_  '■'''  _  ''*  /li  _|_  .B\ 


wo  d  die  Di^onale,  F  die  Fläche  bedeutet. 
Widerstandamoment : 

W  —  -?L  =  ^       W  _  J"    _  ^' 

(1)    "    '  W 

Sonderfall  des  Quadrates: 


Quadrat  in  diagonaler  Stellung.    Figur  57. 
Jedes  der  Dreiecke  mit  Basis  AB  ^hy2   hat  die  Höhe  iK  7  , 
nach  Nr.  32  iat  also  für  jedes  in  Bezug  auf  die  Basis 

•)  In  dieaer  ZusammenatelluDg  werden  einige  schon  behandelte  Grundformen 
noch  einmal  dargestellt,  damit  nicht  scheinbare  Lücken  entstehen. 
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T  = 


_lV^bj/^_ 


12 


für  das  Quadrat  also 


12 


-^1  -^2  19?         ^1  '^2  ,  /V  1 


12 


^n 


12~ 


52)  Rechteckige  Gurtungen,  die  durch  Fachwerk  verbunden 
und  als  ein  einziger  Körper  zu  betrachten  sind. 

^1         12r  ^/'       ^1  _Ä         T  6Ä 

^^2 

Die  andern  Gröfsen  kommen  hier  nicht  in  Betracht. 


K 


Fig.  58. 


P  P  P     •    R    * 


*S' 


a* 


Fig.  50. 


'.-r. 


mt* 


v 


i  i 


.*»"  A 


*-i^ 


nfi    C<* 


^     rSt 


1« 


»C        V 


■t- 


53)  I- Träger  (Doppel -T- Querschnitt).     Figur  59. 

^1 12         ^      ^a—  12 

Tg   kommt  in  Frage,  wenn  der  Trager  als  Strebe  benutzt  wird. 


iir  -:^ Li       xir  ,^ 

»^1  —  ^^         ;       »^«  — 


66 


54)  Gurtungen  mit  T- Querschnitt.     Figur  60. 


T 


12 


Die  andern  Gröfsen  kommen  hier  nicht  in  Betracht. 


55)  -|--Eiseii  (Kreuz-Querechnitt).    Figur  61. 

_  6ft'  +  &|6'  _  i(h'  +  b,b')        _,  _  b{h'  +  b,  b') 


T,  —  T,. 


■r,- 

,  w  —''(>'  +  '■.'''' 


m 


-»!, 


Derselbe  Wert   für   3\   und   2"^    ergiebt   sich  ffir  die  Diagonal- 
stellung, nur  sind  dann  die  Widerstandsmomente  andere,  nämlich 


W  —  ^<^+A^  - 
■  ^*—       12  SD       ~ 


b[k'  +  \ d*)     _  b(h'+\ b*) 


56)  C-Eisen  (U-förmiger  Querschnitt),     Figur  62. 
Nach  Nr.  3}  ist 

Hg.  SL 

^•'^  2(2hfb~-fh^b^' 
Die  beiden  Momente  werden 


i;  =  I  [äc*  —  Ä^aJ  _  2A^aJ]  ■ 

Die  leicht  zu  bildenden  Widerstands- 
momente sollen  von  jetzt  ab  nicht  mehr 
angegeben  werden, 

57)  T-Träger  (einfacher  T- Querschnitt).     Figur  63. 
Nach  Nr.  2)  ist 

b^hl  +  b,h^(2\  +  h^ 

•  ^       i{b,h,  +  &,fc,) 
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Die  Momente  werden 


„ 

V-. 

ftl 

^^J 

^1 

' j 

i-1 

3%. 


1 


68)  T-Eisen  (gleichsclienkliges  Winkeleisen).     Fig.  64. 
Es  bandelt  sich  um  die  Differenz  zweier  Quadrate,  so  daiä  nach 

Nr.  3) 


,  also  in  Bezug  auf  beide  Schw 


"2(i'-i;)' 


In  Bezug  auf  AB  wird  T  = 
punktsachsen 

b*  —  b*         ,  ,  ,         , , 
T,-T, -_■_,.;  (6- _*■). 

59)  Diagonalstellung  des  T-Eisens.     Figur  65. 

Vom  Quadrat  AEBD  sind  drei  ^^  ^ 

Quadrate  abzuziehen,  wenn  man  das  , 

doppelt  gezeichnete  Winkeleisen  er- 
halten will.  In  Bezug  auf  AB 
ist   also 

(b  +  6,)*       b*       a  6j 


Für  das  einzelne  Winkeleisen  bleibt 
die  Hälfte  oder 

Nun   ist   aber  A  =  (i  -|-  Ä^)]' y    und 


Ai-' 


h'^  =  k  —  e,  y2.     Demnach  wird  für  die  horizontale  Schwerpunkts- 
acbse 

T^  =  ![(&  +  b^*  —  6j  —  2  6*]  —  ä;*  [b*  —  bl) . 

In  Bezug  auf  Achse  DE  giebt  das  doppelte  r-Eisen,  da 


ist, 


CF=(b,-\-b,)Yl 


(■fc-L  6  )*  _  6*  rt*  -] 


60)  T-Eisen.     Figur  66.    Nach  Nr.  3)  wird 

öjAj  +  6,kj  (2  Äj  -t-  6j)  +  fcjÄj  (2  A^  +  3  ftj  4-  fc,) 

T,  —  y  [6,*,"  +  ii.oj  —  ii.o]  —  »s«!] , 


^:l^J 


i      ff 


^ni: 


w 


"f 


t^ 


61)  T-Eisen,  ungleichsclienklig.     Figur  67. 
Nach  Nr.  3)  ist 


*.  — - 


"2(fc,A,  -(- 6,ft,)   "  "'      '■       2(6ifti  4- ft.A,)* 
T,  —  ;  \bX  -h  6,»'  —  6,4] . 
r,  _  ;[*?;  — '•,ej-|-*,ej]. 
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62)  Dreieck,  gleichschenkliges. 

In  Bezug  auf  die  Spitze  ist  infolge  der  Verschiebimg  um  jh 

r,_g(i2*'  +  6'). 

Fi«,  «9. 


63)  Trapez.     (Ännäheningsform  fQr  den  Hakenquerschnitt.) 
Nach  Nr.  4}  ist 

3(6.  +6,)  ■ 

In  Bezug  auf  AB  hat  man  durch  Parallelogramm  und  Dreieck 

Abzuziehen  ist  A^.F,  ho  dafs  man  erhält 

Daa  andere  Moment  wird 

■*»  12    ^''L  3G  ^1.2^^         6       /  2  aj 

hbl        h  (6»  —  6,)^        2  (2  6,  +  fc^)^  (b^  -  fi,)  A 
'12     '    ~     144  '  tu    ~       '    ~ 

A6>        A  (6.  —  ö.)  /      ,  »  ,  h    r  ■,  -  ^  -,-1 
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^•™'  64)  Trapezförmiger  T-Träger. 

Nach  Nr.  4)  ist 

1  h]  (öj  +  2  6,)  +  (2  h,  +  \)  3  6,Ä, 

-  L    In  Bezug  auf  j1£  giebt  daa  Trapez  wie 

vorher     -  (6^  -j"  36»),  also  in  Bezug  auf 
die  Schwerpunktsachse 

Das  Rechteck  giebt  -^  (a^  —  a^j ,  also  wird 

^.-5(».  +  '».)-»;H-'-+^K-»:). 

Das  andere  Moment  wird 

^.-'il+5['>;+'';».+''.»i+'':]- 

65)  RegelmäfBiges  n-Eck. 

Aus  dem  polaren  Tr^heitsmomente  des  gleichschenkligen  Drei- 
ecks ftlr  die  Spitze  folgt  für  Abs  regelmäfsige  n-Eck  mit  Seite  h 
und  Radius  q  des  einbeschriebenen  Kreises  das  polare  Trägheits- 
moment 

T,-^  (12 «.■  +  *■), 
Pi«.  Tl.  Fig.  It. 


folglich  sind  FQr  jede  SynmietrieBchee  (wie  später  gezeigt  wird  sogar 
für  jede  beliebige  Schwerpunktsachse)  die  Trägheitsmomente 


Trägheitsmomente  für  die  wichtigeren  Querschnittsformen  etc. 
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Dadurch  erhält  man  folgende  Reihe  von  axialen  Trägheitsmomenten, 
die  für  jede  Schwerpunktsachse  der  regelmäfsigen  Vielecke  gelten: 


h 

a}  regehnärsiges  Dreieck:    T  =  -    1/3  , 


bi 


Ol 


i\ 


\ 


y7 


77 


96 
12 
16 

i2 


Viereck:     T  = 
Sechseck:  T=*-^->/3, 
Achteck:    T  =  ^'-  (ll  +  8  )/2) , 


denn  hier  ist  p  =  -g  V»^ 

h 


V 


)? 


7} 


b 
2 

_  h 
f?       V    Q         2 


ff 


„   9  =  J(1+V2) 


So   könnte   man  fortfahren. 
Rechnung  folgendermafsen: 


Beim  Achteck  z.  B.  gestaltet  sich  die 


=  |^(l+l/2)[3(l  +  2  +  2y2)  +  l]  =  ^(l  +  l/2)(lO  +  6V2) 
=  ^^(l+y2)(5  +  3)/2)  =  ^*(5  +  r>l/2  +  3y2  +  6) 


=  f;(ll  +  8>/2). 


12 


Führt   man   in  die  Formel  des  n-Ecks  den  Umfang  w  =  ^   ein,   so 
geht  sie  über  in 


u 
n  -   Q 


66)  Kreisfläche.     Für  n  =  oo  folgt  aus  der  Formel   för   das 
r^ehnäfsige  n-Eck,  wenn  man  u  =  2  qtc  einsetzt, 


2QnQ 


Q*^ 


oder,  wenn  man  den 
Durchmesser  d  ein- 
führt. 


Fig.  78. 


Fig.  74. 


r  = 


64 


dagegen,  wie  in  Nr.42, 

r  =  — 


67;  Fläche  des  concentrischen  Kreisrings  (Hohlsäulo). 


Holsrnttller,  Ingeniear- Mathematik.   I. 
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(>8)  Fläche  des  Halbkreisea. 

Nach  Nr.  6)  ist  h,-=^,  in  Bezug  auf  AB  ist  nach  vorigem 
ng,  7..  Beispiele 

128  8 

Demnach  wird  für  EF 


oder 


r,_^  ?_A 


<''[i,g-^J-      (Abgerundet   r,_  0,11  r«.) 
Dagegen  igt   2*^  =  — ,  also 

fi9)  Flüche   dea  halben  concentrischen  Kreisrings  (Halb- 
säule). 


"('•-O' 


Nacli    Nr.   6)    ist    h,  — 
auFserdem  für  AB 

folglich 


70)  Querschnitt  der  Flögel- 
achse und  der  Säule  mit  Ver- 
stärkungsrippen. 

Die  Technik  betrachtet  die  Quer- 
schnitte der  Verstärkungarippen  an- 
genähert als  Recht«cke. 

Der  Kreis  giebt  ~wr,  die  senk- 
recht stehenden  Rechtecke  nach  der 
Formel  far  einlache  Gurtungen 
—  (A'  —  (P)f  die  horizontal  liegenden 


ü».^ 


TrSgheitsmomente  tSi  die  i 


,  man  erhält  also  T,  =  T^ 
Das  polare  Moment  ist  Tp  =  2Ti. 

71)  Flüche  des  Yiertelkreises. 

Für  AB  hat  man  T=~,  der  Schwerpunkta- 
sbstand  ist  A,  =  — ,  daraus  folgt  (vgl.  Nr.  6ft) 
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-*'^^ 


^--4'-.-J- 


72)  Fläche    des   allgemeinen    Kreisausschnittes  (Sektors). 
Vorläufig  kann  nur  das  polare  Trägheitsmoment  berechnet  werden. 
Für  die  Kreisfläche  war  dieses  -5-,  also  „,    „ 


ist  es  für  den  Sektor  in  Bezug  auf  den 
Punkt  M 


\E 


sobald  a  in  Graden  gegeben  ist.      Nach 

Nr.  10)  ist 

,    Sj^  /b  =  Bogeii\ 

*'—  3  6    1«  =  Sehne/ 
folglich  ist  für  S 

^f  =  T^  —  **  ■  »^^  3^  =  W  ['2  "  *■  ]  ■ 
Zur  Ableitung  der  axialen  Momente  sind  später  zu  entwickelnde 
Hülfssätze  nötig. 

Hg.  80. 

73)  Fläche  des  Kreisabschnittes 
(Segmentes). 

Auch  hier  kann  zunächst  nur  das  Polar- 
moment berechnet  werden.  Vom  Sektor 
ist  das  Dreieck  abzuziehen,  also  wird  für  M 


Tp« 


"(12Ä'  +  .*). 


Nach  Nr.  7)  ist  A,  =  j|y, 
för  den  Schwerpunkt  S 


(12*' +  s')-;.; 
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74)  Fläche  der  Ellipse.     (Vgl.  Kr.  12.) 

Aus  der  Formel  für  den  Kreis  mit  Radius  a  folgt  durch  Ver- 
kleinerung der  Sehnen  mittels  des  konstanten  Faktors  - 

Kg,  81.  fp    ^  ffl^       fi    «^6jt 

Für  die  Achse  CD  nimmt  man 
den  kleinen  Kreis  zu  Hülfe  und  findet 
\  mittels  des  konstanten  VergrÖfserungs- 

\j)       faktors    ,- 
;  r  —  ^  *  —  i?'* 

Das  Polarmoment  wird 

Ji-^(«'  +  »")-T  («'  +  »')■  ■ 

75)  Fläche  der  symmetrischen  Halbellipse. 

Erste  Form.     Für  AB  ist   T'^-"—,    da  aber  nach  Nr.  12) 
A,  =  ~  ist,  so  folgt  für  die  horizontale  Schwerpunktsachse 


.7,  =  ^"^ 


Zweite  Form.    Für  ^.B  ist  T' =  ^-,  nach  Nr.  12)  ist  A,  =  J 
also  folgt  für  die  horizontale  Schwerpimktsachse 
n  b\»  ahn 


Ty    = 


Während   T.  =  ^*  ist.     T„  =  "-^^  -  {^\ 


ib\*abx 
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76)  Fläche  der  unsymmetrischen  Halbellipse. 

Diese    allgemeinere   Form   läfst    sich    aus   Fig.  82    durch   Hori- 
zontalverschiebung     der    Elementarstreifen 
herstellen,     wobei     weder     das     statische  ng.  s*. 

Moment,  noch  die  Schwerpunktshöhe,  noch 
da^  axiale  Trägheitsmoment  für  AB  ge- 
ändert wird.  Die  Fläche  der  Halbellipse 
bleibt  dabei  -  -  ,  oder,  da  Ä  =  a^  sin  y  ist, 
F=  '  '  — ■''.  Femer  ist  Aj=  ä-  ,  ebenso 
CS  =  1^,  6'£  —  1^  cos  y  =  e,.  Für 
AB  ist 

„,  _  b,A'«  _  &,(a^8in  r)""  I  : .-':-° 

■  8  8        ■  '.  .,•''     1 

Fi..  F,.  ■--..,.--' 

^  Y  Oj  Sin'  y  ^  T  "  j 

folglich  {Qr  die  horizontale  Schwerpunktsachse 

_   ^  b^k'it  _  /4Ay  b^hji  ^  (g.  Bin  y)'h^v  _   /i  a,  sin  y\i  a,  b,  tc  ain  j 

Tg  kann  mit  Hülfe  von  Tp  berechnet  werden,  denn  für  C  ist,  wenn 
a  und  b  die  wirklichen  Halbachsen  der  Ellipse  bedeuten,  nach  Nr.  74 

j.,_i»?{».  +  M)-f  («'  +  !,■). 

Diese  Halbachsen  a  und  6  kann  man  mittels  der  au»  der  Geo- 
metrie bekannten  Formeln 

ab  ^  Oj  Jj  sin  y 

berechnen,  was   aber  hier  überflüssig  ist.     Einsetzung  giebt  nämlich 
sofort 


T  = - 
jp  = 


-(•;+';)-i  (»!+»;)■ 


Für  die  durch  C  gehende  Vertikalachse  wird 

T,  _  t;  -  t;  -  f  (a;  +  ii)  -  f  *' _  f  («;  +  j;  -  *') . 

Verschiebung  um  e,  =  — L — IL  giebt  für  die  senkrechte  Schwerpunkts- 


achse HJ 
oder 


r.-?(a;  +  6;-*>)-(ii^ 
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Hier  ist 


es  wird  also 


T,-F[±f4^-{a^jf]. 


% 


2 


2 


2 


a^  —  h'  =  a^  —  ttj  sin  a  =  a^  cos  «, 


T  =  fT- ^'— -i^  —  /i^_??!J:\n . 


Endlich  ist  noch  für  8 


r,-rm^-,^)']. 


•  

Polarmomente  fiir  Ellipsenabschnitte  und  Ellipsenfaktoren  lassen 
sich  aus  den  für  Kreisabschnitte  und  Kreisausschnitte  berechneten 
Momenten  leicht  ableiten. 


77)  Elliptischer  Ringquerschnitt.    Sind  a^  und  o^  die  grofsen, 
&i  und  62  die  kleinen  Halbachsen^  so  wird 


Fig.  85. 


Ebenso 


T.= 


-^  =  4  (^1*1 


—  «'^)  • 


.«2^K+&:)] 


Hier  ist  zu  bemerken^  dafs  die  Wand- 
stärken verschieden  ausfallen.  Ist  a:  a^=^ 
hih^,  so  erhält  man  ähnliche  Ellipsen. 
Nimmt  man  die  Wandstärke  überall  gleich 
grofs,  so  wird  die  eine  Curve  eine  solche 
4*«n  Grades,  imd  zwar  die  Parallelcurve  der  Ellipse.  Bei  geringen 
Wandstärken  ist  jedoch  der  Unterschied  so  klein,  dafs  er  für  praktische 
Berechnimgen  vernachlässigt  werden  kann,  so  dafs  die  gegebenen 
Formeln  fortgelten. 


78)   Elliptischer    Halbring. 
Momente  in  Bezug  auf  AB: 

folglich 


Gleichung    für    die    statischen 


Trägheitsmomente  für  die  wichtigeren  Querschnittsformen  etc. 
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Ä.= 


4«, 

3ir 

2             Ssr        2 

4  «?^   «2^3 

Oj  &|  IT            a,  6,  TT 

87ra^ft^_a  5 

Fig.  8<!i 


In  Bezug  auf  AB  ist 
folglich  in  Bezug  auf  die  Schwerpunktsachsen 

Auch  der- schräge  (unsymmetrische)  Halbring 
läfst  sich  im  Änschlufs  an  Nr.  76)  behandeln. 


B.  Bemerkungen  und  numerische  Beispiele. 

79)  Eine  grofse  Anzahl  weiterer  Übungsbeispiele  über  die  Quer- 
schnittsformen des  praktischen  Maschinenbaues  liefse  sich  hier  an- 
schliefsen.  Einige  sind  durch  Zeichnungen  angedeutet.  Figur  86  b,  c,  d,  e. 
—  In  der  Regel  beschrankt  sich  aber  die  Praxis  auf  die  behandelten 
rein  schematisch  aufzufassenden  Formen. 


Fig.  86b. 


Pig;  86  c. 


Sind  die  Querschnitte  nicht  einheitlich,  sondern  in  ihren  Teilen 
durch  Nieten  mit  einander  verbunden,  so  ist  darauf  zu  achten,  dafs 
mindestens  der  Einflufs  der  Nietlöcher  berücksichtigt  werden  muCs. 
An  einigen  der  Zeichnungen  ist  dies  angedeutet.  Bei  Gurtungen, 
die  grofse  Entfernungen  von  der  neutralen  Achse  haben,   kann  der 
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Fig.  86  d. 


Fig.  860. 


f//. 


IM 


Einflufs  sehr  grofs  werden.    Die  Nieten  werden  in  möglichst  geringer 
Zahl   in    denselben    Querschnitt   gelegt,    damit    die    Festigkeit   nicht 

zu  stark  vermindert  werde.  In 
den  Zeichnungen  ist  dies  durch 
Schraffierung  angedeutet. 

Die  nachstehenden  Übungs- 
aufgaben sollen  nicht  etwa  die 
Festigkeitslehre  ersetzen,  sondern 
sie  setzen  diese  voraus.  Es  soll 
nur  gezeigt  werden,  wie  mannig- 
faltig die  Anwendung  der  bisher 
erläuterten  Begriffe  ist.  Die  Mause 
sind  in  Millimetern  gegeben. 
Neuerdings  wird  auch  mit  Centi- 
metern  gerechnet. 


^M:^. 


.^h^ 


80)  Aufgabe.  Bei  einem 
T-Träger  sei  Äji  =  160mm,  A2  =  20mm,  6i  =  20mm,  62=  100 mm. 
Wie  grofs  ist  das  wichtigste  Trägheitsmoment  und  wie  grofs  sind 
die  Widerstandsmomente  (oder  Querschnittsmoduln)? 

Auflösung,    y',  =  115  mm,  also  y'^  =  65  mm,  T,  =  17  040000, 

W,  =  -^  =  262200,     TTo  =  5  =  148  200. 

81)  Aufgabe.  Bei  einem  I  -  Träger  sei  die  Gesamthöhe  h = 400  mm, 
die  Teilhöhen  Äi  =  368mm,  /ig  =  1(5  mm,  aufserdem  6=  140  mm, 
feg  =  16  mm,  also   h  —  \  =  h^  =  124  mm.     Wie  grofs  T»   und  TT? 

Auflösung.  y,  =  200mm,  i;=231690000,  1^1  =  1^2  =  1158000. 

82)  Aufgabe.  Bei  einem  n- Eisen  sei  h  =  100  mm,  \  =  80  mm, 
also  Äg  =  20 mm;  6  =  20 mm,  6^  =  200 mm,  also  6g  =  160 nmi.  Wie 
grofs  T,,  TFi  und  TTg? 

Auflösung.  y;=32mm,  t/;'=68mm,T,=6390000,  1^1=197000, 
TTg  =  93970. 

83)  Aufgabe.  Bei  dem  >/V- Eisen  der  Fig.  65  sei  6  =  100  mm, 
feg  =  20  mm.     Wie  grofs  T, ,  W^  und  TTg  ? 

Auflösung.  y;=46mm,  y;=39mm,  T,=  1360000,  1^1=29600, 
Fg  =  34900. 

84)  Aufgabe.  Eine  schmiedeeiserne  Achse  von  2  m  Länge  soll  bei 
einer  zulässigen  Spannung  von  5  kg  eine  Last  von  20  000  kg  in  der  Mitte 
tragen.    Wie  stark  ist  sie  bei  kreisförmigem  Querschnitt  zu  nehmen? 

Die  Festigkeitslehre  giebt  die  elementar  abzuleitende  Gleichung 

"^  "2=  W^-  S,    Daraus  folgt  —  =  -^  S,  also 
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d  =  l/^  =  -|/8 :  2i>0«»._2.02£  =  ^  274 


mm. 


85)  Aufgabe.  Ein  I- Träger  von  den  Dimensionen  h  ==  400  mm, 
Äg  =  30mm,  also  Ä^  =  340  mm,  6  =  200  mm,  62  =  25  mm,  also 
&!  =  fc  —  &i  =  175  mm,  habe  O.m  Länge.  Wie  stark  darf  er,  zwei- 
fach frei  aufliegend,  in  der  Mitte  belastet  werden,  wenn  die  zulässige 
Spannung  7,5  kg  betragen  darf? 

Auflösung.       Die    Festigkeitslehre     giebt     die     Traggleichung 

p  =  tl^^    und   zwar  ist    W= ^^'-^  =  2468000.     Es   folgt 

P  =  00  12  340  kg. 

86)  Aufgabe.  Eine  schmiedeiseme  Achse  von  2  m  Länge  und 
274  mm  Durehmesser  sei  bis  zur  Hälfte  des  Radius  ausgebohrt.  Wie 
stark  darf  sie  bei  5  kg  zulässiger  Spannung  belastet  werden? 

Auflösung.  Zunächst  ist  Tr='''i-^—^  =  1890000.  P  =  — J"- 
giebt  18  900  kg. 

87)  Bemerkung.  Bei  gleiehmäfsiger  Belastung  über  die  ganze 
Länge  gilt  für  den  frei  aufliegenden  Träger  die  Formel  P  =  — ^  • 
Der  Krümmungsradius    des  Trägers    wird   an  jeder  Stelle  berechnet 

TV         n  V 

aus  Q  =  ~x^  =  -ö^,  wo  T  das  Trägheitsmoment,  E  der  Elastizitäts- 
modul des  Materials,  M  das  biegende  Moment  ist. 

Hat  z.  B.  ein  schmiedeisemer  Freiträger  rechteckigen  Querschnitts 
von  &  a=  50  mm  und  A  =  90  mm  am  freien  Ende  die  dem  Tragmodul 

entsprechende  Probelastung  (S=16  kg),  so  ist  q=  —^^ —  =60  000  mm 
=  60  m. 

Für  die  Strebfestigkeit  giebt  die  elementare  Annäherungsmethode 

P  =--,-,-  ;    die    genauere    Eulersche    Methode    -^  =  -7-1*"   ^^^   ^®^ 
sogenannten  ersten  Fall. 

88)  Aufgabe.  Der  Querschnitt  einer  hohlen  Säule  mit  vier 
Verstärkungsrippen  habe  die  Dimensionen  d=  200  mm,  rf^  =  160  mm, 
also  Wandstärke  d  =  20  mm,  ferner  sei  für  die  Rippen  b  =  20  mm, 
A  ==  60  mm.    Wie  grofs  ist  das  Trägheitsmoment  T? 

Auflösung. 

r  =  ~(200*  —  160*)  +  ~[(200  +  120)»  —  200«]  +  ^  •  20» 

=  87  731 000. 
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89)  Aufgabe.  Ein  Schleifstein  habe  den  Radius  r  =  1  m  und 
das  Gewicht  1000  kg.  Wieviel  Drehungsenergie  besitzt  er  bei  1,  2,  3 
Umdrehungen  in  der  Sekunde? 

Auflösung.    Bei  einer  Umdrehung  in  der  Sekunde  ist  die  Energie 

^1         *^  2  2"  =  9:81  Y"2"  =  ^^^  °^*«' 

bei  2  Umdrehungen 

^,  =  4  •  1006  =  4024  mkg, 
bei  3  Umdrehungen 

^g  =  9  .  1006  =  9054  mkg. 

90)  Aufgabe.  Ein  Schwungring  wiege  20  000  kg  und  habe  die 
Radien  r  =  4  m  und  r^  ==  3,6  m  bei  einfach  rechteckigem  Querschnitt. 
Wie  grofs  ist  seine  Drehungswucht  (Energie)  bei  1,  2,  3  Umdrehungen 
in  der  Sekunde? 

Auflösung. 

.  2  ' 

folglich 

_  >»OitJ)üL'  ^  joooo  .  4'  +  8.6' .  !_*!  =,  582720  mkg, 

1  2  2  9,81  2  2  *^"^  •^v/uxjxj5, 

demnach 

JS;,  =  4  .  582720  =  2330880mkg,   E^  =  9'  582720  =  5 244480 mkg. 

91)  Aufgabe.  Ein  Schwungring  habe  die  Radien  r  =  3  m  und 
rj  =  2,8  m  und  das  Gewicht  10  000  kg.  Jeder  der  sechs  Radarme 
wiege  300  kg,  je  zwei  davon  mögen  als  ein  Rechteck  von  der  Diagonale 
d  =  2  r^  betrachtet  werden.  Wie  grofs  ist  die  Drehungswucht  bei 
1,  2,  3  Umdrehungen  in  der  Sekimde? 

Auflösung. 


T 5i_L_L!  +  3  •  600  •  ^(2r,)*, 


12 

WO 

10000  600 

^h  9,81   }       ^  9,81 


ist.    Es  wird 

i^i  =  26  400  mkg,    i^^  =  105  600  mkg,    JB,  =  237  600  mkg. 

92)  Bemerkung.  Wirken  an  einer  irgendwie  gestalteten  Scheibe 
drehende  Kräfte  l>i ,  A ,  A  •  •  •  an  den  Radien  ^^ ,  p^ ,  ps  >  •  •  •  ^^^  ^^^ 
T  das  gesamte  Trägheitsmoment,  so  wird  die  dem  Radius  1  ent- 
sprechende Winkelbeschleunigung 
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ZpQ 

und    die   Bewegungsformeln^   die   den   drei   Fallformeln   entsprechen^ 
werden 

^  =  yt,    fd  =\  yfi,    d^  =  y2y¥. 

93)  Aufgabe.     Um  die  Aclise  einer  Ereisscheibe  sei  ein  Faden 

geschlungen^   der   am   freien  Ende  festgehalten   werde,    so   dass  die 

Scheibe   nur   drehend   fallen   kann.  Wie   schnell   fallt   sie   und  wie 
groJB  ist  die  Fadenspannung? 

Auflösung.     Arbeit   der  Schwerkraft  gleich  der  Energiesumme 
aus  der  fortschreitenden  und  drehenden  Bewegung,  also 

Die  Drehungsgeschwindigkeit  am  Achsenradius  q  ist  gleich  der  Fall- 
geschwindigkeit v,   folglich  ist  die  erstere,  am  Radius   1   gemessen, 

0*  =  — ,  also  wird 

mv*    .     T  v«  , 

die  dritte  Fallformel  wird  also 


— y^fc^*)». 


so  dafe,  wie  aus  v  =  }/2^^  folgt,  die  Beschleunigung  des  Falles  wird 

Die  Fadenspannung  wird  gleich  g  —  g^. 

94)  Aufjgabe.  Eine  Kreisscheibe  werde  mit  den  Achsenenden 
auf  zwei  schräge  Leisten  gelegt  und  roUe  so,  ohne  zu  gleiten,  auf 
schiefer  Ebene  herab.     Welcher  Art  ist  die  Bewegung? 

Auflösung.     Wie  vorher  wird 


oder 


also 


2     +     2     2p»  =  '»5'* 

2       2p'       —  ^*' 

'9.1    M\      „U        I/o/'    J^'       , 

n  »in  et 

+  2^*^/"         r        \r»+  2^' 
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wo  l  die  Länge,  a  den  Neigungswinkel  der  schiefen  Ebene  bedeutet. 
Die  fortschreitende  Bewegung  hat  also  die  Beschleunigung 

2  p'  sin  cc 

95)  Aufgabe.  Eine  Rechtecksscheibe  schwinge  als  Pendel  um 
eine  senkrecht  auf  ihr  stehende,  durch  den  obersten  Punkt  der 
Mittellinie  gehende  Achse.     Wie  grofs  ist  die  Schwingungsdauer? 

Auflösung.    Für  ein  mathematisches  Pendel  ist  t  =  äT/— ,  hier 

ist    l  =  -jv- ,  wo  Tj  das  polare  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  den 

Drehungspunkt  A,  M^   das  statische  Moment   in  Bezug  auf  diesen 
Punkt  bedeutet,  also 

Ä  ~  6Ä         ' 

WO  d  die  Diagonale  des  Rechtecks  ist.     Also  wird 

96)  Aufgabe.  Ein  Pendel  bestehe  aus  einer  Scheibe  vom  Radius  r 
und  dem  Gewicht  p^  und  einer  Stange  von  der  Länge  l  und  dem 
Gewicht  p^.     Wie  schwingt  es? 

Auflösung.  Wird  die  Stange  als  Rechtecksscheibe  betrachtet, 
so  ist  für  sie  in  Bezug  auf  den  obersten  Punkt 


r.-=5l-'+".(l)'- 


Ist  das  Rechteck  sehr  schmal,  so  ist  d  =  h  zu  setzen  und  man  erhält 

Für  die  Scheibe  ist 
Das  gesamte  Trägheitsmoment  also  wird 

Das    statische   Moment    wird    ^i  (^  +  0  +  ^2  '  "ö ;    folglich    ist    die 
reducierte  Pendellänge 
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tn  l* 

1  =  1.  =  -V-^'  +  ^(^  +  ^*3  +  ^3  _  3j?Jr'  +  8(r  +  Z)']  +  2w,Z« 


Dies  ist  in  t  =  ny—  einzusetzen. 


9 

97)  Aufgabe.  Eine  kurze  cylindrisehe  Triebwelle  soll  bei 
zulässiger  Schubspannung  S  ein  Moment  P  -  B  (in  Kilo- 
grammen und  Millimetern)  übertragen.  Wie  stark  ist  sie 
zu  nehmen?  , 

Auflösung.    Die  Festigkeit  giebt  die  Traggleiehung  PR  =  S  Wpy 

wo    Wp  =  -  Tp  ist.     Also: 

üü        o    ^^^     2         Snd^ 
32      d  16 

Demnach  mufs  werden 


_-|/l6_PÄ 


S 

Beispiel.  Sind  10  000  kg  am  Eurbelradius  500  mm  wirkend  zu 
übertragen,  und  ist  6  kg  pro  qmm  die  zulässige  Spannung,  so  wird 

d  ==y ß =  '^  162  mm,    LäTst  man   nur  4  kg  Spannung 

zu,  so  wird  d  =  204  mm. 

98)  fiemerkung.  Die  Kraft  P  wirke  stets  am  Radius  jR,  dann 
ist  die  Leistung  bei  einer  Umdrehung  2RitP  in  Millimeter -Kilo- 
j^mmen,    bei   n   minutlichen   Umdrehungen   hat   man    das   n- fache, 

also  auf  die  Sekunde  reduciert  die  Arbeit  ^^r Dividiert  man 

durch    75000,   so   hat  man  die  Leistung  in  Pferdestärken.     Ist  die 

Anzahl  der  letzteren  N^  so  ist  also  N '=  -^Ti — ;.-.  x^r^,  also 

PB  =  716  200-. 

n 


Setzt  man  dies  in  die  letzte  Formel  ein,  so  folgt  als  Wellenstarke 

Y  Tti 


716  200  N 


•  S  n 


99)  Aufgabe.  Eine  kurze  schmiedeiseme  Welle  soll  200  Pferde- 
stärken bei  120  Touren  übertragen.  Wie  stark  mufs  sie  genommen 
werden,  wenn  6  kg  Spannung  zugelassen  werden? 

Auflösung. 

_T/16  •  716  2007^  ^  ^  100  mm. 
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100)  Aufgabe.  Die  Panzerfregatte  ,,Köiiig  Wilhelm'^  hat  eine 
Maschine  von  8325  indicierten  Pferdestärken  bei  63,86  Touren.  Wie 
stark  müfste  die  schmiedeiseme  Schraubenwelle  zu  nehmen  sein  bei 
6  kg  zulässiger  Spannung? 

Auflösung. 

,        -1/16716  200     8825  .Q^ 

^  =  V      n-ß       '6s;86  =  ~430mm, 
Der  Erbauer  hat  457  mm  genommen. 

101)  Bemerkung.  Die  Lehre  von  der  Drehungsfestigkeit  zeigt 
elementar,  dafs  die  Verdrehung  in  Graden 

^~   dnG 

wird,   wenn   l   die   Länge   der   Welle   in   Millimetern,   S  die   Rand- 
spannung,   d  der    Durchmesser    und    G    der    sogenannte    Gleitungs- 

modul  /y  des  Elasticitätsmodulsj  ist.   Nach  Nr.  97)  ist  aber  S=  — ^5- , 

setzt  man  dies  in  die  vorige  Gleichung  ein,  so  wird 


360Z16PÄ 


1  j        -|/360M6PÄ 

,     also     d=|/-^-,^-, 


oder,    wenn    man   die   Tourenzahl   und   die   Zahl   der   Pferdestärken 
einsetzt, 

860  / 16  .  716  200  iV  ,  ,        -i/äeOZie  .  716  20ÖTV' 

0"  = -jrTri i     also     d=\/  - —  ^   ,^ 

d*7c*G  n '  f  &it^G  n 

Setzt  man  nun  fest,  dafs  die  Verdrehung  einer  längeren  Transmissions- 
weUe  höchstens  ^  Grad  auf  das  laufende  Meter  betragen  soll,  so  ist  für 

d'  der  Werth  -^,  für  Z  der  Wert  1000  einzusetzen.     Dann  folgt  als 
nötige  Wellenstärke 

,       -|/4  .  360  .  lÖOO  ■  16  Pi2 
^^V ^^G ' 

oder,  wenn  Pferdestärken  und  Tourenzahlen  eingesetzt  werden, 

, 1/4  ■  360  •  1000 


16.  716  200     N 


G  n 


102)  Aufgabe.  Eine  schmiedeiseme  Welle  habe  5  m  Länge  und 
120  mm  Dicke,  die  Randspannung  sei  6  kg.  Um  wieviel  Grad  ver- 
dreht sie  sich  dabei,  und  um  wieviel  auf  das  laufende  Meter? 
((?  =  8000  zu  setzen.) 
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Auflösting. 

^ 860  IS 860  '  6000  •  6 o -qo 

^  —  'di^  —  120  .»-8000 '  "^'^^^  ' 

also  um  0^716^  auf  das  laufende  Meter. 

103)  Aufgabe.  Eine  schmiedeiseme  Welle  von  4  m  Länge  soll 
eine  Kraft  von  5000  kg  am  Radius  500  mm  übertragen.  Ihre  Dicke 
sei  150  mm.     Um  wieviel  Grad  verdreht  sie  sich? 

Auflösung. 

860  ne  PÄ  860  •  4000  •  16  •  5000  ■  500 .  .  . ^ 

*      d^n^'CT'  ~  150*  .  TT»  .  8000         '"*  ' 

also  um  0^36®  auf  das  laufende  Meter. 

104)  Aufgabe.  Eine  schmiedeiseme  Welle  übertrage  bei  einer 
Lange  von  3  m  und  einer  Dicke  von  200  mm  300  Pferdestärken  bei 
100  Touren.     Um  wieviel  verdreht  sie  sich? 


360 1 16  716  200  N^ 360  •  8000  16^  716  200  •  300  ^  «o 

^  ~  d*n*G  V  ~    '"•      ^2Ö0*~«^.~80Ö0         ^  ' 

also  0,1^  auf  das  laufende  Meter. 

105)  Aufgabe.  Eine  schmiedeiseme  Transmissionswelle  soll  bei 
—  Grad  Verdrehung  auf  das  laufende  Meter  10  000  kg  am  Kurbelradius 
500  nun  übertragen.     Wie  stark  ist  sie  zu  nehmen? 

Auflösung. 


=]/ii 


860  .  lOüO     16  •  10000  .  500  .^^ 

=  ou  l9o  mm. 


«*  •  8O0O 

106)  Aufgabe.  Eine  Schiffsschraubenwelle  soll  10000  Pferde- 
starken bei   70  Touren  übertragen.     Wie  stark  fällt  sie  aus  bei  der 

Berechnung  auf  Verdrehung  ^  Grad  auf  das  laufende  Meter?     Wie 

stark  bei  Festigkeitsberechnung  und  6  kg  zulässiger  Spannung? 
Auflösung. 

d  =  415,6  mm  bezw.  442,85  mm. 
Letzteres  ist  zu  wählen. 

107)  Bezüglich  der  Wellen  von  nicht  kreisförmigem  Querschnitt 
sei  darauf  hingedeutet,  dafs  man  die  polaren  Trägheitsmomente,  wie^ 
St.  Venant  bewiesen  hat,  nicht  ohne  weiteres  anwenden  darf.  Der 
Grund  liegt  darin,  dafs  die  Querschnitte  bei  der  Verdrehung  nicht 
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eben  bleiben,  was  beim  Kreisquerschnitt  unter  gewissen  Voraus- 
setzungen als  richtig  angenommen  werden  darf.  Dagegen  behalten 
die  polaren  Trägheitsmomente  für  andere  dynamische  Fragen  ihre 
Bedeutung  vollkommen  bei. 

108)  Bezüglich  der  Biegungsfestigkeit  sei  noch  hingewiesen  auf 
die  Zapfenberechnungen,  auf  die  Profilbestimmung  für  Körper 
von  überall  gleicher  Biegungsfestigkeit,  z.  B.  auf  die  Kem- 
körper  der  Balanciers,  Krummzapfen,  Flügelachsen,  Konsolen  und  dgl., 
auf  die  Formengebung  der  Haken,  auf  die  Querschnitte  gleicher  Festig- 
keit für  Gufseisen  und  anderes  Material,  bei  dem  die  Tragmoduln  für 
Zug  und  Druck  verschieden  sind.  Auch  hinsichtlich  der  Strebfestig- 
keit treten  Profilbestimmungen  entsprechender  Art  auf.  Dies  alles 
findet  sich  in  den  besseren  Lehrbüchern  über  Festigkeit  und  Elasticitat. 

Es  empfiehlt  sich,  für  die  gebräuchlichsten  Querschnitte  eine 
Tabelle  anzufertigen,  in  der  für  jeden  der  Flächeninhalt,  die  Schwer- 
punktslage, das  Trägheitsmoment,  das  Widerstandsmoment  u.  s.  w. 
anzugeben  sind.    Jede  Formel  ist  dabei  möglichst  weit  auszurechnen^ 

so  dafs  z.  B.  in  ^r-r,    .'l  d^,    — ^t^  K._  j^  die  Faktoren  von  r,  d*  und  6* 

durch  die  entsprechenden  Zahlen  ersetzt  werden.  Dabei  genügt  eine 
Genauigkeit  auf  drei  Stellen  für  das  praktische  Bedürfnis  vollkommen. 
Reiches  Übungsmaterial  nebst  Resultaten  findet  man  in  den 
Katalogen  der  Hüttenwerke  und  in  den  Tabellen  einiger  Lehrbücher 
der  Festigkeitslehre. 
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Centrifagalmomente  und  Trägheitsmomente 

fftr  beliebige  Achsen. 


Fig.  87. 


109)  In  den  vorigen  Abschnitten  wurden  die  Trägheitsmomente  in 
Bezug  auf  besonders  bequem  liegende  Achsen,  meist  Symmetrieachsen, 
berechnet.  Gewisse  Aufgaben  der  Festigkeitslehre  imd  der  Dynamik 
beanspruchen  aber  ihre  Kenntnis  für  ganz  beliebig  liegende  Achsen. 
Der  Fall  der  Parallelverschiebung  ist  schon  in  Nr.  27)  abgethan.  Es 
fragt  sich,  welche  Änderungen  eintreten,  wenn  man  die  Achse  um  irgend 
einen  Punkt  dreht.  Auf  was  es  dabei  ankommt,  das  ergiebt  sich  aus 
folgender  Aufgabe:  Die  Trägheitsmomente  einer  Fläche  in 
Bezug  auf  zwei  aufeinander 
senkrechte  Achsen  OÄ  und  OB 
seien  bekannt;  wie  grofs  ist  ihr 
Trägheitsmoment  in  Bezug  auf 
eine  Achse  OA^^  die  mit  OÄ  den 
Winkel  a  bildet? 

Aullösung.     T^^^fy^  und 

T  =^^  fx^    seien    die    bekannten 

auf  0^  und  OB  bezogenen  Trägheits- 
momente einer  gegebenen  Fläche. 
In  Figur  87  ist  ein  Flächenteilchen 
f  dargestellt,  dessen  Entfernungen 
von    diesen   Achsen   y   und   x  sein 

mögen,  während  es  von  den  neuen  Achsen  OA^  und   OB^^  die  Ent- 
fernungen ri  und  S  hat.     Dann  ist 

71  =  DE  —  CE  =  y  cos  a  —  rc  sin  « , 
V^  =  y*  cos^  a  +  ^'^  sin^  a  —  2xy  sin  a  cos  cc 


folglich 
oder  auch 


^2  =  y^  cos^ a  -j-  x^  sin^ a  —  xy  sin  2a, 

Holamüller,  Ingenieur  -  Mathematik.    I. 
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Folglich  ist  das  Trägheitsmoment  des  Teilchens  f  in  Bezug  auf  OA^ 

frj^  =  cos^ afy^  -f-  sin^ afx^  —  ^m2 a  fxy  ^ 
und  das  gesuchte  Trägheitsmoment  der  Gesamtfläche 

Bezeichnet  man  den  Ausdruck  ^  fxy  mit  M^^,  so  hat  man  die 
Gleichung 


T  =  cos«a  T^  +  sin^a  T^  —  sm2a  3£, 


xy 


Aufrifs 


7i=jp 


Der  Ausdruck  -M^y  wird  aus  später  anzugebenden  Gründen  der 
Dynamik  als  das  Centrifugalmoment  oder  auch  als  das  Deviations- 
moment der  gegebenen  Fläche  in  Bezug  auf  die  X-Achse  und  F- Achse 
bezeichnet.  Kann  man  ihn  für  6ine  gegebene  Fläche  berechnen,  so  ist 
die  oben  gestellte  Aufgabe  gelöst.  Es  wird  sich  aber  zeigen,  dafs  durch 
die  Kenntnis   der  Centrifugalmomente  noch  eine  ganze  Reihe  anderer 

Aufgaben  lösbar  wird,  so  dafs  es 
^*'  ^-  sich  der  Mühe  verlohnt,  sie  ge- 

nauer zu  untersuchen. 


110)  Veranschaulichung 
des  Centrifugalmomentes 
einer  Fläche. 

In  Figur  88  ist  eine  Fläche  F 
als  Grundrifs  gezeichnet  und  auf 
ein  Koordinatensystem  OA  und 
OB  bezogen,  so  dafs  z.  B.  das 
Teilchen  f  von  beiden  Achsen 
die  Entfernungen  x  und  y  hat. 
Nach  Obigem  handelt  es  sich 
darum,  für  den  Ausdruck  fxy 
eine  Deutung  zu  finden. 

Man  denke  sich  über  jedem 
Flächenteilchen  f  eine  Säule  von 
der  Höhe  x,  also  vom  Inhalte  fx 
errichtet,  dann  ist  ihr  statisches 
Moment  in  Bezug  auf  die  Achse 
OA  gleich  fxy.  Diese  sämtlichen 
Säulen  bilden  aber  einen  senk- 
rechten Cy  linder  (bezw.  ein  Prisma) 


.<s4j" 


Grund  rifg 


über  der  Fläche,  der  durch  eine  durch  OB  gehende  und  unter  45^ 
geneigte  Ebene  schräg  abgeschnitten  ist.  Dieser  ist  im  Aufrifs  dar- 
gestellt. 
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Die  Summe  aller  Ausdrücke  fxy  bedeutet  also  das  stati- 
sche Moment  des  über  der  Fläche  F  stehenden  und  so  ab- 
geschrägten Cylinders  in  Bezug  auf  die  Achse  OA,  Dies  ist 
zugleich  die  Veranschaulichung  des  Centrifugalmomentes  der 
Fläche  F  in  Bezug  auf  die  beiden  Achsen. 

Statt  dessen  hätte  man  über  jedem  Teilchen  f  auch  eine  Säule 
von  der  Höhe  y  errichten  und  das  statische  Moment  in  Bezug  auf 
die  Achse  OB  bilden  können.  Dies  hätte  ebenfalls  fxy  gegeben. 
Schrägt  man  also  den  über  F  stehenden  Körper  durch  eine  Ebene 
ab,  die  unter  der  Neigung  45^  durch  OA  geht  und  sucht  man  das 
statische  Moment  in  Bezug  auf  OB,  so  findet  man  dasselbe  Gen  tri- 
fugalmoment  wie  vorher. 

Gerade  wegen  dieser  Symmetrie  gegen  x  und  y,  die  in  ihrer 
Bedeutung  vertauscht  werden  dürfen ,  empfiehlt  sich  für  das  Centri- 
fugalmoment  die  Bezeichnung  M^y. 

Macht  die  Berechnung  für  die  eine  Auffassung  Schwierigkeiten, 
so  versuche  man  es  mit  der  andern.  Einige  Beispiele  werden  dies 
naher  erläutern. 


111)  Aufgabe.  Das  Centrifugalmoment  des 
Rechtecks  in  Bezug  auf  dessen  Seiten  h  und 
h  zu  bestimmen. 

Auflöstuig.  Geht  die  abschrägende  Fläche 
durch  h,  so  ist  der  Inhalt  des  Körpers 

Das  statische  Moment  in  Bezug  auf  h  ist  dann 


Fig.  89. 


jh  __  h*h  h 
2  ~    2     2 


Fig.  90. 


Der  Wert 


M^  = 


Sit 


6»Ä 


ergiebt  sich  auch  bei  der  andern  Auffassung, 
wo   die  Abschrägung  durch  b  gewählt  ist. 

112)   Aufgabe.       Das    Centrifugal- 
moment dier  Kreisfläche  in  Bezug  auf 
zwei  einen  rechten  Winkel  bildende     ö 
Tangenten  zu  bestimmen. 

AnflöBuaig.  Der  Inhalt  des  Schrägkörpers  wird  bei  beiden  Auf- 
fassimgen  (r^7c)r  =  r^jc.  Der  Schwerpunktsabstand  von  der  Moment- 
achse ist  r,  also  wird  M^p  =  r^n  •  r  =  r*3r  =  -j^  • 
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113)  Anwendung  desCentrifugalmomentes  auf  dieSchwer- 
punktsbestimmung  abgeschrägter  Körper. 

Über  einer  Fläche  F  stehe  eine  senkrechte  Säule,  die  durch  eine 

Ebene  von  zunächst  45^  Neigung  abgeschrägt  werde.     Nach  Nr.  21) 

ist  ihr   Inhalt  J  gleich   dem  statischen  Momente*  My   in  Bezug  auf 

die  Schnittlinie    OB  der  Schrägebene  mit   der  Grundfläche,   und  die 

Schwerpunktsprojektion  des  Körpers  hat  nach  Nr.  48)  von  OB  die 

Entfernung 

Ty  Trägheitsmoment 

«        My         statisches  Moment 

wobei  beide  Momente  auf  OB  bezogen  sind. 

Die  andere  Koordinate  y^  wird  mit  Hülfe  des  Centrifugalmomentes 

berechnet,  wenn  man  dieses  selbständig  ermitteln  kann.    Das  statische 
Moment  des  Körpers  in  Bezug  auf  OA  ist  nämlich  nach  Nr.  110) 

y^    J=M^, 

also  erhält  man 

Mxtf        Mxy        Centrifugalmoment 


y. 


My  statisches  Moment 


Die  Koordinaten  y^  und  x^  verhalten  sich  also  wie  das  Centrifugal- 

moment  zum  Trägheitsmoment. 

In  dem  genannten  Punkte  ist  auf  der  Grundfläche  F  ein  Lot 
bis  zur  Abschrägungsfläche  zu  errichten,  dessen  Höhe  gleich  x^  wird. 
In  der  halben  Höhe  befindet  sich  der  Körperschwerpunkt. 

Ist  die  Neigung  der  schrägen  SchnittjBbene  nicht  45^,  sondern 
eine  beliebige,  so  bleiben  die  Koordinaten  für  die  Projektion  des 
Schwerpunktes  dieselben.  Die  Höhe  des  zugehörigen  Lotes  wird 
X  •  tang  «.  Im  Halbierungspunkte  desselben  befindet  sich  der  Körper- 
schwerpunkt. 

Damit    ist   zugleich    die  Lage    der 

^^»-  **•  Resultante  des  seitlichen  Wasserdrucks 

gegen  beliebig  gestaltete  ebene  Flächen 
vollständig  bestimmt. 

^^  114j  Aufgabe.  Über  einemHalb- 

\  kreise  mit  dem  Durchmesser  OA 

\  stehe  ein  abgeschrägter  Körper, 

•*  \  dessen    Schnittebene    durch    die 

4       Tangente  OB  geht.    Der  Schwer- 
punkt des  Körpers  soll  bestimmt 
werden. 
Auflösung.     Die  Koordinate  x^  für  die  Projektion   des   Körper- 
schwerpunktes wird 
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Ty 

*        J 

• 

Ty                 8      +*■     •       2 

My               r*n 

2    ■'• 

Dagegen  wird 

Mxy             Mxy 
V'               J                   My    • 

r , 


Hier  handelt  es  sich  um  einen  Fall,  wo  das  Centrifugalmoment 
aus  Symmetriegründen  besser  mit  Hülfe  der  andern  Absehrägung 
berechnet  wird.    Der  Inhalt  des  neuen  Körpers  wird  bei  45^  Neigung 

der  Schragfläche  nach  Nr.  21)  J  =  -^  .  ^;—  =  ?  r^^  der  Hebelarm  für 


^n 


das    statische  Moipent  in  Bezug  auf  OB  ist  r,   also  ist  Mxy  =  -^  r*. 
So  folgt  schliefslich  für  den  zuerst  betrachteten  Körper 


..4 


8 


•^  «»S-r  S  <ir 


r^n 


3« 


Das  an  der   Stelle  x  ,  y    errichtete  Lot  hat  die  Höhe   ^  r.     In 


der  halben  Höhe,  d.  h.  in  der  Höhe 
Schwerpunkt.   Bei  anderer  Neigung 
ist    mit   tang  a   zu    multiplizieren. 

Der  Abstand  y^  entspricht  dem 
des  Schwerpunktes  der  Kreisfläche 
von  OA.  Es  fragt  sich,  ob  dies 
in  allen  Symmetriefällen  stattfindet; 
wie  sich  sofort  zeigen  wird,  ist 
diese  Frage  zu  bejahen. 


115)  Der  Fall  der  symme- 
trischen Fläche.  Die  im  Grund- 
rifs  gezeichnete  Fläche  F  sei 
symmetrisch  gegen  CM.  Jeder 
Schnitt  wie  KL  erscheint  dann  im 
Aufrifs  als  Trapez  K^L^L^K^  mit 
der  Mittellinie  M^  M^.  Das  Moment 
dieses  Schnittes  in  Bezug  auf  OA 
ist  also  ebenso  grofs,  als  ob  über 
KL  ein  Rechteck  von  der  Höhe 
M^M^  stände.  Dies  gilt  für  jeden 
der  zu  KL  parallelen  Schnitte, 
folglich  ist  das  statische  Moment 
des  abgeschrägten  Körpers  in  Bezug 


5 


befindet  sich  der  Körper- 


Fig.  92. 


Aufrifs 
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Fig.  93. 


auf  OA  ebenso  grofs,  als  das  der  Säule  von  überall  gleicher  Höhe 
M^M^,  Folglich  liegt  die  Schwerpunktsprojektion  für  den 
abgeschrägten  Körper  in  derselben  Entfernung  y^,  wie  bei 

der  gewöhnlichen  Säule,  d.  h.  in  der  Schwerpunktsenlfernung 
der  Grundfläche.    Dagegen  hat  x^  für  beide  Fälle  verschiedene  Lagen. 

Im  Falle  der  Symmetrie  ist  demnach  das  Centrifugal- 
moment  besonders  leicht  zu  berechnen.  Man  multipliziert  den 
Inhalt  des  über  F  stehenden  Körpers,  der  durch  eine  Ebene  ab- 
geschrägt ist,  die  selbst  durch  eine  zur  Symmetrieachse  Parallele  OB 

geht,    mit    dem    Schwerpunktsabstande    der 
Fläche  von  der  zweiten  Achse,  so  dafs 

M    =  V  J  =^  V  M 
ist. 

So  erhält  man  z.  B.  für  die  vorige  Halb- 
kreisaufgabe   sofort    Jlfjy  =  —  •  ^  =  y  r* 

ohne  Benutzung   der   zweiten  Abschrägung. 
Ebenso    folgt    für    die    nebenstehende 
Halbellipse 

■mjr  4  a  ahn    ■,  8     «7  o 

^'y  =  3^  -2  -  ■  2»  =  T  «*«»*  • 

Aus  den  Anwendungen  auf  abgeschrägte 
Körper  folgen  auch  solche,  die  sich  auf  Drehungskörper  beziehen. 


116)  Aufgabe.      Wie    hoch   liegt   der   Schwerpunkt   eines 
Guldinschen  Drehungskörpers? 

Auflösung.  Das 
FlächenteUchen  f  giebt 
bei  der  Drehung  den 
Inhalt  2nfx,  sein  sta- 
tisches Moment  in  Be- 
zug auf  die  durch  OA 
dargestellte  Grundebene 
ist  also  2nfxy,  das 
statische  Moment  des 
Gesamtkörpers  in  Be- 
zug auf  die  Grund- 
ebene wird  also  gleich 

2jt  y\fxy  oder  2  jcM,^. 
Bezeichnet  man  die  Schwerpunktshöhe  mit  h  ,  so  erhält  man    • 


h'J=  27cM 


xy 
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Da  nach  Guldin  J=2q3cF  =:2jcMy  ist,  wo  My  das  statische 
Moment  der  Fläche  in  .Bezug  auf  die  Achse  OB  bedeutet,  so  wird 


T      2  ff  Ufa-  y 

*  2  7CMy 


Mxy Centrifiigalmoment 

Mu         statisches  Moment 


Ebenso  hoch  liegt  der  Schwerpunkt  für  jeden  Sektor 
eines  solchen  Körpers. 

Ist  der  Sektorwinkel  unendlich  klein,  so  kann  man  den  Sektor 
als  abgeschrägten  Körper  im  obigen  Sinne  betrachten.  Darin  liegt 
die  Übereinstimmung  der  Resultate,  die  sich  auch  auf  den  Symmetrie- 
fall ausdehnen  lassen. 

117)  Der  Drehungs- 
körper im  Symmetrie- 
falle. 

Ist  dieFläche  sym- 
metrisch gegen  eine  zur 
Drehungsachse  paral- 
leleGeradCjSO  liegtder 
Schwerpunkt  des  Dre- 
hungskörpers ebenso 
hoch,  wie  der  der  er- 
zeugenden Fläche.  Der 
Beweis  ergiebt  sich  aus 
Obigem. 

Hier  findet  also  ein  ähnliches  Ausgleichen  statt,  wie  vorher  bei 
den  Trapezflächen.  (Dafs  bei  imsymmetrischen  Flächen  der  Satz 
nicht    mehr   gut,    sieht   man   z.  B.    am   geraden   Kreiskegel,    dessen 

Schwerpunktshöhe  \  =  -7  ist,  während  die  der  Fläche  h'^  =   -   ist.) 

118)  Deutungen  des  Centri-  Fig.  oe. 
fugalmomentes    mit    Hülfe    der 
Dichtigkeit  oder  des  spezifischen 
Gewichtes. 

a)  Statt  über  der  Fläche  F  einen 
abgeschrägten  Körper  zu  errichten, 
kann  man  eine  Massenbelegung  an- 
nehmen,  deren  Dichtigkeit  in  jedem 

Punkte   z.  B.  proportional   dem  Ab-         0]  vf 

stände  x  von  OB  ist.  Setzt  man 
die  Dichtigkeit  gleich  x  selbst,  so 
ist  das  statische  Moment  der  so  belegten  Fläche  iq  Bezug  auf  die 

Achse  OA  gleich  ^fxy  =  M^y .     Dabei   kann   man   die  Achsen  in 
ihrer  Bedeutung  mit  einander  vertauschen. 


B 


72  Abschnitt  IV. 

b)  Statt  dessen  kann  man  den  mittels  OB  abgeschrägten  Körper 
beibehalten,  aber  seine  Dichtigkeit  proportional  zu  y  setzen.  Setzt 
man    sie    gleich   y,    so    wird   der   Masseninhalt   des   Körpers   gleich 

^fxy  =  31^, . 

119)  Anwendung  auf  die  Centrifugalkraft  ebener  Flächen. 

Man  denke  sich  eine  ebene  Fläche  homogen  mit  Masse  belegt 

und  um   eine  Achse  OB  ihrer  Ebene  gedreht.     Jedes  Teilchen  f  im 

Abstände  x  von  der  Drehungsachse 
erhält  dann  eine  Centrifugalkraft  fxd'^, 
wo  -ö"  die  auf  den  Radius  1  reducierte 
Winkelgeschwindigkeit  ist. 

Die    gesamte    Centrifugalkraft    ist 

dann    ^^^  fx  =  d^^M^j  d.  h.  ebenso 

grofs,  als  ob  die  gesamte  Masse  F  im 
Flächenschwerpunkte  vereinigt  wäre. 

Der  Angriffspunkt  der  Centrifugal- 
kraft fällt  aber  nicht  mit  dem  Flächen- 
schwerpunkte zusammen.  Um  ihn  zu 
finden,  errichte  man  auf  der  Fläche  Lote  gleich  der  Centrifugalkraft 
im  entsprechenden  Punkte.  Dies  giebt  einen  Diagrammkörper,  der 
in  obigem  Sinne  abgeschrägt  ist.  Die  Projektion  seines  Schwerpunktes 
auf  die  Fläche  F  giebt  den  Angriffspunkt  der  Centrifugalkraft. 
Seine  Koordinaten  ergeben  sich  nach  Nr.  113)  aus 

T  M 

Ist  die  Fläche  symmetrisch  in  Bezug  auf  eine  zu  OB  parallele 
Gerade,  so  stimmt  y,  mit  dem  Schwerpunktsabstande  der  Fläche 
überein,  so  dafs  dann  die  Richtungslinie  der  Centrifugalkraft  durch 
den  Flächenschwerpunkt  geht,  was  durchaus  nicht  allgemein  der 
Fall  ist. 

Das  Moment  der  Centrifugalkraft  in  Bezug  auf  die  Punkte  der 
Achse  OA  ist  in  jedem  Augenblicke  gleich 


Fig.  97. 

B 

•— V 

,T 

4^ 

— 

0 

^ 

^'^fxy  =  &'Mr,, 


für  den  Sonderfall  d^  =  1  geht  dies  in  M^y  selbst  über. 

Es  handelt  sich  in  der  That  bei  M„j  um  ein  bestimmtes  Moment 
der  Centrifugalkraft,  so  dafs  der  Name  Centrifugalmoment  sehr  be- 
zeichnend ist. 

Ist  die  Achse  OB  nicht  fest  und  keine  freiwillige  Drehungsachse, 
so  würde  die  Centrifugalkraft  ein  Umstürzen,  also  eine  Abweichung 
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von  der  ursprünglichen  Drehungsbewegung   erstreben,   so  dafs  auch 
der  Name  Deviationsmoment  brauchbar  erscheint. 


Wie  grofs 


Fig.  98. 


120)  Beispiel  des  Dreiecks. 

Ein  Dreieck   drehe  sich  um  die  Achse   OB. 
ist  die  entstehende  Centrifugalkraft,  und 
wo  greift  sie  an? 

a)  Geometrische  Behandlung.  Man 
denke  sich  auf  der  Fläche  liote  errichtet,  die 
gleich  den  einzelnen  Centrifugalkräften  /'arO'*, 
also  proportional  zum  Abstände  x  sind.  Der 
entstehende  Diagrammkörper  ist  eine  Pyramide, 
deren  senkrechte  Höhe  im  Punkte  A  zu  denken 
ist.  Ihr  Schwerpunkt  wird  gefunden,  indem  man 
den  Flächenschwerpunkt  S  mit  der  über  A 
schwebenden  Spitze  verbindet  und  von  der  Ver- 
bindungslinie den  vierten  Teil  abschneidet.  P  ist 
dann  die  Projektion  des  Schwerpunktes  und  zugleich  der  gesuchte 
Angriffspunkt  der  Centrifugalkraft.     Die  Koordinaten  von  P  sind 


1    8 


In   S  hat  man  sich   die  Masse  vereinigt  zu   denken,  um   die  Centri- 
fugalkraft m  —  ^^   zu   finden.     Da  aber  die  Fläche   des  Dreiecks  als 


hh 


Masse  betrachtet  werden  kann,  so  folgt  w  =  — ,  und  man  erhält  als 
Centrifugalkraft 

So  wird  S  benutzt,  um  die  Gröfse  der  Centrifugalkraft  zu  finden. 

Ihr  Angriffepunkt  aber  hat  ganz  andere  Koordinaten  als  S. 

b)  Behandlung  mit  Hülfe  des  Trägheits-  und  Centrifugal- 

moments. 

Ä6»  b*h^ 


^»~  M 


y 


12 


M. 


bh     6  ~  2  '     *'  ~  3/:  ~  hb* 


h 

4 


6 


Die  Kraft  wird  ebenso  berechnet  wie  vorher. 


121)  Beispiel  des  Viertelkreises,  der  sich  um  OB  dreht. 
Gemischte  Behandlung.    Der  mittels  OB  abgeschrägte  Körper 
hat  den  Inhalt 


r'yr    4r 


1.3 


74 


Abschnitt  IV. 


(Ebenso    grofs    ist    das    statische   Moment   My   der  Fläche.)      Seine 
Schwerpunktsprojektion  hat  die  Koordinaten 

T,.        Tr         q*  Jf^„ 

*»       M.. 


rig.  99. 
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Hier  versagen  zunächst  die  bisherigen  Me- 
thoden zur  Berechnung  von  M^^ .  Der  Dia- 
grammköri)er  der  Centrifugalkraft  (bei  der 
Drehung  um  OB)  ist  aber  ein  Sektor  der 
Halbkugel,   dessen   Schwerpunkt  mit   dem 

der  letzteren   in  derselben  Höhe  y,  =  j  ^ 

liegen  muls.     (Vgl.  Method.  Lehrbuch,  H, 

Stereom.  56.)     So  findet  man  zugleich  M^^  ==  y^M^  =  -  r  •--  =  -• 
Dasselbe  Resultat  giebt  die  später  zu  behandelnde  Summenformel.   Über 


X 


X' 


jedem  Schnitte  x  ist  nämlich  ein  Dreieck  vom  Inhalte  x-^  =  -^  zu 


denken,   dessen  statisches  Moment  in  Bezug  auf  OA  gleich  —  y  ist. 
Dafür  kann  man  schreiben 

Nach  der  Summenformel  ist  dann  das  Moment  von  y  =  0  bis  y  =  y^  gleich 

2  4  S 

r*  Vi  Vi  Vi  /o   8  2\ 

Für  yj  =  r  wird  dies 


Folglich  ist 


M, 


xy  • 


M 


»V 


8 


y»      Tif '     *.s 


M 


y        _- 


3 


3 

8 


r . 


3.*'  =  ^^^*  =  i 


l2 


Wiederum  haben  die  Koordinaten  des  Angriffspunktes  nichts  mit  dem 
Flächenschwerpunkte  S  zu  thun.  Letzterer  giebt  als  öröfse  der 
Centrifugalkraft 

mQ%^*  =  — - 

Zugleich  hat  man  gesehen,  dafs  im  allgemeinen  Rechnungsmethoden 
zur  Anwendung  kommen  müssen,  wie  sie  später  behandelt  werden  sollen. 

Ein  wirklicher  Einblick  in  die  Lehre  von  der  Centri- 
fugalkraft   ist    nur    möglich    auf   Grund   der   Kenntnis   der 
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Fig.  100. 


5, 


^ 


0 


Trägheits-  und  Centrifugalmomente^  die  uns  die  Koordinaten 
der  Angriffspunkte  geben.  — 

122)  Fälle^  in  denen  das  Centrifugalmojnent  gleich  Null 
oder  gleich  einer  Eonstanten  wird. 

Die  aUgemeine  Bekanntschaft  mit  mechanischen  Vorgängen  läTst 
es  bequem  erscheinen,  an  der  Hand  der  Centrifugalkraft  ebener 
drehender  Flächen  einige  besondere  Fälle 
zu  betrachten. 

a)  Hat  die  Fläche  eine  Symmetrie- 
achse, imd  betrachtet  man  diese  als 
Drehungsachse,  so  heben  sich  die  Centri- 
fugalkräfte  je  zweier  symmetrischer 
Teilchen  gegenseitig  auf.  Die  Centri- 
fugalkraft und  ebenso  das  Centrifugal- 
moment  wird  gleich  Null.     Also: 

Das  Centrifugalmoment  einer 
Fläche  in  Bezug  auf  eine  Symme- 
trieachse und  eine  zu  ihr  Senk- 
rechte ist  stets  gleich  Null. 

b)  Denkt  man  sich  die  beiden  symme- 
trischen Teile  gegeneinander  verschoben, 

wie  in  Figur  101,  so  ist  die  Summe  der  Centrifugalkräfte  zwar  noch 
immer  gleich  NuU,  da  aber  die  Resultanten  nicht  in  dieselbe  Linie 
fallen,  so  entsteht  ein  Kräftepaar 
(Drehungspaar).  Das  Moment  der  Centri- 
fugalkraft wird,  wennjededer  Resultanten 
gleich  p  und  ihre  gegenseitige  senkrechte 
Entfernung  gleich  e  ist,  in  Bezug  auf 
jeden  Punkt  der  Achse  OB  gleich  pe. 
Dabei  ist  es  durchaus  nicht  nötig,  dafs 
die  beiden  gegeneinander  verschobenen 
Teile  ursprünglich  symmetrisch  waren, 
wenn  nur  die  Achse  durch  den  Schwer- 
punkt geht.     Folglich: 

Das  Centrifugalmoment  einer 
ebenen  Fläche  in  Bezug  auf  eine 
Schwerpunktsachse  und  jede  Nor- 
male der  letzteren  hat  einen  konstanten  Wert.     Beide  Achsen 
sind  dabei  in  der  Ebene  der  Fläche  zu  denken. 

c)  Falle,  in  denen  das  Centrifugalmoment  gleich  Null  wird,  kann 
man  sich  leicht  konstruieren.  So  kann  man  z.  B.  Fig.  102  so  ein- 
richten,  dafs  die  vier  einzelnen  Centrifugalkräfte  im  Gleichgewichte 
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atelLen,  d.  h.  dafs  das  Moment  des  Kräftepaares  der  CentrifugalkrUfte 
gleich  Null  wird. 

d)  Es  giebt  rechtsdrehende  und  linksdrehende  Kräftepaare,  Fafat 
man  das  Moment  der  ersteren  als  positiv  auf,  so  ist  das  der  letzteren 
negativ.  Demnach  kann  auch  das  Gontrifugalmoment  einer  Fläche  in 
Bezug  auf  zwei  Achsen  negativ  sein.  Man  hat  dann  nur  nötig,  die 
eine  Achse  als  entgegengesetzt  gerichtet  aufzufassen,  um  ein  positives 
Moment  zu  erhalten. 


Liegt  ein  Flächen teilchen  im  ersten  oder  dritten  Quadranten,  so  ist  sein 

Centrifugalmoment  positiv.   Liegt  es  im  zweiten  oder  vierten,  so  ist  es 

negativ.    Ebenso  ist  es  bei  der  gesamten  Fläche  leicht  zu  entscheiden,  ob 

in  Bezug  auf  die  Koordinatenachsen  ihr  Moment  positiv  oder  negativ  ist. 

Aus    diesen  Betrachtungen   mechanischer  Art   lassen  sich   Sätze 

über    Centrifugalmoraente    und    abgeschrägte    Körper    ableiten.      Bei 

letzteren  ist  der  über  der  Grundrifsebene  liegende  Teil  als  positiv,  der 

andere  als  negativ  aufzufassen. 

•''K  '**  Der   unter   b)    angedeutete   Satz 

ist  ein  Sonderfall  eines  allgemeineren 

Verschiebungssatzes,  der  sich  folgender- 

mafsen  ergiebt. 

12S)  Vierschiebungssatz  ffir 
das  Centrifugalmoment. 

Das  Centrifugalmoment  ftlr  zwei 
aufeinander  senkrechte  Schwerpunkts- 
achsen einer  Fläche  sei  bekannt.  Man 
suche  das  Centrifugalmoment  für  zwei 
parallele  Achsen  OA  und  OB,  wobei 
0  in  Bezug  auf  S  die  Koordinaten  —  p,  —  q  habe.  Waren  die 
ursprönglichen  Koordinaten  eines  Flächent«ilchens  f  durch  J  und  jj 
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gegeben,  so  sind  die  neuen  Koordinaten  a;=p-f"S?  J/^SH"^?  ^^^ 
das  Produkt  xy  wird  gleich  (|>  +  6)  (?  +  iy)  =i>3  +  61?  4"!^^  +  ffl? 
so  dafs 

wird.  Der  erste  Posten  giebt  pqF,  der  zweite  ist  das  ursprüngliche 
Centrifugalmoment  Jf^,;,  der  dritte  wird  Null,  da  es  sich  um  das 
statische  Moment  in  Bezug  auf  eine  Schwerpunktsachse  handelt. 
Ebenso  verschwindet  der  letzte  Posten.     Man  hat  also 

Folglich:  Bei  der  durch  x  =  ^  '\-  p  und  y  =  tj  -{-  q  bestimmten 
Parallelverschiebung  der  Achsen  aus  der  Schwerpunkts- 
lage wächst  das  ursprüngliche  Centrifugalmoment  um  das 
Produkt  aus  der  Fläche  F  und  dem  Verschiebungs- 
rechteck pq. 

Haben  p  und  q  gleiche  Zeichen,  so  ist  der  Zuwachs  positiv, 
haben  sie  verschiedene  Zeichen,  so  ist  er  negativ.  Ist  p  oder  q  gleich 
Null,  d.  h.  verschiebt  sich  nur  die  eine  der  Schwerpunktsachsen,  so 
ist  der  Zuwachs  gleich  Null,  und  das  Centrifugalmoment  bleibt  un- 
verändert. War  das  ursprüngliche  Centrifugalmoment  gleich  Null, 
was  bei  Symmetrieachsen  stets  der  Fall  ist,  so  ist 

^x,=pqF, 

was  bequem  ausgewertet  werden  kann.  (Später  wird  sich  zeigen, 
dafs  dies  bei  jeder  Mittelpunktsachse  regelmäfsiger  Flächen  der 
Fall  ist.) 

Die  FäUe,  in  denen  das  Centrifugalmoment  gleich  Null  ist,  sind 
von  besonderer  Wichtigkeit  für  die  Berechnung  von  Trägheitsmomenten 
für  beliebige  Achsen,  denn  die  in  Nr.  109)  abgeleitete  Gleichpng 

r.  =  cos^ai;  +  sin^aTy  —  sin2ailf,y 

geht  dann  über  in  die  einfachere  Form 

T,  =  cos*ai;  +  sin^aTy. 

124)  Der  Trägheitsradius. 

Für  das  Rechteck  war  in  Bezug  auf  die  Seite  b  das  Trägheits- 

moment  T=-^'     Man  kann  fragen,  in  welcher  Entfernung  von  h 

man  sich  die  gesamte  Fläche  (Masse)  concentriert  denken  müsse, 
damit  das  Trägheitsmoment  dasselbe  sei.     Man  erreicht  dies,  indem 

man  Fq^  =  T,  also  hier  hhff^  =  ^  setzt.     Für  das  Rechteck  folgt 
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h*  h 

daraus  q^  =  —^  oder  q  ==  —  •     Allgemein  erhält  man  für  jede  be- 
liebige Flache 

Für  die  Mittellinie  des  Rechtecks  erhält  man 


Q 


1  /^^' 


Beim  Kreise  ergiebt  sich  in  Bezug  auf  den  Durchmesser 


Q 


y  F  r'n         2 


Den  so  bestimmten  Radius  nennt  man  den  Radius  des  Trägheits- 
momentes oder  kurz  den  Trägheitsradius. 

Entsprechende  Betrachtungen  kann  man  für  das  polare  Trägheits- 
moment anstellen,  wo  sich  ergiebt 


=1/5. 


So  ist  z.  B.  für  die  Kreisfläche 


:v2. 


1/  _2 r 

Der  Trägheitsradius    dient   zur  Vereinfachung  von  Rechnungen  und 
Formeln. 

Ein  Beispiel  für  seine  Verwendxmg  bietet  die  folgende  Aufgabe. 

^**  '^'  125)  Aufgabe.   Ein  ring- 

förmiger Körper  entstehe 
durch  Drehung  einer  sym- 
metrischen Fläche  um  eine 
zur  Symmetrieachse  pa- 
rallele Gerade.  Wie  grofs 
ist  das  Trägheitsmoment 
des  Drehungskörpers  in 
Bezug  auf  diese  Achse? 

Auflösung.   Jedes  Flächen- 
teilchen f  in  der  Entfernung 
Q-\-x  von  der  Achse  OB  giebt 
nach  Guldin  einen  Ring  vom  Inhalte  2((>  +  x)7cf.    Ist  m  die  Masse 
dieses  Ringes,  so  ist  sein  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  OB  gleich 
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m  ((>  +  xfj  also  ist,  da  die  Masse  m  mathematisch  genommen  mit  dem 
Inhalte  übereinstimmt,  das  Trägheitsmoment  gleich 

2  (9  +  a;)  itf{Q  +  a;)«  =  2  %f{q  +  xf 
oder  gleich 

Aus  Symmetriegründen  gehört  zu  jedem  Teilchen  f  in  der  Entfernung 
Q  -^  X  ein  entsprechendes  in  der  Entfernung  q  —  x,  imd  für  dieses 
ergiebt  sich  ebenso  ein  Partialring  vom  Trägheitsmomente 

2«/" (9»  -  3<»«a;  +  3  9a:*  -  a?). 

Beide  Partialringe  zusammen  haben  also  das  Trägheitsmoment 

Fflr  das  gesamte  Trägheitsmoment 

folgt  daraus,  dafs  Glieder  mit  ungeraden  Potenzen  von  x  wegfallen 
und  nur  die  mit  geraden  Potenzen  stehen  bleiben.     Demnach  wird 

Hier  bedeutet  ^  f  die  Fläche  F  xmd  ^  fx^  ihr  Trägheitsmoment 
Jj  in  Bezug  auf  die  Symmetrieachse.  Führt  man  den  Trägheits- 
radius Qj^  dieser  Fläche  mit  Hülfe  der  Gleichung  q^F  ==  T^  ein, 
so  folgt 

T=27CQFQ'+QnQFQ\, 

oder,  da  2ixqF=  J  ist. 

In  Worten  läfst  sich  der  Satz  ausdrücken: 

Entsteht  ein  Ringkörper  durch  Drehung  einer  symme- 
trischen Fläche  um  eine  zur  Symmetrielinie  parallele  Achse, 
so  ist  das  Trägheitsmoment  des  Körpers  in  Bezug  auf  die 

Drehungsachse    gleich    J\q^-{-  ^qI),    wo    J   den    Inhalt    des 

Körpers,  g  den  Abstand  der  Symmetrielinie  von  der  Achse, 
pi  den  Trägheitsradius  der  Fläche  in  Bezug  auf  die  Sym- 
metrielinie bedeutet.     Der  Trägheitsradius   des  Körpers  ist 

also  gleich  K?*+  3(>J. 


I 


80 


Abschnitt  IV. 


126)  Beispiel   des   Ring- 
körpers mit  Kreisquer  schnitt. 
Hier  ist  der  Inhalt 

J  =  2  QTcr^n  =  2  gr^n^. 
In   Bezug    auf  DE   ist    für    die 
Fläche  des  Kreises  T^  =  -^ ,  aus 


2 


QlF  =  r, 


9  9 

oder     Q^'  r  jc  = 


r*n: 


2 


Fig.  107. 


folgt  (>^  =  ;  •  Demnach  wird  das 
Trägheitsmoment  des  Körpers 

r=j(p'+3,;)  =  2prv(p*+?;-'). 

127)  Der  Radius  des  Centrifugalmomentes. 

Ebenso    könnte    man  fragen,    wo  man  sich'  die  gesamte  Fläche 

(Masse)  vereinigt  denken  müsse, 
um  in  Bezug  auf  zwei  Achsen  OA 
und  OB  dasselbe  Centrifugabno- 
ment  zu  erhalten.  Dann  hätte  man 
zu  setzen 

oder 

Ist  der  Ausdruck  rechts  positiv, 
so  sind  im  ersten  und  dritten 
Quadranten  unendlich  viele  Stellen 
möglich,  da  zwei  veränderliche 
Gröfsen  x  und  y  vorhanden  sind. 
Die   gesuchten   Punkte  liegen  auf 


einer  gleichseitigen  Hyperbel  mit  dem  konstanten  Rechteck  xy=„ 
Eins  dieser  Rechtecke  ist  ein  Quadrat  vom  Inhalte 


XV 


seine  Seite  ist 


.2  _  ^'y 


-1^>- 


Die  Ecke  C  ist  symmetrisch  gegen  beide  Achsen  und  wird  am  bequemsten 
für  die  Anbringung  der  Masse  F  sein.  Nur  noch  C^  würde  ebenso 
bequem  liegen.    Die  positive  Gröfse  c  bezeichnet  man  als  den  Radius 
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des  Centrifugalmoments.  Man  pflegt  zum  Zwecke  graphiscHer  Dar- 
stellungen c  als  OD  auf  OC  abzutragen,  was  ganz  naturgemäfs  der 
Symmetrie  gegen  die  beiden  Achsen  entspricht. 

Ist  dagegen   die  rechte  Seite  von  xy  =  -p^  negativ,  so  würden 

die  entsprechenden  Punkte  im  zweiten  und  vierten  Quadranten  liegen, 
wobei  es  sich  um  ein  Quadrat  mit  den  Seiten  +  ^  ^^d  —  c  handeln 

würde.     Da  jetzt  c=|/_^^-  imaginär  sein  würde,  könnte  man  von 

einem  reellen  Radius  des  Centrifugalmomentes  nicht  mehr  reden.  In 
solchen  Fällen  ist  es  besser,  die  positive  Richtung  z.  B.  der  X-Achse 
entgegengesetzt  anzunehmen  und 
so  das  Ims^näre  zu  vermeiden. 
Hier  sollen  solche  Fälle  möglichst 
ausgeschieden  werden.  Die  Dar- 
stellung beschränkt  sich  also  auf 
zwei  Quadranten. 

128)  Beispiel  des  Recht- 
ecks. 

In  Bezug  auf  die  Achsen  OA 
und  OB  war 


Fig.  108. 


M^y=        ^ 


so  dafs 


i];s 


h^h 


o  _  _  ^xy -*_  _  ^  _  ^ 

(f  —  xy  —    p    —    ^^    —   ^   —  2  • 


h      h 
2 


ist.  Demnach  geht  die  gleichseitige  Hyperbel  durch  den  Mittelpunkt 
M  des  Rechtecks,  und  c  ist  mittlere  Proportionale  zwischen  und  • 
Auf  der  Winkelhalbierenden  OE  ist  OK=c  abzutragen. 


129)  Beispiel  des  Viertelkreises. 
Nach    Nr.    121     ist     in     Bezug     auf     OA 
und  OB 


Es  folgt 


^'y=s' 


a  _  _  ^xy ^^8_  _  £» 

c  —  xy—   ^,    _^,^_^^, 


Fig.  109. 


also  c  =  -^  ist  in    0  als  Winkelhalbierende  einzutragen. 

Holzmüller,  Ingenieur  -  Mathematik.    I.  6 
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130)  Satz  von  der  Trägheitsellipse. 

In  Absclmitt  109  war  gezeigt  worden,  dafs  man  aus  den  Trägheits- 
momenten Tx  und  Ty  einer  Fläche  das  Trägheitsmoment  Tj  für  eine 

um   a    gegen    OA   gedrehte   Achse   mit   Hülfe   folgender   Gleichung 
findet: 

Ti  =  Tx  cos^  a  +  Ty  sin^  a  —  sin  2  a  M^y , 

wo    Mxy    das    Centrifugalmoment   in   Bezug   auf  die   ursprünglichen 
Achsen  ist.    Führt  man  für  T^,  T^  und  Ty  die  Trägheitsradien  p,  q^  und 

^2  ein,  so  hat  mau  zu  setzen  T.  =  Fq  ,   T.  =  F^^ ,    T^  =  Fq^  .    Für 

das    Centrifugalmoment    werde    der   Radius  .c    durch   die    Gleichung 
Mxy  =  F^  eingesetzt.     Dadurch  geht  die  Gleichung  über  in 

Fq  =  Fq\  cos^  a  +  Fq\  sin^  a  —  Fe  sin  2a, 

oder  nach  beiderseitiger  Division  durch  F  in 

Q  =  Q^  COS  a  +  9g  sm  a  —  2  c  sm  a  cos  a . 

Dafür  kann  man  schreiben 


/C08a\2         /8ina\2 

' "  (I)'  ■  ^  ilr 


Bin  CK  cos  a 


ar 


die   veränderliche,  von  a  abhänffiire  Gröfse  =  a:  und 

7  O     O  Q  Q 


Diese  Gleichung  läfst  sich  geometrisch  veranschaulichen.     Man  setze 

=  2/- 

Dies    sind   dann    die    Koordi- 
naten eines  Punktes  P,  für  den 

OP  =  -  und  ^FOA  =  a  ist. 
Setzt  man  aufserdem  die  Kon- 
stanten  —  =  a,  und  -  -  =  6,  - 
9i         \  P»         ^' 

so  geht   die   obige   Gleichung 
über  in 

.r«    ,     y'  _  2  ry  _  - 


.-1» 


a 


0 


und  seinen  umgekehrten  Werth 


Bildet    man    also     für    jeden 
Winkel  a  den  Trägheitsradius  q 

und  trägt  man  den    letzteren  auf 


dem  freien  Schenkel  von  a  ab,  so  bilden  die  Endpunkte  P  die  durch 
die  letzte  Gleichung  dargestellte  Kurve. 
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Diese  ist  yom  zweiten  Grade^  also  Gleichung  eines  Kegelschnitts. 
Vertauscht  man  in  der  Gleichung  +  x  mit  —  x  imd  zugleich  +  y  mit 
—  yy  so  ändert  sie  sich  nicht^  folglich  ist  sie  eine  Mittelpunktsgleichung^ 
und  0  ist  Mittelpunkt  des  Kegelschnitts.  Da  femer  das  Trägheits- 
moment der  Fläche  fOr  keine  durch  0  gehende  Achse  verschwinden 

kann  (denn  ^,fV  besteht  aus  lauter  positiven  Teilen),   so  kann  — 

för  keine  durch  0  gehende  Achse  unendlich  grofs  werden.  Der 
Kegelschnitt  ist  denmach  eine  Ellipse.     Also: 

Berechnet  man  die  reciproken  Werte  der  Trägheits- 
momente einer  Fläche  J^  für  sämtliche  durch  einen  Punkt  0 
gehenden  Achsen,  und  trägt  man  diese  Werte  auf  den 
Achsen  ab,  so  bilden  die  Endpunkte  eine  Ellipse. 

Diese  ist  die  sogenannte  Trägheitsellipse. 

(Hätte  man  nicht  die  reciproken  Werte,  sondern  die  q  selbst 
abgetragen,  so  hätte  man  die  reciproke  Kurve  der  Ellipse,  eine 
gewisse  Kurve  4*^  Grades  erhalten,  die  der  allgemeinen  Anschauimg 
weniger  geläufig  ist.) 

Hat  man  die  Hauptachsen  dieser  Ellipse,  so  kennt  man  alle 
ihre  Durchmesser,  folglich  auch  die  reciproken  Werthe  der  Trägheits- 
momente fOr  sämtliche  Achsen,  folglich  auch  die  Trägheitsmomente 
selbst.  Man  hat  also  eine  sehr  einfache  graphische  Darstellung. 
Gleichzeitig  aber  lassen  sich  sofort,  zahlreiche  wichtige  Folgerungen 
ablesen. 

131)  Folgenmgen. 

a)  Die  Ellipse  hat  einen  grofsten  und  einen  kleinsten  Durch- 
messer, die  auf  einander  senkrecht  stehen.  Dem  ersteren  entspricht 
das  Minimum,  dem  letzteren  das  Maximum  des  Trägheitsmomentes. 
Die  Minimal-  und  Maximalachse  stehen  also  auf  einander 
senkrecht. 

Man  bezeichnet  beide  als  die  Hauptträgheitsachsen  der  Fläche 
fcLr  den  betreffenden  Punkt  0. 

b)  Je  zwei  Ellipsendurchmesser,  die  symmetrisch  gegen  die  beiden 
Hauptachsen  liegen,  sind  einander  gleich.  Folglich:  Symmetrisch 
gegen  die  Hauptachsen  liegenden  Achsen  entsprechen  gleiche 
Trägheitsmomente. 

c)  Von  den  so  zusammengehörigen  Durchmesserpaaren  bildet 
nur  eines  einen  rechten  Winkel,  das  den  Winkel  der  Haupt- 
achsen halbierende.  Folglich:  Sind  die  Trägheitsmomente  in 
Bezug  auf  zwei  durch  0  gehende  und  aufeinander  senk- 
recht stehende  Achsen  einander  gleich,  so  findet  man  durch 
Halbierung  der  Schnittwinkel  der  letzteren  die  Haupt- 
es 
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trägheitsachsen.    Der  Kürze  halber  sollen  die  Aelisen  der  gleichen 
Trägheitsmomente  als  Gleichheitsaehsen  bezeichnet  werden, 

d)  Sind  mehr  als  zwei  Ellipsendurchmesser  einander  gleich,  so 
ist  die  Ellipse  ein  Kreis.  Folglich:  Stimmen  die  Trägheits- 
momente in  Bezug  auf  mehr  als  zwei  durch  0  gehende 
Achsen  überein,  so  stimmen  sie  für  sämtliche  überein. 
(Später  wird  sich  zeigen,  dafs  für  jede  beliebig  gestaltete  ebene  Fläche 
zwei  Punkte  existieren,  für  deren  Strahlenbüschel  sämtliche  Trägheits- 
momente der  Fläche  übereinstimmen.  Dies  sind  die  sogenannten 
Pixpunkte.) 

e)  Ist  eine  der  durch  0  gehenden  Achsen  Symmetrieachse  der 
Fläche  Fj  so  ist  sie  auch  Symmetrieachse  der  Trägheitsellipse.  Folglich: 
Eine  Symmetrieachse  einer  Fläche  ist  stets  eine  der  Haupt- 
achsen der  Trägheitsellipse,  also  liegt  entweder  der  Fall  des 
Maximums,  oder  der  des  Minimums  vor.  Gerade  dieser  Umstand 
erspart  zahlreiche  Rechnungen. 

f)  Die  Summe  zweier  Trägheitsmomente  für  auf  einander  senk- 
rechte Achsen  ist  konstant,  nämlich  gleich  dem  zugehörigen  Polar- 
momente. Folglich  mufs  für  die  Ellipse  folgender  Satz  existieren: 
Die  Summe  der  Quadrate  der  reciproken  Werte  für  je  zwei 
auf  einander  senkrechte  Halbmesser  der  Ellipse  ist  kon- 
stant, nämlich  gleich  — s  +  ^  • 

132)  Die  Centralellipse.  Die  dem  Schwerpunkte  einer  Fläche 
entsprechende  Ellipse  heifst  die  Centralellipse.  Sie  ist  von  be- 
sonderer Wichtigkeit,  weil  von  ihr  aus  alle  anderen  Trägheitsmomente 
durch  Verschiebung  {T^  =  T  -{-  e^F)  gefunden  werden  können. 

Auch  von  ihr  gelten  die  letzten  Symmetriebemerkungen. 

Von  besonderer  Wichtigkeit  ist  folgendes: 

Hat  eine  Fläche  mehr  als  zwei  Symmetrieachsen,  so  ist 
die  Centralellipse  ein  Kreis. 

In  diesem  Falle  braucht  man  also  nur  ein  einziges  Trägheits- 
moment wirklich  zu  berechnen.  Dies  gilt  nicht  nur  von  den  regel- 
mäfsigen  Polygonen,  sondern  auch  von  zahlreichen  anderen  ebenen 
Gebilden,  die  für  die  Technik  wichtig  sind.  Hierher  gehören  z.  B. 
die  Kreuzquerschnitte  und  die  Schnitte  gewisser  Säulen  und  Flügel- 
achsen.    Davon  wurde  im  Abschnitt  65  Gebrauch  gemacht. 

Für  die  Biegungs-  und  Strebfestigkeit  lassen  sich  daraus  sofort 
wichtige  Folgenmgen  ablesen.  Für  die  erstere  ist  der  Ausdruck  — 
mafsgebend,   wo   a   die  Entfernung   der   äufsersten  Fasern   von   der 
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Biegongsachse  ist,  fllr  die  andere  der  Ausdruck  T  aelbat,  der  hier  für 
alle  Achsen  derselbe  ist.    Für  Figur  111  z.  B.  ist  —  in  Bezug  auf  die 


Achse  AB  kleiner  als  —   in  Bezug  auf  die  Achse   GH,  die   letztere 

Biegungsachse   ist   also   für   Biegungsbeanapruchung    die    günstigere. 
Entsprechendes  gilt  für  Figur  112. 

133)  Lageder  Hauptachsen  für  beliebigeTrägheitsellipsen. 
Die    Gleichung    einer    Trägheitsellipse    einer   Fläche    für    einen 
beliebigen  Funkt  ergab  sich  aus 

1)  7;  =  r,  cos*  «  +  Ty  «in'  «  —  sin  2aM:,^ 
als 

2)  ^  +  -j  —  2c'a;y=  1. 

Hätte  in  der  ersten  Gleichung  für  jedes  a  der  dritte  Posten 
gefehlt,  d.  h.  wäre  M,.j  =  0  gewesen,  so  hätte  er  auch  in  der  andern 
Gleichung  gefehlt  und  man  hätte  die  einfachste  Gleichung  der  Ellipse 
erholten.     Folglich: 

Ist  für  die  beiden  gewählten  Achsen  das  Gentrifugal- 
moment  der  Fläche  gleich  Null,  so  ist  die  Gleichung  der 
Trägheitsellipse  von  der  Form 

wo  a  und  h  Hauptachsen  der  Sllipse  sind. 

Umgekehrt  folgt  daraus,  dafs  das  Centrifugalmoment 
in  Bezug  auf  die  Hauptachsen  der  Trägheitsellipse  gleich 
Null  ist. 

Dies  ist  z.  B,  der  Fall  für  jede  Symmetrieachse  einer  Fläche 
und  eine  auf  der  ersteren  senkrecht  stehende  Achse. 
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Hat  femer  die  Fläche  mehr  als  zwei  Symmetrieachsen,  so  ist  die 
Centralellipse  ein  Kreis  und  man  darf  je  zwei  beliebige  auf  einander 
senkrechte  Schwerpunktsaehsen  als  Hauptachsen  betrachten.  Für 
jedes  Paar  von  Schwerpunktsachsen  ist  also  dann  J/^y  =  0.  Nach  dem 
Verschiebungssatze  für  Centrifugalmomente  bleibt  dies  auch  dann  der 
Fall,  wenn  eine  der  Achsen  Schwerpunktsachse  ist  und  der  Achsen- 
schnittpimkt  0  sich  auf  ihr  beliebig  bewegt. 

Folglich:  Hat  eine  ebene  Fläche  mehr  als  zwei  Symmetrie- 
achsen, so  ist  für  jede  Schwerpunktsachse  und  eine  irgendwo 
auf  ihr  errichtete  Senkrechte  das  Centrifugalmoment  gleich. 
Null,  d.h.  für  jeden  beliebigen  Punkt  ist  die  durch  ihn  ge- 
legte Schwerpunktsachse  eine  Hauptachse  der  Trägheits- 
ellipse. 

Gleichung  1)  vereinfacht  sich  in  solchen  Fällen  und  überhaupt, 
weim  Mxy  =  0  wird,  zur  folgenden: 

4)  T,  =  T:c  C0S2  ^^  _^  y^  gjjj2  ^^ 

bezw. 

cN  2  2  2,3-2 

5)  Q   =  Q^  COS  a  -\-  Q^  sm  a, 

und  dabei  sind  T^  und  Ty  Minimal-  bezw.  Maximalmomente,  je  nach- 
dem das  eine  oder  das  andere  das  kleinere  ist. 

134)  Aufgabe.  Tx  und  T^  seien  das  minimale  und  maximale 
Trägheitsmoment  für  eine  Fläche  F  und  für  das  Strahlen- 
büschel eines  beliebigen  Punktes  0.  Wie  grofs  sind  die 
Momente  für  die  Winkelhalbierenden  der  Hauptachsen? 

Auflösung.    In  Gleichung  4)  ist  a  =  45"  einzuführen.    Dies  giebt 

3\  =  Tx  cos»  45«  +  Ty  sin^  45«  =  ?fk±J^  . 

Dasselbe  gilt  für  den  Winkel  —  45«. 

Folglich:  Das  Trägheitsmoment  für  die  Gleichheitsachsen 
ist  das  arithmetische  Mittel  der  beiden  Grenzmomente. 
(Letzterer  Ausdruck  soll  Abkürzung  für  die  Worte  Maximal-  und 
Minimalmoment  bedeuten.) 

Folglich:  Das  Trägheitsmoment  für  die  Gleichheitsachsen 
ist  gleich  der  Hälfte  des  zugehörigen  Polarmomentes. 

135)  Aufgabe.  Die  Centralellipse  des  Rechtecks  zu  be- 
rechnen und  ihr  Trägheitsmoment  für  die  entsprechenden 
Gleichheitsachsen  zu  entwickeln. 

Das    Maximalmoment     für    Figur    113    ist    -j^,    das    Minimal- 
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moment 


h¥ 


die    Trägheitsradien     sind 


i/- 

1/    12 
9i=  ^     TT  = 


und 


p.  = — ^^-,  die  reciproken  Werthe  sind  a,  ==  -,--,  6i  =  — /-  ,  so  dafs 

Oj  :  &!  =  r  :  ,  =^=  A  :  &.     Die  einbeschriebene  Hauptellipse  ist  also  der 

Centralellipse  ähnlich.  Um  letztere  im 
richtigen  Mafsstabe  zu  erhalten,  würde 
es  der  Feststellung  einer  Einheit  be- 
dürfen, wovon  jetzt  abgesehen  werden 
soll.  Für  die  schrägen  Gleichheits- 
achsen ist 


Fig.  113. 


*  2  «  \12   T^   12/ 


wo  F  die  Fläche  des  Rechtecks,  d  seine  Diagonale  ist. 

(Bei  MiUimetermaTs    fallen  für    die  gebräuchlichen   Querschnitte 
die  Halbachsen  äufserst  klein  aus.    Wäre  z.  B.  h  =  100  mm,  so  würde 

a  =  -~  kaimi  sichtbar  sein. 

Ist  allgemeiner  die  Länge  1  gegeben,  und  hat  man  p^  =  -  ^  ge- 

yi'i 

zeichnet,  so  findet  man  a^  =      mit  Hülfe  der  Proportion  ^^ :  1  =  1  :  a^ . 
Ebenso  ist  es  mit  p.,  =  -  =  und  p., :  1  =  1  :  6, .) 

136)  Aufgabe.     Wie  grofs    ist    das   Trägheitsmoment  des 
Rechtecks  in  Bezug  auf  seine  Diagonale  d? 
Auflösung.    Aus 

T,=  T,cos-a+  Tysin^a 

folgt,  da 


Flg.  111. 


sm  a  =  -, ,  cos  a  =  -j 


und 


ist, 


rf  =  1/62  ^  h^ 


31.8 


b^h 


12  d^ 


12  d*         Qd*         6(6*  +  Ä*)' 


was   auch  mit  Hülfe  des  Dreiecks  gefimden  werden  konnte.     [Jedes 

dl^  dP 

Diagonaldreieck  giebt  — ,  die  Gesamtfigur  also  -  -  •     Nun    ist   aber 
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dl  =  hh,  also  ?  =  —  ^  folglich  Ts  =  —  -^  =  t-jj1     Kommt  es  auf 

gröfsere  Genauigkeit  nicht  an^  so  kann  man  das  Resultat  an  Fig.  113 
ablesen. 

137)  Aufgabe.     Wie  grofs    ist  das  Trägheitsmoment   des 
Halbkreises  für  beliebige  Schwerpunktsachsen? 

In  Bezug  auf  DE  ist  nach  68) 

In  Bezug  auf  OB  ist 


Tu  = 


r*7e 


folglich    für    die    unter    a    geneigte 
Schwerpunktsachse 


Für  a  =  45^'  erhält  man  z.  B. 

T  —  —  [}  —    ^1 

Ty  ist  das  Maximal-,  Tx  das  Mininialmoment,  die  Centralellipse 
hat  also  ihre  Brennpunkte  auf  DJB;  BO  ist  also  die  günstigere 
Biegungsachse  für  die-  Festigkeit. 

138)  Beispiel  des  symmetrischen  Winkeleisens. 

Es  war  in  Nr.  59) 

-  K'  (b'  -  K) , 

(6 +  6,)« -61 


A-i-- 


T  = 


12 


-  2  P*- 

Ll2 


.)'«]■ 


.12-  +  l(^  +  K 

Dies  sind  die  Grenzmomente, 
denn  die  Winkelhalbierenden  geben 
Gleichheitsachsen.  Für  diese  ist 
demnach 

rp    Tx   +   Ty 

■^  s  2  ' 

wodurch  sich  das  Resultat  58)  bei  Fig.  64  bestätigen  mufs. 
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139)  Ausgang  von  den  Gleichheitsachsen. 

Für  die  Gleichheitsachsen  ist  Tx  =  Ty,  wofür  der  Gleichheit 
halber  Tg  geschrieben  werden  soll.  Für  die  Achse,  die  um  a  gegen 
die  X-Achse  gedreht  ist,  gilt  jetzt  nach  Nr.  109  die  Gleichung 

T$  =  Tg  cos*  a  +  Tgsin^a  —  sin  2  a  M^y 

=  Tg  (cos*  a  +  sÜL*  a)  —  sin  2  a  Mxy , 
folglich 

Ti=  Tg  —  sm2aMxy. 

Nimmt   man   Mxy  als   positiv  an,   so  erhält  man  für  a  =  45^  und 
a  =  —  45^  das  Minimal-  und  Maximalmoment  in  der  Form 

T,    =    Tg—Mxy,  T^    =    Tg   +    Mxy. 

Hieraus  folgt  durch  Subtraktion 

Mxy=  2 

Folglich:  Das  Gentrifugalmoment  in  Bezug  auf  die 
Gleichheitsachsen  ist  gleich  der  halben  Differenz  der  beiden 
Grenzmomente. 

Namentlich  bei  einfach  symmetrischen  Querschnitten  giebt  dies 
mancherlei  Rechnungserleichterungen.  Für  das  vorige  Beispiel  z.  B. 
ergiebt  sich  für  die  Gleichheitsachsen  (abgesehen  vom  Vorzeichen) 

liT  ^y  —  ^* 


140)  Drehung  der  Ach^e  des 
Centrifugalmomentes. 

In  beistehender  Figur  ist 

S  =  OJE  +  CD  =  ^  cos a  -f-  y  sin  a, 
iy  =  FC  —  FE  =  y  cos  a  —  x  s'ma, 
also 
irj  =  xy  cos*a  —  xy  sin^a 

+  y*  sin a  cos  a  —  x'  sin  a  cos  a, 
folglich 


Flg.  117. 


f%V  =  (cos*a  —  sin'«)  ^  fxy  +  sin  a 


oder 

1) 


V 


cos 


«[2'/'y*-2'^^']' 


M^^  =  cos  2a  Mxy  +  y  sin 2«  {Tx  —  Ty) . 


Kennt    man    also    das    Gentrifugalmoment    und    die    beiden 
Trägheitsmomente  in  Bezug  auf  zwei  zu  einander  senkrechte 
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Achsen,  so  erhält  man  durch  Gleichung  1)  das  Centrifugal- 
moment  für  die  um  a  gedrehte  Achse. 
Danach  wird  M^   =  0  für 

I  sin 2a  {Ty  —  7^)  =  cos  2«  Jbr,y 
oder  für 

2)  tan2a  =  ^^^, 

woraus  sich  die  Richtungen  für  die  beiden  Hauptachsen 
ergeben. 

Geht  man  umgekehrt  von  den  Hauptachsen  aus,  für  die  Mxy  =  0 
ist,  so  vereinfacht  sich  Gleichimg  1)  zu 

3)  M.^=\sm2a(T,-T,), 

WO  Ti  und  Tg  Grenzmomente  sind.  Den  Maximalwert  hat  man  bei 
den  Achsenrichtungen  a  =  +  45®,  nämlich 

4)  Jf.^  =  ?LzLA, 

so  dafs  der  Maximalwert  des  Centrifugalmomentes  den  Gleichheits- 
achsen angehört  und  daher  auf  einer  der  Hauptachsen  graphisch  dar- 
zustellen ist. 

Geht  man  von  den  Gleichheitsachsen  aus,  so  erhält  man  aus  1) 
die  Gleichung 

5)  JUft    =  cos  2«  Mr„ , 

SO  dafs  aus  dem  maximalen   Centrifugalmoment  — ^— ^ — ^  alle 

übrigen  bequem  abgeleitet  werden  können. 

Dies  führt  zu  einer  graphischen  Darstellimg  aller  Werte,  auf  die 
wir  noch  zurückkommen.  ,„  ^ 

Gleichung  1)  geht  für  «  =  45®  über  in  M^^^  =-^- — -,   worin 

der  unter  139  abgeleitete  Satz  als  besonderer  Fall  enthalten  ist. 

141)  Aufgabe.  Gegeben  seien  die  Trägheitsmomente  Tx 
und  Ty  und  das  Centrifugalmoment  M^y  in  Bezug  auf  zwei 
aufeinander  senkrechte  Achsen.  Die  Hauptträgheitsachsen 
sollen  bestimmt  und  die  Grenzwerte  des  Trägheitsmomentes 
sollen  berechnet  werden. 

Auflösung.  Man  erhält  die  Hauptachsen,  wenn  3/.  ^  =  0  wird, 
also  nach  vorigem  Abschnitt  für 

1)  tan2a  =  T,^^^'' 


woraus  sich  die  Winkel  «j  und  «^  =  «^  -|-  90®  ergeben. 
Diese  Werte  sind  in  die  Bestimmungsgleichung 
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2)  T.  =  r,  COS* a  +  Ty  sin» a  —  sin  2aMry 

einzusetzen,  und  so  erhält  man  die  beiden  Grenzwerte. 

Um  jedoch  nicht  verschiedene  Winkel  a  und  2  a  in  der  Formel 
zu  haben  und  um  statt  der  yerschiedenen  Funktionen  nur  eine  zu 
erhalten,  setze  man  nach  bekannten  Formeln 

o  1  +  cos  2  a  j        .    a  1  —  cos  2  a 

cos*a  =  — und     sm^a=   —     

und  schreibe  Gleichung  1)  in  der  Form 

2  M^    cos  2  a 

1  *)  sin  2  «  =  —j.-^zi't 

y  X 

Dadurch  geht  2)  über  in 

T  —  T  ^  +  cos  2a     ,     ^  ^^l^co?  2^«  __  2  3f|y^8  2a 

y  X 

oder  in 

1  vi.  V  23f*„cos2a 

^i=l(^.+  ^-)-  ;(2V-r,)co82a--/^— 
oder  in 

T.  =  ;  ( r,  +  T, )  -  I  ( r,  -  T. )  'cos  2  «  [  1  +  (5-'-^^^y] 
oder  unter  Benutzung  von  Gleichung  1) 

T.  =  -;  (T,  +  T,)  -  2  (r,  -  T,)  cos2a[l  +  tan*2«]. 
Die  beiden  letzten  Faktoren  formen  sich  um  zu 

c^     r^     ,    8in'2a"|  ^     cos*  2 a  +  sin' 2  a  ^  1 

cos  2  a   1  -A i^r-   =  cos  2  a '^~ =  cos  2  a — ^-zr- 

L       '    C08'2aJ  cos' 2  a  cos' 2  a 

=  — -  -  =  sec  2  a , 

cos  2  a  ' 

SO  dafs  wird 

3)  T.  =  {  (T,  +  T,)  +  -I  (T,  -  T,j)  sec  2a. 

Setzt  man  «^  "==  ^i  "f"  ^^  ®^7  ^^  erhält  man 

4)  r,  =  -;  (T.  +  T,)  -  {  (T.  -  T,)  sec  2  a. 

Durch  3)  und  4)  findet  man  die  Grenzwerte  des  Trägheits- 
momentes, den  Hülfswinkel  a  mittelst  der  Gleichung  1*). 
Damit  ist  die  gestellte  Aufgabe  gelöst. 

Auf  dasselbe  Resultat  führt  die  später  zu  .behandelnde  Maximal- 
und  Minimal -Methode.  Damit  ist  eine  der  wichtigsten  Aufgaben  der 
Festigkeitslehre  gelöst,  denn  an  der  Trägheitsellipse  erkennt  man  z.  B. 
sofort,  dalfl  ein  auf  Strebfestigkeit  beanspruchter  Stab  senkrecht  gegen 
die  kleine  Achse  standhält,  in  ihrer  Richtung  aber  biegend  nachgiebt. 
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142)  Die  Curve  der  Radien  des  Centrifugalmomentes. 
In  Nr.  140  war  zur  Berechnung  des  Centrifugalmomentes  für  die 
um  a  gedrehten  Achsen  folgende  Formel  angewandt: 

1)  Jlf.^  =  cos2aJlf,y  +  -gSin2a(ry  —  T,). 
Führt  man  die  Radien  der  Momente  durch  die  Gleichungen 

Fk'=^M.^,    Fk\==M,,,    FqI^T.,    FqI  =  T, 
ein  und  dividiert  man  beiderseits  durch  jP,  so  entsteht  die  Gleichung 

2)  A*  =  Aj  cos  2  a  +  Y  (pl  —  p j  sin  2  a. 

Sind  hier  Tx  und  Ty  die  beiden  Grenzmomente,  sind  also  die  Achsen 
die  Hauptachsen,  so  ist  Mx,j  =  0,  also  auch  Aj  =  0,  die  Gleichung 
vereinfacht  sich  also  zu 


3) 


^*=Y(p2-9!)s>"2a. 


Hier   seien   die  Benennungen   wieder   so   gewählt,    dafs   q^  >  q^  ist. 
Dann  bilde  man 

4) 

so  dafs  sich  ergiebt 


»       J 


5) 


A*  ==  ^  sin  2  a  =  (e  sin  a)  (e  cos  a), 


so  dafs  X  mittlere  Proportionale  zwischen  e  sin  cc  imd  e  cos  a  ist. 

Dies  führt  zu  fol- 
^'^  "'  gender  Konstruk- 

tion für  den  Ra- 
dius des  Centri- 
fugalmomentes 
für  gegebenen 
Winkel  a  und 
a—  Q(fi  und  bei 
gegebenem  Maxi- 
mal -  Radius  9^ 
und  Minimai- 
Radius  Q^, 

Manbilde0-4=e 

=  VqI  -  qI      «nd 

schlage  den  zn  OA 

als  Durchmesser  gehörigen   Kreis,   ziehe   die    Sehnen   OE  und    OC 

unter    a®    imd    «^  —  90®    Neigung    und    verbinde    E   mit   A.     Zu 

AE  =^  e  sin  a  und  OE  =  e  cos  u  bilde  man  die  mittlere  Proportionale 


Centrifugalmomente  und  Trägheitsmomente  für  beliebige  Achsen.         93 


k  und  trage  sie  von  0  aus  als  Halbierende  OP  des  Winkels  EOC 
ein.    Dann  ist  OP  der  Radius  des  gesuchten  Centrifugalmomentes. 

Bezeichnet  man  den  Winkel  ÄOP  mit  qp,  so  ist  (p  =  cc  —  45®, 
also  a  =  q>  -\-  45®,  so  dafs  Gleichimg  3)  übergeht  in 

^*=  \  (qI  -  p!)  sin(29)  +  90»)  =  {  (q\  -  q\)  siii(90»  -  2,,) 
oder  in 
6)  X^=  \  (p^  —  q\)  cos  2  9  =  2  <^os  2(p, 

Da  jetzt   A   und   9   zusammengehören,   was   bei  A  und  a  nicht  der 
Fall  war,  so  kann  man  6)  als  Gleichung  der  gesuchten  Kurve 
in      Polarkoordi- 
naten betrachten.  ^*^  ^^^• 

In  Gleichung  6)  B 

liegt  aber  eine 
neuere  und  ein- 
fachere Konstruk- 
tionfür denRadius 
X  des  Centrifugal- 
momentes. 

Man  zeichne 
denselben  Kreis 
wie  vorher  und 
trage  M0C=2(p 
ein.  Als  Winkel- 
halbierende trage 

man  die  mittlere  Proportionale  zwischen  OM  und  OC  ein, 
was  OP=^X  giebt.  Dies  ist  der  Radius  des  Centrifugalmomentes 
für  die  beiden  unter  +  45®  gegen  OP  geneigten  Achsen. 

Beweis.     Nach  der  Konstruktion  ist 


also 


OM:OP=^OP:OC, 


0P^=  OM'  0C=  OM'  O^cos29?  =  |(6cos29))  =  ^cos29). 

Dies  stimmt  mit  der  Gleichung  6)  überein. 

Man  achte  auf  die  Ähnlichkeit  der  Dreiecke  OMP  und  OMC. 
Das  in  dieser  Konstruktion  liegende  Abbildungsprinzip  wird  uns 
noch  mehrfach  beschäftigen. 

Trägt  man  OP  auch  in  entgegengesetzter  Richtung  ab,  was  der 

Gleichung  c  =  i.]/^  entspricht,  so  bilden  die  Endpunkte  aUer  so 
konstruierten  Radien  OP  eine  schleifenförmige  Kurve,  die  sogenannte 
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Lemniskate;  genauer  bezeichnet,  die  gleichseitige  Lemniskate^ 
über  die  später  eingehender  zu  sprechen  sein  wird. 

143)  Dasselbe  Resultat  hätte  man  gefunden,  wenn  man  von 
den  Gleichheitsachsen  ausgegangen  wäre.  Für  diese  geht, 
da  für  sie  Tx  =  Ty,  also  p^  =  q^  ist,  Gleichung  2)  über  in 

X  =  X^  cos 2  aj=      cos 2 a^, 

denn  jetzt  ist  A^  gleich  dem  Maximalwerte  |,  also  ^1  =  0]/^=  OD 

in  Fig.  119  und  k  wäre  aufzutragen  gewesen  auf  die  Gerade,  die  den 
Winkel  zwischen  a^  und  a^  +  90^,  die  also  mit  der  einen  Gleichheits- 
achse,  den   Winkel    ''i J:^-^  +i^  =  «1  +  45«    bildet.      Setzt    man 

«1  +  45®  =  9i,  also  Oj  =  ^j  —  45«,  so  geht  die  Gleichung  für  X 
über  in 

X^  =  ^^-cos2((p^  -45«). 

Hätte  man  aber  von  der  um  45«  zurückliegenden  Hauptachse  aus 
den  Winkel  gezählt,  so  hätte  man  statt  gj^  zu  schreiben  q)  -f-  45« 
und  aus  q)^  —  45«  wäre  geworden  (p  -j-  45«  —  45«  =  q>.  Demnach 
hätte  man  wieder  die  Gleichung 

6)  A^  =  -  cos  2  9 

gefunden. 

144)  Bemerkungen  über  die  Lemniskate  des  Centrifugal- 
momentes. 

OA   und   OB   sind    die  Hauptachsen   der    Trägheitsellipse.     Da 

pg  >  Qi    angenommen  war,   ist   —  <  — ,    d.  h.  die  grofse  Achse  der 

Trägheitsellipse  fällt  in  die  Richtung  0-4,  die  kleine  in  die  Richtung 
OB.     Man* bezeichnet  die  Punkte  M  und  M^   als  Brennpunkte  der 

Lemniskate.      Für    ^  =  0    ist    X^  =      cos  0  =  — ,    dies    giebt    den 

Maximalwert  Ol)  =  ey^-  =  OAyj  für  den  Radius  des  Centrifugal- 
momentes.     Für  y  =  -j-  45«  erhält  man 

A2  =  ^Jcos90«  =  0. 

Demnach  geben  die  Richtungen  +  45«  unendlich  kleine  Sehnen,  d.  h. 
Tangenten.  Im  Punkte  0  haben  also  die  Tangenten  der  Lemniskate 
die  Richtungen  +  45«.     Es  verhält  sich 

OM :  OD  =  '^  :  IY2  =  1  :y2. 
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Durch  Gleichung  6)  war  die  Lemniskate  in  Polarkoordinaten 
dargestellt.  In  gewöhnlichen  Koordinaten  würde  sie  folgendermafsen 
zu  bilden  sein.     Es  ist 


X 


^"  +  y    =  ^7      <^0S9  =  y  = 


X 


also 


1       y^r*  +  y*  ' 


sm  9?  =  ^= 


X  y/x^  +  y«  ' 


cos  2  op  =  cos'* »  —  sm*  w  =  -,— , — = j- , — ^  =  -,—;—* 

^  ^  ^        .t'  +  y*        .T*  +2/         x*  +  y* 

Gleichung  6)  geht  aber  über  in 


oder  in 

7) 


^    'T  y    —  2  x-"+~y* 


(^^  +  yO^  =  !T(^-yO- 


Fig.  121. 


Fig.  120. 


Die  Haupteigenschaft  der  Kurve  ergiebt  sich  aus  Folgendem: 
Man  verbinde  einen  Lemniskatenpunkt  P  mit  -Sfund  M^,  dann  ist 


folglich 


2*  =  («  — I)  +y*, 


pY  =  [(^  +  »*  +  J)  +  ex]  .  [(:r»  +  y^  +  ^J)  -  ex] 


oder 


=  (a^  +  y'  + 1)*  -  e 


2^2 


1>»2«  =  (o:*  +  y*)*  +  '  (x^  +  y*)  + 


^  9      9 

16  -  '^  ^ 


Nach  Gleichung  7)  ist  aber  für  die  Lemniskatenpunkte 


0  =  (««  +  ff  -  ;  (x«  -  y«) 
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Durch  Subtraktion  folgt  aus  den  letzten  beiden  Grleichungen 


P^(l^  =  e^^^  +  r«  —  ^^^'  =  hy 


6  906 

also  ist 

Das  Produkt  der  „BrennstrahJen"  einer  Lemniskate  ist  also 
eine  konstante  Gröfse. 

Ist    km    der    Maximalbetrag    für    den    Radius    des    Centrifugal- 

momentes,  so  ist  A,„=<?1/y,  man  kann  also  auch  schreiben 


(Xm|/2) 


in 


Aus  der  Eigenschaft  8),  welche  die  Lemniskate  als  besonderen  Fall 
der  Cassinischen  Kurven  pq  ==  a^  erscheinen  läfst,  folgt  eine  weitere 
einfache  Konstruktion  der  Lemniskate.  Nimmt  man  nämlich  p  will- 
kürlich an,  so  konstruiert  man  nach  8)  q  mit  Hülfe   der  Proportion 

e         e 
P'2^-2''^' 

Die  Lemniskate  füllt  eine  gewisse  Lücke  in  der  Kurvenlehre  aus, 
denn  j)  -{-  q  ==  2a  und  2>  —  q  =  '2a  sind  die  Gleichungen  der  Ellipse 

und  der  Hyperbel,  =  c  ist  die  Gleichung  des  Kreises.  Hier  er- 
scheint p  '  q  =  c  als  Gleichung  der  Lemniskate,  womit  eine  gewisse 
Gruppe  von  Kurven  abgeschlossen  ist.  —  Später  soll  näher  auf  diese 
Kurve  eingegangen  werden. 

145)DieFixpunkte  oder  die  Punkte  konstantenTrägheits- 
momentes. 

Die  durch  den  Schwerpunkt  gehenden  Koordinatenachsen  seien 
die  Achsen  kleinsten  und  gröfsten  Trägheitsmomentes  T^  und  T,j . 
Auf  der    F- Achse  trage  man  die  Entfernungen  SC^  und  SC^  gleich 

VqI  —  Pi  =  i  ^  *^-     Dann  wird  behauptet,  (\  und  Cg  seien  für  die 
beliebig  gestaltete  Fläche  F  die  Punkte  konstanten  Trägheitsmomentes. 
Beweis.    Für  jede  Achse,  die  mit  der  Hauptachse  X  den  Winkel  cc 
bildet,  ist,  da  für  die  Hauptachse  3/,^  =  0  ist,  nach  Nr.  133 

Qa=^9i^^^  a  +  PjCos  cc, 

also  ist  für  die  parallele  um  p  entfernte  Achse  KL  nach  dem  Ver- 
schiebungssatze (wo  F  sich  weghebt) 

Q^  =  9l+  P'  =  9I  siii^ «  +  p!  cos^  a  +  /. 
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Sind  nun  p^  und  p^  die  von  C^  und  C^  auf  die  neue  Achse  ge- 
fällten Lote,  so  ist 


folglich 


folglich 


Pi=p  —  ß  cos  a,    p^=p  -\-  e  cos  a, 

Fig.  ISi. 

B 


jPiPj  =p^  —  e^  cos*  cc 


p^  =  p^p^  +  ^*  cos*  a 

und  demnach 

(»  =  (>j  sin  a  +  pj  cos  a 

+  P1P2  +  Pa  cos  a  —  Q^  cos  a 
oder 

Q^  =  (>2  (^^^  ^  +  ^^^*  '^)  +  i^i-P« 

=  9l+PlP2' 

Legt  man  nun  die  Parallele  durch 
C^  oder  durch  C^y  so  wird  ent- 
weder Pi  oder  j}^  gleich  Null,  d.  h. 
es  wird  Q  =  Q^r  ^^^  dabei  ist  a 
ganz  gleichgiltig. 

Folglich:   Legt   man   durch 
die  Fixpunkte   C^  und  C^  beliebig  gerichtete  Achsen,  so   ist 
für  sämtliche  das  Trägheitsmoment  gleich  grofs  und  ergiebt 
sich   aus  dem  Radius  q^  des  maximalen  Trägheitsmomentes. 

Für  beide  Fixpunkte  gehen  also  die  Trägheitsellipsen  in 
Kreise  über. 

Kennt  man  die  Lage  der  Fixpunkte,  so  berechnet  sich 
das  Trägheitsmoment  für  jede  beliebige  Achse  der  Ebenen 
mit  Hülfe  der  Gleichung 

Q^  =  qI  +AP2, 

wo  Pi  und  p^  die  Entfernungen  der  Geraden  von  den  Fix- 
punkten sind. 

(Der  zweite  Posten  ist  positiv,  weim  p^  und  p^  gleichgerichtet 
sind^  negativ  bei  entgegengesetzter  Richtung.) 

Der  grofse  Vorteil  liegt  darin,  dafs  jetzt  goniometrische 
Funktionen  überflüssig  sind,  und  dafs  auch  graphisch  ver- 
fahren werden  kann. 

Holcm aller,  Isgenieur- Mathematik.    I.  7 
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146)  Die  Culmansche  Trägheitsellipse.  Es  sei  erwähnt,  dafs 
im  Ansehlufs  an  Clebsch  durch  Culmann  eine  zweite  Trägheits- 
ellipse eingeführt  w^orden  ist,  deren  bisher  absichtlich  nicht  gedacht 
wurde.     Es  handelt  sich  um  die  Ellipse 


welche    q^   und  pg;    ^-  ^*    ^^^   Maximal-    und   den   Minimalwert   des 
Trägheitsradius  für  das  Strahlenbüschel  durch  einen  beliebigen  Punkt  0 

zn  Achsen  hat. 
^'«  ^*«  Ihre  Bedeutung  ergiebt 

sich    aus     folgender    Be- 
trachtung. 

In  Fig.  12B  ist  ein  Kreis 
mit  Radius  q^  und  die 
Culmannsche  Ellipse  für 
einen  beliebigen  Punkt  0 
der  Ebene  gezeichnet. 
Durch  0  ist  eine  beliebige 
Gerade  KL  mit  Neigung  a 
gezeichnet:  Legt  man  durch 

die  mittels  e  =  YqI  —  qI 

konstruierten  Brennpimkte 

F  und  t\  Senkrechte  zu 

ihr,  so  geben  die  Schnitte  G  und  H  mit  dem  Kreise  bekanntlich  eine 

Tangente  der  Ellipse.    (Vergl.  Meth.  Lehi'buch  II,  Ster.  14.)    Es  wird 

behauptet,  OJ  sei  der  Trägheitsradius  für  KL. 

Beweis: 


OJ'  =  OH'  —  Jlf=^ 


2 


(OFi-cosa)*  =  ^' 


2  2 

e  cos  a 


2  /2  2\2  2/i  2\,2 

=  9i—  (^2  —  9i)  cos  a  =  p,  (1  —  cos  a)  +  q^ 


cos  a 


2 


2 


==  p^sin  (X'  +  p^cos  a. 
Es  ist  aber  auch  für  die  unter  a  geneigte  Gerade  nach  Nr.  133 

S  2*3  *       2  3 

(>   =  ()g  sm  a  -f"  (>i  <^os  a, 

also  ist  OtP  =  Q^  und  OJ=q. 

Folglich:  Berechnet  man  für  jede  durch  0  gehende  Ge- 
rade das  Trägheitsmoment  der  Fläche  t]  und  zieht  man  für 
jede  eiue  Parallele  in  dem  berechneten  Abstände,  so  um- 
hüllen die  Parallelen  die  Culmannsche  Trägheitsellipse. 
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Diese  Ellipse  ist  namentlich  in  graphischer  Hinsicht  von  Wichtig- 
keit, und  sie  wird  hier  nur  vorläufig  erwähnt,  um  Verwechselungen  vor- 
zubeugen. Ist  0  der  Schwerpunkt  S,  so  hat  man  die  Culmannsche 
Centralellipse. 

Die  Culmannsche  Trägheitsellipse  ist  ähnlich  und  ähnlich  liegend 
zur  ersten  Ellipse.  Die  Mittelpunkte  beider  fallen  zusammen.  Die 
Brennpunkte  der  Lemniskate  des  Gentrifugalmoments  liegen  auf  der 
grofsen  Achse  beider  Ellipsen,  die  Fixpunkte  auf  der  kleinen.  Später 
soll  die  zweite  Ellipse  eingehend  behandelt  werden. 

147)  Um  zu  erkennen,  auf  was  es  bei  den  Berechnungen  dieses 
Kapitels  ankommt,  mufs  man  einige  numerische  Beispiele  nach  jeder 
Richtung  hin  durchrechnen.  Wird  z.  B.  mit  Millimetern  gerechnet, 
so  nimmt  die  Trägheitsellipse  erster  Art  mikroskopisch  kleine  Dimen- 
sionen an,  so  dafs  man  sie  in  1000-  bis  10000-fachem  Mafsstabe 
zeichnen  mufs,  um  sie  zu  veranschaulichen.  Die  Culmannsche  Ellipse 
dagegen  erhält  brauchbare  Dimensionen.  Für  den  Maschinenbau 
sind  solche  Berechnungen  von  geringerer  Wichtigkeit,  wohl  aber  für 
die  Eisenkonstruktionen  des  Hochbau-  und  Brückenbauwesens.  Für 
die  dort  auftretenden  Querschnitte  sind  Normalprofile  festgestellt. 
Jedes  derselben  kann  als  lehrreiches  Übungsbei spiel  Verwendung  finden. 
Im  nachstehenden  Abschnitte  ist  ein  ungleichschenkliges  Winkeleisen 
numerisch  behandelt.  Ein  Nomialprofil  wurde  absichtlich  nicht  ge- 
nommen, um  gewisse  Eigentümlich- 
keiten schärfer  hervortreten  zu  lassen. 

Abgesehen  von  der  rein  prak- 
tischen Verwertung  für  die  Festig- 
keitslehre lassen  sich  aber  viele  physi- 
kalische Betrachtungen  über  die 
Theorie  der  Drehung,  der  Centrifugal- 
kraft,  der  Pendelschwingungen,  des 
Siofses,  des  Wasserdrucks  u.  dgl. 
mit  jedem  solchen  Beispiele  verbinden. 


K 


X. 


'/ 


-^* 


>»_ 


148)  Beispiel  des  ungleich- 
schenkligen Winkeleisens. 

Gegeben  sei  h  =  300  mm,  \  = 
20  mm  =  6i ,  62  =  200  mm .  Die 
Hauptaufgabe  soll  darin  bestehen, 
die^  Lage    der   Hauptträgheitsachsen  ^  V^io 

für  den  Schwerpunkt  zu  bestimmen 

und  daraus  gewisse  Schlüsse  zu  ziehen.    Der  Einfachheit  halber  sind 
die  Resultate  jedesmal  auf  ganze  Millimeter  abgerundet.    Dadurch  treten 

7* 


Fig.  121. 
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Ungenauigkeiten  in  die  Rechnung,  die  praktisch  ohne  Belang  sind, 
da  der  homogene  Charakter  des  Materials  doch  niemals  verbürgt 
werden  kann. 

a)  Schwerpunktsbestimmung.    Die  Koordinaten  des  Schwer- 
punkts werden  nach  Nr.  3) 

^*l  +  W  (2  ^1  +  ^2)         20  •  280*  +  200  •  20  (560  +  20) 


Ä,= 


2  {W  +  fejÄj)  2  (^20  •  280  +  200  •  20) 

3  888  000  ,^..0 

=  e><j  2O0  mm, 


19  200 

^1^*1  +  ^2^2      20«  ■  280  +  200*  •  20     912  000       .  ^ 
'    2  (fei  \  +  b^  \)         2  (20  •  280  +  200  •  20)    19  200         ^ 

b)  Die   Trägheitsmomente   Tx  und  Ty  werden  nach  Nr.  61) 

=  ^20.  203*^  +  200  .  QV  —  180  •  77»]  =  -^  89  220000. 

=  3-  [300  .  48»  —  280  .  288  ^  20  •  lo2s]  =  ~  32  420  000 . 

Demnach  ist  das  polare  Trägheitsmoment  für  den  Schwerpunkt 

T  =  121640000. 

p 

c)  Das  Centrifugalmoment  M^y  für  die  Schwerpunkts- 
achsen. 

Für  den  Mittelpunkt  jedes  Rechtecks  ist  das  Centrifugalmoment 
gleich  NuU.  Nach  dem  Verschiebungssatze  ist  dann  M^  =  i)  -\- p^q^t\, 
il/o  =  0  +  j?g^2^2>  "^^  zwar  sind  die  p  positiv  einzustellen  bei 
Verschiebung  nach  links,  die  q  positiv  bei  Verschiebung  nach  unten. 
Für  das  Rechteck  mit  Seite  300  sind  die  Verschiebungen  p^  =  —  38, 
q^  =  —  53,  die  Fläche  F^  =  6000.  Für  das  Rechteck  mit  Seite 
2(K)  —  20  =  180  sind  die  Verschiebungen  p,  =  +  ()2,  q^  =  +  87, 
die  Fläche  /;  =  3600. 

So  ergiebt  sich 

3/^  =  0  +  (—  38)  (—  53)  6000  =  12  080  fX)0 , 
M^  =  ()+(+  62)  (+  87)  3600  =  19  420  000, 

folglich  ist  das  gesamte  Centrifugalmoment 

d)  Die  Lage  der  Hauptträgheitsachsen. 
Nach  Nr.  140  ist 
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i      .^              ^  '^^JTfj              C3  (»00  000                  630 
tan  Ja  =  -;^ ^,  =  ^      = • 


630 


lg— =  lg  tan I  =  0,04499,    also   gehört   zum    positiTen  Bruche 

im  ersten  Quadranten  der  Winkel  |  =  47^  o8',  zum  negativen  Bruche 
also  im  zweiten  Quadranten  der  Winkel  2a  =  132®  2^,  so  dafs  a  =  ()(>®  1' 
ist.     Folglich: 

Die  eine  Hauptachse  der  Trägheit  ist  imter  Gl)®  1'  gegen  die 
positive  Richtung  der  X-Achse  geneigt.  Die  andere  steht  senkrecht 
dagegen. 

e)  Das  maximale  und  das  minimale  Trägheitsmoment. 

Nach  Nr.  141)  wird  für  die  beiden  Grenzmomente 

T   4-  T  T    T 

=  — --^^  -\ r — ^  8ec2a 

=  60  820  000  4-  ' -*^^,  =  W  x-2i)  0«  k  »  -4-  42  420  000 . 

—  C08  tSi'  2  ' 


Folglich  ist 


T  =  103  240  000 ,     T=18400(KX>. 

max  min 


Die  Summe  beider  giebt  selbstverständlich  wieder  Tp. 

f)    Das    maximale    Centrifugalmoment    für    das    Strahlen- 
bOschel  durch  8  ist 

7  —  7 


3/  =  !?L*L_  --  =  42 420 (HHK 

max 


g)  Die  Grenzwerte  der  Trägheitsradien. 
-,  /  r  

1/   max  i/lOa»4000U  mOTi  1AI 

Q=  y  -jr=  y    ^^     =  103,71  mm  ==  ~  104  mm, 

max  -^ 

p  =  |/|  =  |/-:|p  =  43,78  nun  =  ~  44  mm. 

min  •* 


h)    Die   erste    Centralellipse    würde    die    Halbachsen    i,*,^mni 
und  44  mm  erhalten,  so  dafs  ihre  graphische  Darstellung  bei  den  an- 

genonoimenen  Mafsen  nicht  praktisch  erscheint.  In  umstehender  Figur 
ist  sie  im  willkürlich  gewählten  10  000-fachen  Mafsstabe  eingetragen, 
was  6  =  96  mm,  a  =  227  mm  giebt.  Letzteres  fUUt  in  die  Richtung 
KLy  ersteres  in  die  Richtung  MN, 

Hauptachse  ist  das  Verhältnis   104:44  oder  20:11    oder  etwa 
5 : 2  für  beide  Achsen. 
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Man    erkennt    für    die    Festigkeitslehre    sofort    Folgendes:    Bei 
Strebbeanspruchung  giebt  das  Winkeleisen  in  der  Richtung  MN 

nach,    hält    aber    stand   in   der 
Fig  125-  Richtung  KL.  Die  Tragfähigkeit 

im  einfachsten  Einspannimgs- 
falle  ist,  wie  die  Festigkeits- 
lehre zeigt,  höchstens 


j.  je; 

■p '"        min 


7f 


WO  P  die  Tragfähigkeit,  E  der 
Elasticitätsmodul  des  Materials, 
l  die  Höhe  ist.  (Alles  auf  Kilo- 
gramme und  Millimeter  reduziert.) 

Bei  Biegimgsbeanspruchung 
durch  ein  in  senkrechter  Ebene 
wirkendes  Kräftepaar  würde  es 
am  günstigsten  sein,  MN  hori- 
zontal anzubringen.  Im  Falle  des  Freiträgers  würde  die  Grenze  der  Trag- 

SW 
fähigkeit  sein  P  =  -y- ,  wo  S  die  zulässige  Spannung  des  Materials, 

{  die  Länge  des  Freiträgers,   TF  =  —  bezw.  W  =  -  das  Widerstands- 

moment  (auch  Querschnittsmodul  Z  genannt)  des  Querschnitts  be- 
deutet. MN  ist  bei  dieser  Belastungsart  neutrale  Achse,  Ci  und  e^ 
sind  die  Entfernungen  der  äufsersten  Fasern  des  Materials,  wo  die 
Zug-  und  Druckspannung  am  stärksten  werden.  Welcher  von  den 
beiden  Moduln  zu  wählen  ist,  hängt  von  den  Tragmoduln  des  Materials 
für  Zug  und  Druck  ab. 

Die  Festigkeitslehre  zeigt  femer  Folgendes.  Wird  der  Frei- 
träger in  beliebiger  Lage  eingemauert,  z.  B.  in  der  gezeichneten,  und 
wirkt  das  Kräftepaar  in  senkrechter  Ebene,  so  gilt  als  neutrale 
Achse  der  zu  dieser  Ebene  konjugierte  Durchmesser  der 
Ellipse,  dessen  Richtung  sich  aus  der  Tangente  im  Schnittpunkte 
ergiebt. 

Denkt  man  sich  den  Querschnitt  homogen  mit  Masse  belegt 
und  um  eine  in  seiner  Ebene  liegende  Schwerpunktsachse  gedreht,  so 
setzt  er  der  beschleunigten  Drehung  den  gröfsten  Widerstand  ent- 
gegen, wenn  MN  Drehungsachse  ist,  den  genngsten,  wenn  KL  als 
solche    gewählt   wird.      Die    entsprechende    Energie    wird    im    ersten 

Falle  T      y  im  andern  T     ,  wo  d^  die  Winkelgeschwindigkeit  ist. 

min    - 


max 


Aus  der  Drehung  um  eine  Achse,  die  in  S  auf  der  Querschnitts- 
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ebene  senkrecht  steht,  wird  die  Ceutrifugalkraft  gleich  Null,  die  Enei^ie 
wird  Tp*'- 

i)   Die   Culmannsche  Trägheitsellipse.      Ihre  lange  Haupt- 
achse   fiillt  mit   der  der   ersten  Trügheitsellipse 
zusammen,  der  sie  ithnlich  ist.     Die  Hauptachse  »''s-  im. 

a,  =  lOi  mm  fäUt  in  die  Richtung  MN.  Die 
Brennpunkte  !<'  und  F,  liegen  in  den  Ent- 
iemungeu 

r  =  Vq-~^0^  =  yUhl*  —  44*  =  --  +  1)4  mm     ^ 

von  S  auf  MN. 

Trägt  man  diese  Entfernungen  von  S  aus  auf 
KL  ab,  so  findet  man  die  Fixpimkte  C  und  C\  des 
Querschnittes.  Für  diese  sind  also  die  Triigheits- 
cllipsen  Kreise   vom  Uadius  p  ^  104  mm.     Für 

beliebig  gerichtete  durch  Cund  C\  gehende  Achsen 

sind  die  Trägheitsmomente  gleich  T=  10:^2400iM).     Man  erhalt  den 

TrÄgheitsradius  für  eine  beliebige  Achse  der  Ebene  durch  die  Gleichung 

p'  =  p'  +  y'i  Ih  =  10-**  +  Pi  Ps , 

wo  j),   und  j(j   die  TOn  den  Fixpunkten  aus  auf  die  neue  Achse  ge- 
fällten Lote  sind. 

Für  jede  durch  S  gehende  Aehwe  findet  man  den  Trfigheit.s- 
radius,  indem  man  auf  die  parallele  Tangente  der  zweiten  Ellipse 
ein  Lot  fiillt. 

k)  Die  Lemniskate  der  Centrl- 
fugalmomente  für  je  zwei  Schwer- 
punktsachseu. 

Ihre  Brennpunkte  fallen  in  die 
Richtung  MN  und  haben  von  S  die 
Entfernung  +  ^  =  +  *'  =  +  47.  Der 
gröfste  Halbmesser  SG  wird  gleich 
cy\  =  94]/^  =  '-  titi  mm  =  i. 

Da  X^F=^Ma,tx  werden  mufs,  so 
ergiebt  sich  hier  eine  wichtige  Ilech- 
nungsprobe.  Man  erhält  in  derThatden 
früheren  Werth  i' .  9600  =  42  420  0()0, 

Einige  Punkte  der  Lemniskate  hätte  man  aus  dem  Obigen 
ableiten  können.     Für  die  unter  45"  geneigte  Gerade  hätte  man  als 


Flg.  IST». 


-  K 
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Radius  des  Centrifugalnioments  gefunden  k^^  ^  ^p"  ^  r  ""^*^ 
=  "j  57  mm.  Dies  mufs  mit  der  Zeichnung  übereinstimmen  und 
giebt  durch  Symmetrie  noch  drei  andere  Punkte  der  Kurve. 

1)  Bei  der  Drehung  um  irgend  eine  in  der  Querachnittsebene 
liegende  Schwerpunktsachse  entsteht  im  allgemeinen  ein  aus  zwei 
senkrecht  gegen  diese  gerichteten  Centrifugalkräften  zu  bildendes 
Centrifugalmoment,  dessen  Gröfse  durch  den  Winkelhalbierenden  Radius 
der  Lemniskate  angegeben  wird.     Dieser  Radius   ist  gleich  Null  in 


den  Richtungen  der  Tangente  RQ  und  VW,  folglich  ist  das  Centrifugal- 
moment  gleich   Null   für   die   Hauptachsen   KL   und   MN.     Diese 


sind  also  freie  Achsen  des  Querschnittes.    Die  dritte  freie  Achse 
ist  das  in  S  auf  der  Querschnittsebene  errichtete  Lot. 
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m)  Auf  andere  Aufgaben  der  Mechanik,  bei  denen  es  sich  um 
Pendelschwingungen,  excentrischen  Stofs,  um  Mittelpunkt  des  Wasser- 
drucks und  dgl.  handelt^  sei  gelegentlich  dieses  Übungsbeispiels  nur 
kurz  hingedeutet,  da  sie  nur  für  die  Ibung  im  Ansätze,  nicht  aber 
für  die  Praxis  Wert  haben. 

149)  Im  Anschluss  an  Culmanns  Graphische  Statik  sind  in  den 
nebenstehenden  Figuren  noch  einige  Centralellipsen  zweiter  Art 
für  gewisse  Querschnitte  skizziert  worden,  die  für  Ubungsbeispiele 
brauchbar  sind. 

Fig.  mg. 


Fig.  127  h. 


Fig.  127**  stellt  den  Querschnitt  einer  Schiene  dar,  Fig.  127^  ein 
Winkeleisen,  Fig.  127^  ein  J -Eisen,  Fig.  127«  ein  Z- Eisen,  Fig.  127^ 
ein   ü -Eisen,    Fig.  127«   ein  T-Eisen, 
Fig.  127**    ein     Quadrant-Eisen,     auch  Fig.  128. 

Zores-Eisen  genannt. 

150)   Aufgabe.    Die  Qrenzträg-     s 
heitsmomente    des  Viertelkreises     ''   ^ 


für  den  Mittelpunkt  zu  berechnen. 
Ajas  Tg==  Ty  =  ^--  folgt  nach  der 
Gleichung 

für  den-^a  =  45® 

T^  =  T,(cos^  a  +  sin*a)  —  sin  2aM:c!/  =  Ix  —  siii  2aJlfry . 

Nun  ist  aber  Jtfa.y=   -,  folglich 
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T.= 


r*7t 

Ig 


sm{2- 4b^)M,,= 


T„  ==  - 


r*yt 


r*7f 
16 


r*7C 


»4 


16  (^  ^)  -^raiiif 


16 


sin(-90»)lf,,  =  ijf  +  ^  =  ^(„  +  2)  =  T. 


max 


151)  Aufgabe.  Dasselbe  für  deu 
Achtelkreis. 

Nach  vorigem  Abschnitt  folgt  aus  Tt 
für  Tjc  die  Hälfte,  also 


Da  aber  Tp  =  -v  -  ist,  so  folgt 


j.,j  —  J.JJ 


^■r  =  ~ATy ^  (*  —  2) 


32 

«.4 


32 


=  Jo  (^  +  2). 


Für  die  Gleichheitsachsen  OG  und  OG^  hat  man 


r*n 


^  m  ^/^ i_^ 

■^'J—    2    ~    32 

Wie  vorher,  ist 

T,  =  T^  (cos^  a  +  sin*«)  —  sm2aM,,=  T^  — sin  (2.22]^)  Jtf^^, 

folglich 

M,,  sin  45«  =  T^  —  T^ 

und  das  Maximum  des  Centrifugalmomentes  für  0 


r*7t        r* 


-^•^^^  sin  45« 


^9-  (^  -  2) 


*.« 


Folglich  ist 


32         32  -  _  r'    /,^ 


M^y  =  COS  2aM,g  +  -^  sin  2a  (T,  —  ^»)  =  cos  45«  •  '^y^ 


demnach 


2    16 


0 


16 


T^  =  Tx  cos  22  J  +  T;  sin  22  ^  —  sin  4f>Uf^,  =  ^  («  —  2 ) 


1  + 


vT 


"^  32  ^        "^     '  S  Vi    IG  32  16  '^    2  16  '^    2 

32  Ö~  ^  ^  32  l'^  —  ''^V*'^)         -*  min  ? 
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dagegen 

J,  -  I«.n  =  ^^  -  -^  («  -  2 1/2)  =  ^;  («  +  2  yi)  =  T. 


maz 


Diese  Resultate  werden  sich  später  in  einer  allgemeinen  Fomxel 
bestätigen. 

152)  Eine  brauchbare  Beziehung  zwischen  dem  Trägheits- 
moment und  dem  Centrifugalmoment  ergiebt  sich  aus  folgender 
Betrachtung. 

Nach  Nr.  133  ist  für  die  um  a  und  die  um  j3  ä=  a  -j-  90^  gegen  die 
grofse  Hauptachse  geneigten  Achsen 

9a  =  9%  ^"^  «  +  Pi  cos^  a 

a  9  9  9  9 

9i  "^  ^2  ^^^  a  +  (>j  sin  a 

52  /    2  2\      • 

A  =  (pj  —  qA  sm  a  cos  a. 

Man  bilde  aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  durch  Multiplikation 
eine  neue,  aus  der  dritten  durch  beiderseitige  Quadrierung  ebenfalls. 
Aus  den  neuen  Gleichungen  bilde  man  eine  weitere  durch  beider- 
seitige Subtraktion.     Dann  erhält  man 

82  ,4  4-2  2  ,22/. 4  ,  *\i*-2^_2 

[A.  9  9  999  ^.9  9l 

pg  sin  «  cos  a  —  ^p^p^  sin  a  cos^  «  +  Pi  ^^  ^  ^^^  ^J 

32/.    4  in'2  2  i^«4\ 

=  pjPj  (^sm  «  -(-  2  sm  a  cos  a  +  ^^^  ^/ 

22/-2  •  2\2  22 

=  Pj()2(sm  a  +  cos  aj   =  (^^pg . 
Demnach  ist 

.4  2     2  2    2 

^    =9a9^  —  9v92 
oder 

i*  =  (9ae/*)'— (eiQ2)'- 
Daraus  folgt  z.  B. 

oder 

Von  der  letzteren  Beziehung  soll  später  eine  wichtige  Anwendung 
gemacht  werden. 
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153)  Zu  den  rein  mathematischen  Aufgaben,  die  durch  die  Er- 
gebnisse der  vorstehenden  Abschnitte  lösbar  geworden  sind,  gehören 
solche  über  ganz  beliebig  abgeschrägte  Körper,  z.  B.  folgende:  Der 
Norraalschnitt  eines  Körpers  sei  ein  Halbkreis,  der  Körper  werde 
durch  eine  ganz  beliebige  Ebene  abgeschrägt.  Sein  Schwerpunkt 
soll  bestimmt  werden.  Dasselbe  ist  für  den  Fall  zu  leisten,  dafs 
er  oben  und  unten  durch  ganz  willkürlich  geneigte  Ebenen  ab- 
geschrägt wird.  Aufgaben  physikalischer  Art  wurden  bereits  mehr- 
fach angedeutet. 


Abschnitt  V- 

Einige  Hülfsmittel  der  Elementar -Mathematik, 

(Methode  der  unendlich  dünnen  Schichten.) 


154)  Bisher  kamen  nur  mathematische  Vorkenntnisse  zur  An- 
wendung, die  auf  sämtlichen  höheren  Schulen  erworben  werden  können. 
(Höchstens  die  Guldinsche  Formel  ist  hier  und  dort  noch  vom 
Gymnasium  ausgeschlossen.)  Von  jetzt  ab  sollen  Fortschritte  dadurch 
erzielt  werden,  dafs  auch  die  Newton-Simpsonsche  Regel,  die 
Schiehtenformel  oder  Summenformel  für  ganze  positive  Ex- 
ponenten und  die  Schichtenformel  für  gebrochene  und  für 
negative  Exponenten  zur  Anwendung  gelangen.  In  dem  Metho- 
dischen Lehrbuche  des  Verfassers  über  die  Elementarmathematik  ist 
das  Nötigste  darüber  gesagt,  auch  sind  dort  zahlreiche  Beispiele  ge- 
geben, besonders  im  dritten  Teile.  Für  Xichtbesitzer  des  Buches  sei 
das  Nötigste  auch  hier  auszugsweise  dargestellt.  Jede  der  drei  Formeln 
ist  ein  formlicher  Hebel  der  Elementarmathematik,  mit  dessen  Hülfe 
weite  Gebiete  der  Technik  bezwungen  werden  können.  Zum  Schlufs 
soll  noch  die  erweiterte  Simpsonregel  für  angenäherte  Berech- 
nungen erörtert  werden. 

A.  Sie  Newton-Simpsonsche  Regel  far  Körper  und  Flächen  und 
die  Scliiehtenformel  für  Querschnitte  Ms  zur  dritten  Ordnung. 

155)  Fig.  130  stellt  den  AufriTs  von  vier  Körpern  gleicher  Höhe 
dar.  Der  erste  sei  ein  Prisma  oder  ein  Cylinder,  dessen  Querschnitts- 
fläche  überall  gleich  a  ist.  Sein  Inhalt  ist  ah.  Der  zweite  sei  ein 
Dreieckskörper,  dessen  Querschnittsfläche  in  jeder  Höhe  y  gleich  hy  sei, 

IT* 

also  in  der  Höhe  h  gleich  hh.    Sein  Inhalt  ist    ,^   •    Bei  dem  dritten 

nehme  die  Querschnittsfläche  zu,  wie  bei  einem  geraden  Kreiskegel 
oder  einer  geraden  Pyramide,  die  auf  die  Spitze  gestellt  sind,  d.  h. 
die  Querschnittsfläche  soll  proportional  dem  Quadrate  der  Höhe  sein, 
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z.  B.  gleich  cy^  in  jeder  Höhe  y,  gleich  cli?  in  der  Höhe  h.  In  der 
Zeichnung  ist  der  Körper  so  gedacht,  daXs  er  als  gerade  Säule  über 
der  Zeichnungsebene  steht  und  zwar  über  der  gezeichneten  Fläche,  die 
nach  dem  Früheren  auf  der  einen  Seite  parabolisch  begrenzt  sein 
mufs.  Der  gezeichnete  Körper,  und  der  mit  ihm  verglichene  Kegel, 
bezw.  die  mit  ihm  verglichene  Pyramide  haben  sämtlich  die  Höhe  A 
uneK  die   Grundfläche   cä^,   ihre  Querschnittsflächen   sind  in  gleichen 


PiR.  180. 


A       — 


j*i-j!r_ 


Gr-    oder  -- 


Höhen  inhaltsgleich,  folglich  stimmen  nach  Cavalieri  auch  die  körper- 
lichen Inhalte  überein.    Jeder  ist  also,  wie  die  Pyramide,  vom  Inhalt 

(Die  Parabel    schneidet   vom  Rechteck   den   dritten 

Teil  ab.)  Bei  dem  vierten  Körper  sei  die  Querschnittsfläche  proportional 

der     S***»    Potenz     der 

Fig.  181. 

dh  *  <Jh^ 

~~7 


Höhe,  und  zwar  soll 
den  Höhen  y  und  h 
bezw.  di^  bezw.  dJv' 
entsprechen.      Dafs    er 

den  Inhalt—-  hat,  läfst 

sich  folgendermafsen 
zeigen:  Figur  131  stellt 
den  dritten  und  vierten 
Körper  noch  einmal 
dar,  nur  ist  beim  dritten 
d  statt  c  geschrieben. 
Nach  Cavalieri  liegt  bei  dem  letzteren  der  Schwerpunkt,  wie  bei  der 

Pyramide,  in  der  Höhe  ^  h.     Das  statische  Moment  des  Körpers  in 
Bezug  auf  die  Grundfläche  ist  also  M  =^  J  ^h  =  -^-  -^  h  ==  -r-  • 

Das   statische  Moment  der  Fläche  dy-  in  Bezug  auf  die  Grund- 


^: 


_^ ^^  -i :k I 
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fläche  ist  aber  dy^  •  y  =  rfy^,  das  der  obersten  Fläche  dh^  •  h  =  rfÄ', 
und  gerade  so  grofs  sind  die  entsprechenden  Querschnittsflächen  des 
daneben  stehenden  Körpers.  Weil  nun  die  Mafszahlen  für  die  Quer- 
schnittsflächen des  letzteren  ebenso  grofs  sind,  wie  die  Mafszahlen  der 
statischen  Momente  für  die  Flächen  des  vorigen,  so  mufs  die  Mafszahl 
für  den  Inhalt  des  letzten  Körpers   dieselbe  sein,   wie  die  Mafszahl 

für  das  statische  Moment  des  vorigen,  nämlich  —  • 

So  hat  man  zunächst  folgenden  Satz: 

Ist  der  Querschnitt  eines  Körpers  in  jeder  Höhe  y  von 
der    Form   q  =  a,   oder   q  =  by,   oder   q  =  cy^^   oder   q  =  dy*, 

so   ist  der  Inhalt  von  der  Höhe  0  bis  zur  Höhe  h  genommen 

hh*  ch^  dh* 

J  =  ah   bezw.  e/ =  — -,    «7^=    „-,   J  =  -.—  '     Es  wird  sich  unten 

zeigen,  dafs  man  ganz  allgemein  für  jedes  positive  p  sagen  kann,  zum 

Querschnitte  q  =  kyp  gehöre  der  Inhalt  J=  —  , -j-* 

Weil  jede  von  diesen  Formeln  durch  Betrachtung  der  Querschnitts- 
flächen oder  besser  der  unendlich  dünnen  Schichten  gewonnen  wird, 
deren  Summe  den  körperlichen  Inhalt  giebt,  kann  man  jede  als  eine 
Schichtenformel  oder  Summenformel  bezeichnen. 

156)  Was  von  den  vier  gezeichneten  Körpern  gilt,  gilt  auch  von 
ihren  Aufrifsflächen  in  Fig.  132.     Also: 

Ist  die  Querlinie  einer  ebenen  Fläche  in  jeder  Höhe  y 
von  der  Länge  q  =  a,  oder  q  =^hy  oder  q  =  cy'  oder  q  =  dy% 

so    ist    der  Inhalt    von    der   Höhe  Null    bis    zur  Höhe    h   ge- 

hh*        ,       cÄ'        -,       dh* 
nommen  F  =  ah  bezw.  JF^  =  -      ,   F  =  — - ,    F  =  -  —• 

Mit  anderen  Worten:  Die  Parabel  0*«',   1^',  2*",  3*«'  Ordnung 

schneidet  vom  Rechteck  den  1*«°,  2*«°,  3^",  4***»  Teil  ab  (|,  ],   J,  -J)  • 

Hier  sind  also   zwei  Gerade  als  Parabeln  0'®'  bezw.  1*®'  Ordnung  be- 
zeichnet worden. 

Dies  gilt  auch  dann,  wenn  man  jeden  .Querschnitt  in  seinem 
Niveau  irgendwie  verschiebt.  So  kann  z.  B.  die  linke  Grenzlinie  auch 
eine  schräge  Gerade,  oder  eine  Parabel  2**'  oder  3*®'  Ordnung  sein, 
an  die  sich  dann  die  horizontalen  Schnitte  anzulegen  haben.  Dadurch 
wird  nun  die  folgende  Betrachtung  ermöglicht. 

157)  Denkt  man  sich  die  in  gleichen  Höhen  liegenden  Schichten 
der  vier  Körper  vereinigt,  so  entsteht  ein  Köi*per,  dessen  Querschnitts- 
fläche in  jeder  Höhe  y  ist  q  =  a  '\- hy  -\-  ca/  -^^  dy^.     Sein   Inhalt 

,  «        .       T        nh    ,    bh*    ,    ch^    .    dh* 

aber  mufs  sein  J  =  -    -{-    „    +  -  .3 — — —  • 

1       '        a       '       ö       '       4 
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Nach  Cavalieri  mufs  dieses  Resultat  allgemeine  Geltung  haben. 
So  erhält  man  den 


A  t- 


I 
I 

V 


Satz:  Hat  ein  Körper  in  jeder  Höhe  y  den  Querschnitt 

1)  I?  =  a  +  6'y  +  cy^  +  df, 

so    ist    sein  Inhalt    von   der  Höhe  Null  bis   zur  Höhe  h  ge- 
rechnet 


2) 


*        ah    ,    bh*    ,    cÄ>        dh* 


0 


158)  Ebenso  gilt  der 

Satz:  Hat  eine  ebene  Fläche  in  jeder  Höhe  y  die  Quer- 


linie 

1) 


g  =  a  +  fey  +  cy*  +  dy\ 


so    ist    ihr   Inhalt    von    der  Höhe   Null    bis    zur  Höhe    h   ge- 
rechnet 


2) 


*         ah     ,    6Ä»    ,    ch^    ,    dh' 


Jede  Formel  2)  soll  als  die  Schichtenformel  (Summenformel)  für 
Körper  bezw.  Flächen  bis  zur  dritten  Ordnung  bezeichnet  werden. 

159)  Es  läfst  sich  nun  zeigen,   dafs  damit  auch  die  Simpson- 
Newtonsche  Regel  bewiesen  ist,  welche  lautet: 

Hat  ein  Körper  in  jeder  Höhe  y  die  Querschnittsfläche 

gr  =  a  +  6y  +  cy*  -f  dy^, 

so   ist   sein  Inhalt   von   der  Höhe  Null  bis  zur  Höhe  h   be- 
rechnet 
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WO    U  den  ünterschnitt,   0  den  Oberschnitt,  M  den  Mittel- 
schnitt bedeutet. 

Beweis.  In  Fig.  132  ist  der  Unterschnitt,  d.  h.  der  Schnitt  für  die 
Höhe  y  =  0,  U==  a,  der  Oberschnitt  0  =  a  -\-  bh  -j-  ch^  +  ^'*^  ^^^ 

Mittelschnitt  Jf  =«  + ft  *+ c  (J)V  d  (2)=  «  + ^*H- '^T  +  T-' ■ 
Setzt  man  dies  in  g  [?7+  0  -{-  4Jkf]  ein,  so  ergiebt  sich 

J[a  +  (a  +  6Ä  +  cA*  +  rfA»)  +  4(a  +  ^*+^  +  ^')] 

Letzteres  ist  aber  nach  Nr.  157  der  Inhalt  J",  folglich  ist 

*[f7+0  +  4Jf]  =  J. 

160)  Ebenso  gilt  fOr  Flächen  der  Satz: 

Hat  eine  Fläche  in  jeder  Höhe  y  eine  Querlinie  von  der 
Länge 

^  =  a  +  fcj/  +  cy2  +  dtf^j 

so    ist    ihr  Inhalt,   von   der  Höhe  Null   bis   zur  Höhe  h  ge- 
rechnet, 

wo    M    die   unterste,    o   die    oberste,    m   die    in   halber   Höhe 
liegende  Querlinie  bedeutet. 

161)  Selbstverständlich  können  bei  beiden  Sätzen  beliebig  viele  der 
Faktoren  a,  h,  c  und  d  gleich  Null  sein.  Demnach  wird  bald  die 
Schichtenformel,  bald  die  Simpsonsche  Regel  das  Bequemere  sein. 

Während,  wie  sich  zeigen  wird,  die  Schichtenformel  über  die 
3**  Ordnung  hinaus  weiter  gilt,  ist  dies  bei  der  Simpsonregel  nicht 
der  Fall.  Diese  gilt  z.  B.  nicht  mehr  für  den  Körper  mit  Querschuitts- 
formel  q  =  rfy*.     Bei  diesem  würde  sie  geben 

was  &lsch  ist,   da  nach  der  später  zu  beweisenden  richtigen  Formel 

'-—  oder  ^  dh^  herauskommen  müfste.    Hier  also  könnte  die  Simpson- 

Newtonsche  Begel  höchstens  als  rohe  Annäherungsformel  gebraucht 
werden. 

Holsmflller,  Ingeniear- Mathematik.    I.  ^ 
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Sobald  es  sich  um  ganze  positire  Exponnenten  handelt 
und  in  der  Querschnittsformel  der  dritte  Grad  nicht  tiber- 
stiegen wird^  kann  die  Simpsonsche  Begel  angewandt  werden, 
sonst  ist  ihre  Anwendung  nicht  zulässig. 

162)  Bezüglich  der  Summenformel  ist  noch  Folgendes  zu  bemerken. 
Aus 


und 


^        ah,        bhl        Chi    ,    dh^ 

h       ah.        feÄ?        cÄ*        dh^ 
-F=  — H ^+— H 


folgt  durch  beiderseitige  Subtraktion  als  Fläche  von  Aj  bis  ä^ 

F + + +  ---  -^ 

wofür  man  wohl  auch  abgekürzt  schreibt 

ay    ,    hy*    .    cy^    ,    dy* 


F  = 


Damit  werden  die  Parallelschichten  der  entsprechenden  Körper  und 
Flächen  in  der  Regel  bequemer,  als  mit  der  Simpsonschen  Regel,  be- 
rechnet, weil  bei  dieser  der  Mittelschnitt  besonderer  Berechnung  be- 
darf, die  hier  überflüssig  ist. 

Für  die  einfachen  Parabeln  bis  zur  dritten  Ordnung  sind  die  ent- 
sprechenden Inhaltsformeln: 

A,  Äo  —  Äj  A.  ä|  —  Ä?  A.  äJ  —  Ä?  A.  hi  —  h\ 

Ai  ^  A,  ^  /,,  »  A,  * 

163)  Die  Anwendimgen  auf  Flächen  sind  zunächst  von  geringerer 
Bedeutung.  Dagegen  lassen  sich,  wie  im  2***^  und  3****  Bande  des 
Methodischen  Lehrbuchs  gezeigt  wird,  zahlreiche  Körper  auf  dem 
vorgeschlagenen  Wege  berechnen.  Von  dem  Prisma,  dem  Dachkörper 
und  der  Pyramide  abgesehen,  handelt  es  sich  z.  B.  um  Pyramiden- 
stumpf, Kegelstumpf,  Prismatoid  mit  ebenen  und  windschiefen  Seiten- 
flächen, mit  geradlinig  oder  krummlinig  begrenzten  Grundflächen,  um 
die  Kugel  mit  ihren  Segmenten  und  Parallelschichten,  das  Drehungs- 
ellipsoid  und  dreiachsige  Ellipsoid  mit  Segmenten  und  Parallel- 
schichten, um  die  Parallelschichten  des  einmanteligen  Drehungs- 
hyperboloids und  des  einmanteligen  dreiachsigen  Hyperboloids,  um 
die  Segmente  und  Schichten  des  zweimanteligen  Hyperboloids  und  um 
einige  Arten  von  Drehungsparaboloiden  höherer  Ordnung. 
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164)  Die  Formehi  lassen  aber  noch  anderweitige  Deutungen  zu. 
Ist 
1)  g  =  a  +  6y  +  cy»  +  dy^ 

das  statische  Moment  des  Flächen-  oder  Körperquerschnitts  in  Bezug 
auf  die  Basis,  so  ist 


2) 


,V       ah    ,    6Ä'    ,    ch"    ,    dh' 
f  =T+-2-  +  -3-+-4- 


das  gesamte  statische  Moment  der  Fläche,  von  0  bis  h  genommen. 
Ist   1)    die  Formel    für   das   Trägheitsmoment   der   Fläche   oder 
des  Körpers  in  Bezug  auf  die  Basis,  so  ist 

-*  „  1'2'8'4 

t 

das  gesamte  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  die  Basis. 

Ist  1)  die  Formel  für  den  Querschnitt  des  Arbeitsdiagramms,  be- 
deutet es  also  die  Gröfse  der  Kraft  an  der  Stelle  y,  so  ist 


4) 


:        ah    ,    bh*    ,    ch'    ,    dh' 
f  =   1    +    2    +  T  +  T 


die  gesamte  Arbeit  längs  des  Weges  0  bis  h. 

Ist  1)  das  Gewicht  des  Querschnitts  in  der  Höhe  y,   so  ist  das 
Gesamtgewicht 


Ol 


„  i      »"    2      '      3      •      4    * 


0 


165)  Beispiel  des  Trapezes. 

Der  Querschnitt  in  Höhe  y  ist  für  das  nebenstehende  Trapez 


1) 


:r  =  6  + 


\ 


y 


wie  sich  aus  der  Zerlegung  in  Parallelogramm  (Recht- 
eck) und  Dreieck  ergiebt. 

Das  statische  Moment  des  Querschnitts  in  Bezug 
auf  die  Grundlinie  ist 


2) 


xy  =  by  +  -^-j—y^, 


das  entsprechende  Trägheitsmoment 


3) 


xy^  =  hy^  -}- 


6,-6 


U 


3 


Pig 

182b. 

b. 

l 

';''  / 

r 

1 

/ 

Da  keine  dieser  Querschnittsformeln  den  dritten  Grad  übersteigt,  so 
darf  auf  sämtliche  die  Simpsonsche  Formel  angewandt  werden.  Die 
Flache  wird  nach  1) 

8* 
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4)  F=^[h-\.h,  +  4  ^A]  =  *  [36  +  36,]  =  I  (6  +  h,). 
Das  statische  Moment  wird 

5)  J|f„  =  |[6.0  +  fe.A  +  4^^|]  =  :^'^  +  (6+6,)]^:|!(6+26.)- 
Das  Trägheitsmoment  der  Fläche  wird 

6)  T«  ^ I [6.0*  +  6.Ä«  +  4 '-+^  g)>¥h  +  ^"']=^'[*+3M- 
Daraus  ergiebt  sich  die  Schwerpunktshöhe 

der  Trägheitsradius  in  Bezug  auf  die  X-Achse 


8)  ,._l/§_.l/MMr_ 

die  Höhe  des  Schwingungspunktes  bei  Drehung  um  dieselbe  Achse 
Q\  ,     _  ^u  _  Ä  {b  +  3  6,) 

Einfacher  würde  die  Summenformel  aus  1)  geben: 

*         hh    ,    b.—h  h*       T  b  +  b, 
F  =  —  A — =  /t  — - —  • 

0  1      »^        Ä         2  '*        2 

Aus  2)  würde  folgen 

itf«  =  -2  +  --)i^-  y  =  y  (*  +  26i). 
Aus  3)  erhält  man 

^•' =  T- + -h- T  =  ü  <^^  +  ^  ^»^- 

Das  Centrifugalmoment  in  Bezug  auf  die  Geraden  h  und  h  würde  für 
den  Querschnitt  werden 

10)      2  .V=,  .V  +  2  ^^      f +  ^  ^-,^^  ./_  =  _y  +  _A  ._y2^Li_J..^^.. 

Da  der  dritte  Grad  nicht  überstiegen  wird,  liefse  sich  auch  hierauf 
die  Simpsonformel  anwenden.     Sie  würde  geben 

oder 

11)  M.,^ll[lr^2h\  +  ^h\]. 
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Die  Schichtenformel  würde  geben 

oder 

c  w* 

166)  Beispiel  der  Parabel  x  =  -^• 

Das  statische  Moment  und  das  Trägheitsmoment  des  Querschnitts 

C  'tt  ü  1/^ 

würde  für  die  Grundfläche   werden  -/^,    ,fj-,  das  Centrifugalmoment 

würde  sein  -^y  ==  -A-  'i  =  ^ ;» *     Di®   Simpsonsche    Regel   ist   also 

hier  nur  für  die  Berechnung  der  Fläche  und  des  statischen  Momentes 
zu  gebrauchen^  denn  alles  Übrige  übersteigt  den  dritten  Grad.  Das 
Resultat  würde  werden 

Die  übrigen  Dinge  können  erst  im  Abschnitt  B  behandelt  werden. 


167)  Die  Gleichung  einer  Kurve  sei 

x^  =  a  +  hy  -{-  cf  +  df. 

Der    durch    Drehung    um    die     F- Achse    aus     ihr    entstehende 
Körper  hat  die  Querschnittsformel 

q^  =  x^7t  =  an:  +  hjty  -\-  CTcy^  +  (^^U'^- 

Da  der  dritte  Grad  nicht  überstiegen  wird,  kann  sowohl  die  Simpson- 
sehe Regel  als  auch  die  Summenformel  angewandt  werden.  Der 
Inhalt  wird 

Im  besonderen  Falle  x^  =  dy^  handelt  es  sich  um  die  sogenannte 
semi kubische  oder  Neilsche  Parabel.  Die  allgemeinere  Curve  wird 
l>isweilen  als  Neiloide  bezeichnet,  während  andere  den  entsprechenden 
Drehungskörper  mit  dem  Namen  Neiloid  belegen. 

168)  Ist  die  Gleichung  von  der  Form 

a;8  =  a  +  6j/  +  cy2, 
so  erhält  der  Drehungskörper  den  Inhalt 

Der  Querschnitt  hat  in  Bezug  auf  die  Grundfläche  das  statische 
Moment 
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demnach  ist  die  Simpsonsche  Regel  anwendbar  auf  die  Berechnung 
des  statischen  Momentes 

Ist  endlich  die  Curvengleichung  von  der  Form 

so  läXst  sich  auch  das  Trägheitsmoment  Tu  des  Drehungskörpers  mit 
Hülfe  jener  Regel  berechnen.     Die  Resultate  werden 

r  (ah    ,    &Ä«\         T^jr  (ah^    .    &ä»\        rp  /ah,bh*\ 

Die  angegebenen  Beschränkimgen,  die  z.  B.  die  Anwendung  auf  das 
Trägheitsmoment  der  Kugel  ausschliefsen,  lassen  die  Ausdehnung  der 
Schichtenformel  auf  höhere  Potenzen  als  wünschenswert  erscheinen. 
Diese  soll  in  Abschnitt  B.  durchgeführt  werden. 

169)  Noch  sei  darauf  aufmerksam  gemacht,  dafs  bei  der  Curven- 
gleichung X  =  -  das  statische  Moment  des  Querschnitts 

sein   Trägheitsmoment  xy^  =     y*  =  if   wird,    so   dafs   sich   für  die 

beideii    letzten    die    Simpsonsche    Regel    anwenden    läfst.      Bei  der 

Gleichimg  x  =  -^y  die  dem  Gravitationsgesetze  entspricht,  ist  das 
Trägheitsmoment  des  Querschnitts  der  Diagrammkurve 

^y'  =  -V  y^  =  1 

der  entsprechenden  Behandlung  zugänglich. 

170)  Eine  weitere  Deutung  ergiebt  sich  folgendermafsen: 
Die  Gleichung  einer  Kurve  sei 

In  der  Höhe  y  hat  sie  eine  Tangente,  die  gegen  die  F- Achse 
eine  gewisse  Neigung  a  hat.  Diese  berechnet  sich  nach  dem  Anhange 
von  Teil  3  des  Methodischen  Lehrbuchs  Seite  132  nach  der  Formel 

tana  =  a  +  — ^  +  -/-+  --/ 
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oder  nach 

tan  a  =  a  +  ^y  +  ^!^*  +  ^y^- 

Folglich:     Deutet  man  die  Gleichung 

1 )  q^a  +  by  ■+■  ctf  +  df 

als  die  trigonometrische  Tangente  des  Neigungswinkels,  den  die 
geometrische  Tangente  einer  gewissen  Kurve  in  der  Höhe  y  ge- 
nommen gegen  die  F- Achse  hat,  so  ist  die  Gleichung  der  Kurve 

Hierzu  kann  aber  noch  eine  Konstante  k  kommen,  deren  Gröfse  nur 
von  der  Wahl  des  Niveaus  für  die  X-Achse  abhängt,  die  also  für 
die  Gestalt  der  Kurve  ohne  Bedeutung  ist. 


B.  Die  Sciliciltenformel  für  ganze  positive  Exponenten 

von  beliebiger  OrSrse. 

171)  Figur  133  steUe  eine  Parabel  ganzzahliger  Ordnung  dar, 
die  einem  Rechteck  mit  den  Seiten  i  und  h  einbeschrieben  ist. 
Ihre  Gleichung  sei 


Fig.  183. 


was  für  y  =  0  den  Querschnitt  0,  für  x  =  A  den 
Querschnitt 

'  h'  =  b 

giebt,  wie  es  nach  der  Figur  auch  sein  mufs. 

Man  denke  sich  die  Höhe  h  in  n  gleiche  Teile 
zerlegt  und  durch  die  Teilpunkte  Parallele  ge- 
legt. Die  Streifen  mögen,  wie  in  der  Figur,  zu 
Rechtecken  ergänzt  werden.    Jedes  dieser  Rechtecke 

hat  die  Höhe     ,  die  Grundlinien  aber  sind  nach  der  Formel  x  =  —yP 
der  Reihe  nach 


L 


oder 


j^p  \n/  '     j^  \n)  '     ^  Vn)  ' 


l'',        2Py        3'', 
—  0 ,       —  0 ,      —  0  , 


h  /nh\P 
'     hP  vn) 


w 


w 


n' 


n' 


W 


6, 


SO  dafs  die  Summe  der  Rechtecksinhalte  wird 
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-  -ü*  H ;*  H ^ ^  H \ z^ 

n  nr  n  nr  n  w^  n  n^ 

oder 


Macht  man  nun  n  unendlich  grofs,  die  Höhe  der  Streifen  also  unendlich 
klein,  so  fallen  erstens  die  störenden  Treppenräume  weg,  zweitens  wird 
nach  Band  II  des  Methodischen  Lehrbuchs,  Arithm.  Nr.  38, 

— ! ! —    ^ ! ^  — T-T  für  n  =  oo 

nP+^  P  +  1 

und  demnach  wird  die  schraffierte  Fläche  von  der  Höhe  0  bis  zur 
Höhe  h 

0         P+  1 

Also:    Die  Parabel  ^**'  Ordnung  oc  ^=^ —-jy^  schneidet  von  dem 

zugehörigen   Rechteck   den   (p  +  l)*®*"  Teil,   d.  h.    die  Fläche 

bh        , 
— r—r  ab. 

Folglich:  Die  Parabel  j;*®'  Ordnung  x  =  hyP  hat  von  der 
Höhe  0  bis  zur  Höhe  h  den  Inhalt 

Hier  nämlich  würde  das  Rechteck  die  Seiten  h  und  hh^,  also 
den  Inhalt  ÄA^+^  haben,  von  dem  der  (p  +  1)*°  Teil  abgeschnitten  ist. 

Dadurch  bestätigen  sich  zunächst  die  schon  vorher  bis  zur 
3****  Ordnung  gefundenen  Resultate. 

172)  Durch  Aneinandersetzen  der  Streifen  parabolischer  Flächen 
nach  Art  der  Figur  132  erhält  man  folgende  allgemeine  Sätze: 

Satz:  Berechnet  sich  die  Querlini'e  einer  ebenen  Fläche 
für  jede  Höhe  y  nach  der  Formel 

x=^a  +  ly  +  cy^  +  dy^  -\ 1-  kyP , 

so  ist  ihr  Inhalt,  von  der  Höhe  y  =  0  bis  zur  Höhe  y  =  h  ge- 
rechnet, 

^       ah    ,    bh*    ,    ch^    ,    dh*  ,    ,    Ä^^^ 

f  =  1-  +  -2-  +  T  +  -r  +  •  •  •  +  *  F+~i  • 

Satz:  Berechnet  sich  die  Querschnittsfläche  eines  Körpers 
für  jede  Höhe  y  nach  der  Formel 
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g  =  a  +  Jy  +  cy*  +  dy^  H \-kyP 

so   ist  sein  Inhalt^  von   der  Höhe  y  =  0  bis  zur  Höhe  y  =  h 
gerechnet, 

173)  Durch  diese  Formel  wird  ein  Bereich  beherrscht,  der  weit 
über  den  der  Simpsonschen  Regel  hinausgeht.  Die  Zahl  der  Glieder 
darf  unter  gewissen  Bedingungen  sogar  bis  ins  Unendliche  gehen. 

Ist  z.  B.  der  Querschnitt  durch  folgende  unendliche  Reihe  dar- 
gestellt 

1)  3y  =  öt  +  ^y  +  <^y^  +  dy^  +  ey*  +  •  •  •  in  infinitum, 
so  folgt  daraus 

2)  J=  -  -(-  _  -f  -^-  -f  _--  +  -  -  H m  mfinitum, 

nur  muTs   der  Konvergenzbereich  beider  Reihen  eingehalten  werden. 

Die  Formeln  können  auf  alle  Funktionen  angewandt  werden,  die 
sich  in  konvergenten  Potenzreihen  entwickeln  lassen. 

Dies  gilt  z.  B.  von  der  geometrischen  Reihe,  also  von  der  Kurve 

X  =  j— —  =  1  +  y  -f  j/2  -f.  1/»  -I für  y  absolut  <  1 , 

von  der  Exponn^ntialreihe,  also  von  der  logarithmischen  Linie 

y  _  py  _  1   I  y  I    y*    I      y'      i        2/*       ■ 
X  _  e^  _  1  +  -  +  j—  +  r:  2T^  +  r.  2^3 . 4  +  •  •  -^ 

und  zwar  für  jedes  y;  femer  von  der  logarithmischen  Linie 
x  =  'lgy  =  y-|*  +  |'  +  ^'+  ö'+--.       fflr  y  absolut  <1, 


von 

der  Kettenlinie 

X 

2                 * 

•^12 

+  1 

•2-3 

4 

+ 

1 

2  • 

y' 
3  •  4  • 

5 

.6  + 

von 

der  Sinuskurve 

X  — 

siny  = 

y 

1! 

3!  ^ 

y' 

5! 

y 

7! 

+ 

m      t       • 

von   Kurven,    deren  Gleichung   mit  dem   binomischen   Lehrsatze   zu- 
sammenhängt, wie 

X  =  yiTy  =  (1  +  yy 


1 


für  y  absolut  <  1. 
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Diese  Bemerkungen  mögen  vorläufig  hinreichen,  von  der  weit- 
gehenden Bedeutimg  des  Verfahrens  ein  Bild  zu  geben,  denn  die 
obigen  Deutungen  bleiben  hier  sämtlich  erhalten.  Einige  Beispiele 
werden  die  Sache  näher  erläutern. 


Fig.  1S4. 


174)   Anwendungen    auf   die   Halbkugel    und    die   ganze 

Kugel. 

a)   Inhaltsberechnung.     Der  Schnitt 
in  Höhe  y  ist 

q  =  x^TC  =  (r*  —  y^)n  ^  r^%  —  y*« . 
Folglich:  Inhalt  der  Schicht  von  0  bis  y^  ist 


Inhalt  der  Halbkugel 


r 

J 

0 


t/  =  - 

0  ^ 


.3 


8 


«.Vi 
3 


?/l 


'*yi         Vi*"  f 


2 


y^y 


b)  Das  statische  Moment  in  Bezug  auf  die  Grundfläche. 
Die  in  Höhe  y  befindliche  Schicht  hatte  die  Fläche  x^n^  die  Multi- 
plikation mit  dem  Abstände  y  giebt  x^yjc  oder  (r*  —  y*)  y%  =  r*3ry 
—  y^n.    Aus 

«  =  ^^^y 

folgt  als  statisches  Moment  der  Schicht  von  0  bis  y^ 

,2  ..4        „a 

2 


y«Ä 


3f=r>Ä^' 


M 

0 


„^;  =  '^;(2/_yj). 


Das  statische  Moment  der  Halbkugel  für  die  Grundfläche  ist 


0  ^ 


••4 


r*« 


«4  =-4 


c)  Schwerpunktshöhe. 

Die  Schwerpunktshöhe  der  Schicht  ist 

die  Schwerpunktshöhe  der  Halbkugel 


_8yi 


4      r«_ 


yf 


r 
0 


A.  =  -^  = 


r 
J 
0 


r*« 


r'jr 


8 
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d)  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  die  Grundfläche.  Die  Schicht 
in  Höhe  y  ist  mit  y^  zu  multiplizieren ^  wenn  man  ihr  Trägheits- 
moment für  die  Grundfläche  erhalten  will.     Dies  giebt 

qy  =  x^ny^  =  (r*  —  y*)  xy^  =  r^xy^  —  jry* . 

Das  Trägheitsmoment  für  die  Schichten  yon  0  bis  y^  wird  also 

yS  ..3 

ö 


Fär  die  Halbkugel  selbst  wird  es 

T  =  r^Ti   -  —  7C  -   =  ,.  r^n . 

e)  Der  entsprechende  Trägheitsradius.     Er  bestimmt  sich 
aus  der  Formel  y,J=  T,  also  wird  er  für  die  Schichten  von  0  bis  y^ 


—  (6r   -  Syi) 

V  V  -Vi) 


J  _  1/3  yj  (6  r*-3y» 


für  die  Halbkugel 


».-i/i^-n- 


3  ^  * 


e)  Das  Trägheitsmoment  der  ganzen  Kugel  in  Bezug  auf 
einen  Hauptschnitt  ist 


15 


fj  Das  axiale  Trägheitsmoment  der  Kugel  in  Bezug  auf 
einen  Durchmesser  ist  gleich  der  Summe  zweier  planen  Trägheits- 
momente (in  Bezug  auf  zwei  auf  einander  senkrechte  Hauptschnitte), 
also 

wo  m  die  Masse  der  Kugel  bedeutet. 

g)  Der  axiale  Trägheitsradius  wird 


TT  r'Ä 


»•/  =  1/  -f  = 


=  r>/|- 


h)  Die  Energie  der  homogenen  sich  drehenden  Kugel  ist 


2 


o 


o 
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wo  m  die  Masse,  d^  die  am  Radius  1  gemessene  Winkelgeschwindigkeit  ist. 

Für  den  Erdball   z.  B.  ist   T  =      -  -  -  ,  wo   das   spezifische  Gewicht 

2)  =  5,6,  g  =  9,81  m  und  r  =  860  •  7500  m  angenommen  werden  kann. 
Die  Umdrehungszeit  ist  86  164  Sekunden  (Stern tag,  nicht  Sonnentag 

voji  86400  Sek.),  die  Winkelgeschwindigkeit  also  0"  =  ^^   -•      Die 

Drehungsenergie  ist  daher  y  Yb'  '^'^^^  (8ÜIC4)  ^^^•^''^S  •  10*^  Meter- 
tonnen =  28  3S8  •  10"  mkg.  Division  durch  425  giebt  die  in  dieser 
Energie  enthaltene  Anzahl  von  Wärmeeinheiten,  nämlich  66  797  •  10"' W.-E. 

Angenommen,  der  Stern  tag  wäre  jetzt  ^^  Sekunde  länger  als  vor 
2000  Jahren,    so  wäre    die    frühere    Winkelgeschwindigkeit   gewesen 

*i  =  ^^-0  =  ^oÄS  **)'  ^^^  Energieverlust  also 

28  388  •  10"  '^-'^-~~-.,l!l^  "'*■'*'  =  81  349  •  10"  mkg. 

Man  kann  den  mittleren  Energieverlust  innerhalb  der  2000  Jahre  auf  die 
Sekunde  reduzieren,  indem  man  abgerundet  durch  2000  •  365,25  •  86  400 
dividiert.  Er  beträgt  auf  die  Sekunde  12  918-10^  mkg.  Division 
durch  75  giebt  17  225  •  10''  Pferdestärken,  mit  denen  unter  jener  be- 
kannten Annahme  an  der  Verlangsamung  der  Erddrehung  gearbeitet 
wird,  und  zwar  besonders  durch  den  Einflufs  der  Fluterscheinung.  Bei 
konstanter  Wirkung   würden    zur  Erschöpfung    der   Drehungsenergie 

2000  ,^  .,- — --,T  oder  etwa  7000  Millionen  Jahre  nötig  sein  (was  mit 

Ol  o4y  •10  c?  \ 

der  Probe  81  -86164  zusammenstimmt),  bei  abnehmender  Wirkung 
noch  längere  Zeit.  Die  Kleinlichkeit  der  technischen  Masseinheiten 
im  Verhältnis  zu  kosmischen  Erscheinungen  tritt  bei  diesem  Ubungs- 
bei spiele  in  überraschender  Weise  hervor. 

i)  Die  Energie  der  drehend  und  fortschreitend  bewegten 
Kugel. 

■rr  ino^     ,      Td"*  Wr*      ,      Wird'S"*  m    /r      s     •      o     «/v9\ 

■^  =  --r  +  T-  =  -2  -  +    6-  =  10  ("^^  +  2»-'**)- 

Man  kann  also  z.  B.  die  gesamte  Energie  der  Erdkugel  berechnen. 
k)  Die  Energie  der  ohne  Gleitung  rollenden  Kugel. 

^  2"    '       2  2     "r*        2  2     "1"  2  r* 

=  -IT  +  -  ^^^  ö— 8  =  -s — r  V  ^^^  =  1»  ^w^  • 

2      '     o  2  r  2       '     o  1" 

*)  Bei  Thomson   und  Tait,    deutsch  von  Helmholtz  und  Wertheim,  st^ht 
irrtümlich  ^i^^  statt  ,  ,  so  dafs  die  Resultate  dort  ungenau  werden. 
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1)  Die  Kugel  als  Pendel.  Ist  die  Entfernung  des  Aufhänge- 
punktes  vom  Mittelpunkte  gleich  e,  so  ist  die  Dauer  kleiner 
Schwingungen 

wo  T=  y  mr^  -{-  e*m,   M  =  em  ist.      Der    Schwingungspunkt    hat 
vom  Aufhängepunkte  die  Entfernung 


t 


m 
^        M 


(2  r»  +  6  c«) 


me 


2  r'  +  6  g* 
he 


Fig.  13-). 


(Reduzierte  Pendellänge.) 

175)  Stofs  gegen  die  Erdkugel. 

Eine  Kugel  von  der  Gröfse  und  Masse  der  Erde  werde 
von  einem  Weltkörper  getroffen,  dessen  Masse  der  1000'*®  Teil 
der  Erdmasse  ist  und  der  mit 
lOOQOOm  Geschwindigkeit  gegen 
den  stillstehend  gedachten  Erd- 
ball trifft,  den  er  in  einer  Sehne 
achneiden  würde,  die  vomMittel- 
punkt  die  Entfernung  600  Meilen 
hat.  Der  Erdball  habe  einen 
Radius  von  860  Meilen.  Welche 
Bewegung  tritt  ein? 

AnflösTing.  Nach  der  Stolstheorie 
ist  die  Entfernung  der  freiwilligen 
Drehungsachse    für    den   Anfang  der    Bewegung    in    der    Entfernung 

JBA  =  e  =  ^jr^  zu  suchen. 

Das  Trägheitsmoment  der  als  homogen  angenommenen  Erdkugel 
für  den  Punkt  B  ist 

das  statische  Moment  für  denselben  Punkt 

Mb  =  >»ga; 
demnach  ist,  da  m.^  sich  hebt,  die  Entfernung 

2r*  +  5o* 


BA  =  e  = 


ha 


In  B  hat  man  sich  eine  Hülfsmasse  zu  denken,  die  in  Bezug  auf 
die  Achse  A  dasselbe  Trägheitsmoment  hat  wie  die  Kugel.  Diese  re- 
duzierte Masse  bestimmt  sich  aus  der  Gleichung 
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xe^  =  Ta 
als  2 

^=      ^i =  57.  [2^+5  (^  —  «)']- 

Jetzt  handelt  es  sich  bei  B  um  den  unelastischen  Stofs  zweier 
Massen  m^  und  x  mit  den  Geschwindigkeiten  v^  und  v^  =  0,  so  dafs 
die  gemeinschaftliche  Schlufsgeschwindigkeit  bei  B  wird: 

Die  Geschwindigkeit  bei  M  wird  kleiner  im  Verhältnis  der  von 
Fiff  186  ^  ^"^    gerechneten  Abstände,   d.  h.   die  Schwerpunkts- 

bewegung wird 

e  —  a 

*'.  =  f  B  -—  • 

Die  Winkelgeschwindigkeit  9  für  den  Radius  1  wird 

A  _  ?ih  _  "«  -  *' 

Im  Beispiele  ergiebt  sich 
^  =  !l'  +^  =  l,860'  +  5.6oo>  _  jo93,l  Meilen;  .  -  a  =  493,1  MeUen; 

x  =  ^  r^^^t  '  [2  •  860^  +  5  •  493,1«]  =  0,45108  m^  ist  die  Hülfsmasse. 
Die  Geschwindigkeit  bei  B  wird 

^-  •  V. 

1000  100  000  001   o 

fl  mg  452,08  ?  ' 

löbö  +  '^ 
demnach  erhält  der  Erdball  die  fortschreitende  Bewegung 

t;.  =  221,2  ^^•\  =  99,785  m. 

Die  Winkelgeschwindigkeit  endlich  wird 


221,2  —  96,785 


0.000269. 


600  •  7500  ' 

An  der  Stelle  B  ist  der  Kreisumfang  gleich  2  •  600  •  7500  •  n  Meter 

=  9  000  000  Ä  Meter.    Dies,  dividiert  durch  vb  —  v.=  121,42  m,  giebt 

eine  Umlaufszeit  von  232  870  Sek.  oder  etwa  3  Tagen. 

Die  verlorene  Arbeitswucht  (Energie)  bei  diesem  Stofse  beträgt 
ftt  Sü     (v   0^' 

— j- —  ^»-— — ^  nikg,  wo  a;  =  0,45108  m^  und  m^  bei  dem  spez.  Gew.  5,0 

~  (860  .  7500)»«  ■  1000     5,6 

der  Erde  gleich    - - —        ist,  so  dafs  der  Verlust  an 

Arbeitswucht 
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y  (860  »  7500)»  n  ■  1000  •  6,6     045103     löOQOO«  _  w,  •  0,46108  .  10  000» 
9,81  *   462,08  2  462,Ö8"^~2 

ist.  Ein  Teil  dieser  Arbeitswucht  wird  auf  Umformung  (Zerstörungs- 
arbeit) verwendet,  ein  Teil  in  Wärme  verwandelt.  Angenommen, 
alles  würde  in  Wärme  übergehen,  so  würde  durch  425  •  m^  zu  divi- 
dieren sein*),  wenn  man  die  Anzahl  der  Wärmeeinheiten  für  die 
Masseneinheit  erhalten  will,  durch  425  •  m^  •  9,81,  wenn  man  die 
Wärmeeinheiten  für  jedes  Kilogramm  finden  will.  Letzteres  ergiebt 
rund  500  000  W.-E.  Irgend  ein  Bruchteil  derselben  tritt  als  Erwärmimg, 
der  Rest  als  Zerstönmgsarbeit  auf.  Um  welchen  Bruchteil  es  sich 
handelt,  das  hängt  zum  Teil  von  den  chemischen  Verhältnissen  des 
Erdkörpers  ab. 

Nimmt  man  an,  die  Himmelskörper  wären  durch  allmähliches 
Zusammenstürzen  kosmischer  Massen  entstanden,  so  würde  sich  ihre 
fortschreitende  Bewegung  nebst  der  Drehung  auf  solche  Weise  ganz 
zwanglos  erklären.  Das  mehrfach  beobachtete  plötzliche  Aufleuchten 
neuer  Fixsterne,  deren  Lichtstärke  allmählich  wieder  abnimmt,  deutet 
auf  solche   mit  Wärmeentwickelimg  verbundene  Zusammenstöfse  hin. 

Hatte  der  Erdkörper  bereits  eine  Drehimg  um  eine  Achse,  so 
würde  in  bekannter  Weise  diese  einzusetzen  sein.  Nach  der  Poinsot- 
schen  Drehungstheorie  könnte  man  ermitteln,  welche  Änderung  die 
Drehungsbewegung  unserer  Erde  durch  einen  solchen  Stofs  erhalten 
und  welche  neue  Lage  die  Drehungsachse  einnehmen  würde.  Das 
Problem  läfst  sich  dahin  spezialisieren,  dafs  man  die  Erde  als  Drehungs- 
ellipsoid  annimmt,  wobei  die  neue  Achse  keine  von  den  freien  Um- 
drehungsachsen  zu  werden  braucht.  Dies  würde  nicht  nur  auf 
Schwankungen  (Nutation)  der  neuen  Erdachse,  sondern  auch  auf  das 
Bestreben  hinfuhren,  ein  neues  „Geoid"  zu  bilden;  die  Verteilung  der 
Ozeane  würde  eine  andere  werden  u.  s.  w. 
Kurz,  eine  ganze  Reihe  weiterer  Probleme  ^ig.  ist. 

der  Mechanik  und  Potentialtheorie  würde 
sich  aufdrängen. 

176)  Aufgabe.  Auf  einer  schiefen  Ebene 
von  Neigung  a  rolle  eine  Kugel  ohne  zu      ^ 
gleiten  herab.  Wie  geschieht  die  Bewegung 
ohne  weitere  Berücksichtigungder  Reibung? 

•)  Die  obige  Ausrechnung  von  w,  ist  unterlassen,  weil,  wenn  man  hier 
durch  IM,  statt  durch  1,001  m^  dividiert,  w,  sich  weghebt,  so  dass  es  sich  nur 
am  den  Brach 

0,45108    10'° 
452,08  •  2  •  9,81 

handelt. 
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Auflösung.     Arbeit  der  Schwerkraft  ph  gleich  der  Energie 

^-  +  -^=-.2     +--2— =  10»^^ 
ZU  setzen^  oder 

mgh  =  ^mv^,     v  =  j/^^  =y2g^h=y2gjama, 

also  Beschleunigung  5^1  ==  ^^rsina. 

177)  Aufgabe.  Wie  grols  würde  die  Zunahme  der  Erd- 
drehung sein,  wenn  sich  die  Erde  vom  Radius  r  auf  den 
Radius  r^  zusammenzöge? 

Auflösung.  Das  Trägheitsmoment  T  =  ^  mr^  würde  übergehen 
in  7\  =  g  mr^y  die  Winkelgeschwindigkeit  0*  in  die  zu  berechnende  d'^. 

Nimmt  man  an,  die  Drehungsenergie  bliebe  unverändert,  was  ziemlich 
wahrscheinlich  ist,  so  hat  man  zu  setzen: 


T^^l        T9^ 

2               2 

2           2'*^!            2           2 

5  "'»•1  •   2  -  r,  '»'• 

9» 

'  2  ' 

1         r,      ' 

oder 


woraus  folgt: 


d.    h.    die    Winkelgeschwindigkeit    wächst    mit     dem    Ver- 

hältnisse       •    Aus  rd  =  r^^^  folgt  zugleich,  dafs  die  Aquatorial- 

'1 

geschwindigkeit  unverändert  bleibt.     Dasselbe  gilt  unter  einer 
einfachen  Annahme  von  jedem  Massenteilchen. 

Die  Centrifugalkraft  am  Äquator  geht  für  die  Masseneinheit 

von  X  =  r^'  über  in  x   =  r  -9"  =  r    ^%^   =      0*^")  =  — «,  d.h. sie 

''1  **!  ''i 

wächst  ebenfalls  mit  dem  Verhältnisse  -  • 

Daraus  folgern  nun  zahlreiche  Anhänger  der  La plac eschen 
Hypothese  über  die  Bildung  des  Sonnensystem  es,  dafs  die  Abplattung 
des  rotierenden  Körpers  gleichfalls  wachsen  müsse.  Dies  ist  aber 
falsch.      Es    ist   nämlich    zu    berücksichtigen,    dafs    gleichzeitig   die 

Schwerkraft  auf  der  Kugelfläche  in  dem   stärkeren  Verhältnisse 
zunimmt,  dafs  z.  B.  bei  der  Erde  die  Freifallbeschleunigimg  g  in  g   ^ 
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Übergent.  Der  sogenannte  Abplattungsfaktor  —  =  —  (der  nicht  etwa 
das  Mafs  der  Abplattung  selbst  angiebt^  und  dessen  Betrag  fiir  die 

X  f*  1        f  XT 

Erde  etwa  ^  ist)  geht  über  in  —  ==  -  x ^  =  — -,    d.   h.    der 

290        /    o  9i         r^         g     r'         gr  ' 

Abplattungsfaktor    nimmt    ab    im   Verhältnisse    der   beiden 

Radien^  er  nimmt  nicht  zu. 

178)  Allgemeine  Folgerungen. 
Eine  Fläche  habe  die  Querschnittsformel 

1)  ^  =  »  +  fcy  +  ct/2  -f-  dy«  +  e/  -( 

Ist  die  Reihe  unendlich  lang^  so  muTs  die  Betrachtung  auf  den  Kon- 
vergenzbereich beschrankt  werden,  während  bei  endlicher  Reihe  Ein- 
schränkungen nicht  nötig  sind.     Der  Inhalt  von  0  bis  y  wird 

2)  i.  __  +  -_  +  -_  +  -_-  +  _  ^ 

Das  statische  Moment  des  Streifens  1)  in  Bezug  auf  die  X-Achse  ist 

xy  =  ay-{'  by^  +  cy«  +  dy*  +  ey^  + 
das  entsprechenden  Moment  der  Oesamtfläche  also 

3)  jtf.  =  «-|!  +  ^  +  £|.*  +  ^'  +  l|-  + 

Daraus  folgt  die  Schwerpunktshöhe 

■M,      -F  +  "T  +  T"  -f 

4)  y,  =  -^  = 


■       •       • 


ay  I  fty'  I   gy'  i 
1  "»    2    •"  3     ' 


Das  Trägheitsmoment  des  Streifens  1)  in  Bezug  auf  die  X-Achse  ist 

^/  =  ay^  +  hy^  +  cy*'  -{-  dy^  -\ , 

das  entsprechende  Trägheitsmoment  der  Gesamtfläche  also 

Für  die  horizontale  Schwerpunktsachse  ist  es 

Der  Trägheitsradius  in  Bezug  auf  die  X-Achse  bestimmt  sich  aus 

BolsmüUer,  Ingenieur -Mathematik.    I.  d 
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7)  ^  =^  =  '3"  +  T"  +  "5-  +  '  • ' 

Der  Schwingungspunkt  in  Bezug  auf  die  X-Achse  liegt  für  die  Fläche 
in  der  Entfernung 

«y'  _L  ^y*  I  cy*  i 
^  '      3f or      «y*  I  ^y^  I   cy'  i 

Das   Centrifugalmoment    des  Streifens   \)    in  Bezug    auf  die 

Koordinatenachsen  ist,  wenn  die  Abstände  x  sich  direkt  an  die  F-Achse 

ansetzen  und  im  ersten  Quadranten  bleiben: 

.r*           a*       ,    2ah    ,  ,    fe*+2ac   «  ,    2a(f  +  2?;c    .    ,    c'  +  2rte  +  2ft(;    .  , 
Yy  =  Yy  +  -2~2'  +         2~"  2^+      -     2    --J^+  ■     -       2"^ ^+*"' 

Dies  ergiebt  sich   aus  beiderseitiger  Quadrierung  von  1)  und  darauf 

folgender  Multiplikation  mit  ^  •     (Ist  die  erste  Bedingung  nicht  er- 

füllt,  so  erledigt  sich  die  Sache  durch  Subtraktion.)  Folglich  ist  das 
Centrifugalmoment  der  Fläche 

-«^ary        2"  T   '      2~  3    '  2~      4    '  2  ö     '  2  O' 

Übersichtlicher  ist  es  für  geringere  Gliederzahl,  z.B.  für  cc=^a-\-by-\'Cy'. 
Dann  ergiebt  sich  für  den  Streifen 

rc*  a'        ,    2a6    9    ,    6*+2ac    ,    ,     2fec  ^     ,    c*    r 

^y  =  y2^  +  "2-2^  +     2   -y  +  -r2^  +  2 y*^' 

folglich  für  die  Fläche 

M  =  "_*  2^^  _L  ifL^  y'  4_  ^ +.^'f  y*  I  ?^  2/1  I  ^1  y^_ 

^'-xy         "2    2      '23'  2  4      '       2      ö      '     2    6   ' 

Der  durch  Drehung  der  Fläche  um  die  Y-Achse  entstehende  Körper 
hat  die  Querschnittsformel 

qy  =  a:>%  =  %  [a*  +  2aty  -f  (6^  +  2ac)  y^  +  r26c  -f  2arf)  y^ 

+  (c»  +  2ae  +  26rf)  y*  H ]. 

Sein  Inhalt  bis  zur  Höhe  y  wird  daher* 

J=  jt  [^^  +  2al  ^*  +  (6^  +  2ac)  ^'  +  {2hc  +  2arf)  ^* 

+  (,2_|.2a6  +  26d)^' +  ■••]. 

Die  Formel  für  das  statische  Moment  des  Querschnitts  in  Bezug  auf 
die  Gnmdfläche,  d.  h.  für  x^Tty,  ist  leicht  aufzustellen,  ebenso  das  Träg- 
heitsmoment, und  so  kann  man  diese  Ausdrücke  auch  für  den  Drehungs- 
körper leicht  hinschreiben  und  die  entsprechenden  Schlüsse  ziehen. 
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Ist  1)  der  Querschnitt  eines  Körpers,  so  gelten  die  Formeln  2) 
bis  6)  in  Bezug  auf  die  Ebene,  von  der  aus  die  y  gerechnet  werden. 

Um  die  obigen  Betrachtungen  för  die  Y-Achse  zu  wiederholen,  mufs 
man  y  durch  x  ausdrücken,  was  auf  Irrationalitäten  und  auf  gebrochene 
Exponenten  führt.    Daher  mufs  für  solche  das  Nötigste  gesagt  werden. 


C.  Die  Parabeln  gebrochener  und  negativer  Ordnung  und  die 
Selilehtenfonnel  für  gebrochene  und  negative  Exponenten. 

179)  Oben  war  gezeigt  worden,  dafs  die  Parabel  p^^  Ordnung 
:r=yP,  wenn  p  ganz  ist,  von  dem  Rechteck  mit  den  Seiten  h  und 
h  =  h^   den  (p  -f-  1)**"  Teil    abschneidet,    so   dafs   die  Fläche  gleich 

— ^,— r  ist.     Die  Fläche  von  h.  bis  }u  würde  sein 


k 


i 


F  = 


p+1 


Es  fragt  sich,  was  davon  richtig  bleibt,  wenn  p  auch  gebrochene  und 
negative  Werte  annimmt. 

Die  Betrachtung  soll  auf  den  ersten  Quadranten  eingeschränkt 
werden,  da  sich  die  übrigen  ebenso  behandeln  lassen  und  gerade  in 
der    y- Achse  die  kritische  Stelle  liegt,    die  Zweifel  bringen  könnte. 

Es  handle  sich  also  um  die  Kurve  x  =  ^",  wo  a  lediglich  der  Be- 
dingung gehorchen  soll,  reell  zu  sein.  Im  Methodischen  Lehrbuche,  Band  3, 


Fig.  138 


Fig.  189. 


Algebr.  Analysis  V,  ist  dieser  Fall  behandelt  worden;  hier  soll  die  Be- 
handlung auf  andere  Weise  geschehen.  Zunächst  ist  zu  bemerken,  dafs 
bei  positivem  a  die  Kurve  von  0  aus  aufsteigt,  und  zwar  bis  zu  unend- 
licher Höhe,  dafs  sie  dagegen  bei  negativem  a  aus  unendlicher  Höhe 
bis  zu  Null  herabsinkt.  Welcher  Fall  vorliegt,  ist  vorläufig  gleichgültig. 
Es  kommt  darauf  an,  an  Stelle  von  x  =  y"  eine  Reihe  zu  er- 
halten, die  nach  ganzen  positiven  Potenzen  fortschreitet.    Zu 

9* 
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diesem  Zwecke  liat  man  nur  nötige  das  Koordinatensystem  zu  Ter- 
schieben,  z.  B.  den  Nullpunkt  in  senkrechter  Richtung  von  0  nach  A 
zu  verlegen,  wobei  z.  B.  OA  =  1  sein  soll.  In  diesem  Sonderfalle 
wird  die  neue  Ordinate  0  =  y  —  1,  (also  y  =  0  -\-  1),  während  x  un- 
verändert bleibt.  Nach  dem  binomischen  Satze  für  gebrochene  und 
negative  Exponenten,  dessen  Beweis  man  im  dritten  Bande  des  Meth. 
Lehrbuchs  findet,  ist  dann  die  neue  Kurvengleichung 

x  =  (l  +  0y  =  l  +  ~^0  +  "Vry-^^  +        1-2.3-  — ^"  +  ■  •  •; 

eine  Reihe,   die  Geltimg  hat  für  1  —  <jef<+l,  so  dafs  man  sich 
zunächst  innerhalb  dieses  Konvergenzbereiches  zu  halten  hat. 
Nach  der  Schichtenformel  ist  dann 

^^  ^r  a  ^         cc(cc-l)  ^    ,    «  («  -  1)  (cc  -  2)  4     , 

^  l'"l2'  12        3'  1-2-3  4"r'''- 

Um  rechts  wieder  eine  binomische  Reihe  zu  erhalten,  multipliziere 
man  beiderseits  mit  (a  -(-  1)  imd  addiere  beiderseits  1.     Dies  giebt 

1  +  (« + 1).|=  1  +  "4^.,  +  ^i^)-%j  +  ("+i;|(^^^^^ 

so  dafs  sich  ergiebt 

J^_(l+^,r  +  i  1 


0 


a  +  1  a  +  1' 


folglich,  wenn  man  zum  alten  Koordinatensystem  zurückkehrt, 


i*=  """^^      ' 


j  a  +  l         oc  +  1 

Bildet  man  dieselbe  Formel  für  Fy  so  findet  man  durch  beiderseitige 

1 

Subtraktion,  wobei  der  Zusatz       ,       sich  weghebt. 


1)  p^r^r-y'^ 


SO  dafs  die  ursprüngliche,  für  positive,  ganze  Exponenten  geltende 
Formel  für  den  Konvergenzbereich  als  bestehen  bleibend  nachgewiesen 
ist.  Nur  der  Fall  a  =  —  1  ist  auszuschlielsen,  weil  er  auf  den  un- 
bestimmten Wert  -Q  führt.    Dieser  Fall  ist  mit  Hülfe  des  natürlichen 

Logarithmus  zu  erledigen.  (^Method.  Lehrbuch  Band  3,  Algebr.  Ana- 
lysis  11.) 
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180)  Der  Konvergenzbereich  kann  aber  durch  beliebige  Verschie- 
bung des  Koordinatensystems  beliebig  geändert  werden. 

Verschiebung  um  die  Strecke  2  würde  z.  B.  die  Kurvengleichung 
geben: 

o;  =  y«  =  (2  +  ;.)«  =  2«  (l  +  f )", 
oder 

—  2"[i  +  r  (I)  +  ^^^  (0*+  ^7-.'^^=^  &  +  •  •]. 

die  für  ^  absolut  <  1  oder  z  absolut  <  2  konvergiert.  Die  Schichten- 
formel giebt  jetzt 

Rechts  und  links  multipliziere  man  mit  (a  +  1)  und  auTserdem  auf 
der  rechten  Seite  oben  und  unten  mit  2.     Man  erhält 

-2-+'[(i+y"'"'-i]. 

so  dafs 

und  daher  auch 

ist.  Daraus  folgt  ebenso^  wie  oben,  mit  Hülfe  von  F  imd  beider- 
aeitdger  Subtraktion 

Die  Formel  1)  gilt  also  auch  für  den  neuen  Konvergenzbereich.  Man 
kann  auf  diese  Weise  ihre  Gültigkeit  für  die  ganze  positive 
reelle  Achse  nachweisen,  vorausgesetzt,  dafs  a  verschieden 
von  —  1  ist. 

181)  Kritisch  sind  nur  die  Stellen  0  und  cx).   Darüber  ist  Folgendes 
zu  sagen.  ^^^ 

Ist  a  >  —  1 ,  so  ist  für  y^  =  0  der  Werth  von       ,      =  0.    In 
diesem  Falle  wird 

f    a+i    «+1    «+r 


Folglich: 

Für   a  >  —  1    schneiden   die    Kurven   den   {«  +  1)*™   Teil   des 
Rechtecks  ab,  möge  nun  a  positiv  (Fig.  140)  oder  negativ  (Fig.  141) 


I  ist  z.  B.  für  a  = 


,  also  für  die  Kune  «  =  y 


was  das  Doppelte  des  Rechtecks  bedeutet.    Das  Diagramm  reicht 
dabei  nach  rechts  bis  x  =  oo  und  hat  trotzdem  endlichen  Inhalt. 


Ist  di^egen  «  <  —  1,  so  ist  für  y^  =  c 
negativ  ist,  und  die  Formel  geht  über  in 


=  0,  weil  «  +  1 


yr 


"  + 


a  +  1 


was  positiv  ist,  weil  der  Nenner 
negativ  ist.  In  diesem  Falle  ist  also 
der  nach  oben  bis  ins  Unendliche  fort- 
zusetzende schraffierte  Flächenteil 
gleich  dem  (a  -\-  1)'™  Teil  des  Recht- 
ecks, während  der  darunterliegende 
unendlich  grofe  werden  würde.  Also 
auch  hier  behält  der  Ausdruck: 
„(a  +  11'"  Teil  des  Rechtecke" 
einen  bestimmten  Sinn.  Die 
Formel  1)  aber  bleibt  für  alle  posi- 
tiven y^  und  y^  richtig,  nur  ist  der  Werth  Null  jetzt  auszuschlieläen,  denn 
das  nach  rechts  gehende  Diagramm  ist  jetzt  von  unendlich  grofsem  Inhalte. 

182)  Der  Fall  a  ^  —  1  erledigt  sich  nach  dem  Meth.  Lehrbuche 
Band  3,  Algebr.  Analysis  II  dadurch,  dafa  für  die  Kui-ve  a'  =  - 
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y 


F=ngy 

0 

wird. 

Damit  ist;  die  Angelegenheit  für  technische  Zwecke  überhaupt 
geklärt  und  ein  weiterer  Bereich  für  wichtige  Anwendungen  er- 
schlossen. 

183)  Konstruktion  der  Parabeln  höherer  Ordnung. 

Die  Curven  x  =  y"  für   beliebiges    reelles  a   einschliefslich  des 
Falles  a  =  —  1  haben  eine  einfache  Kon- 
struktionsmethode^  die  sich  aus  Folgendem 
ergiebt: 

Ist    x^   mittlere    Proportionale    zu    x^^ 


Fig.  143. 


und  2:..  also 


8  7 


•Vt     •    ««^    ^^~    «*'9    •    w» 


8; 


^s 

^s 

u 

. 

/; 

y. 

""- 1 

/  ' 

i-% 

y. 

f      •          ' 
i          1 

0 

SO  folgt  aus  der  Kurvengleichung^  dafs 

folglich  auch 

ist.     Also:   Ist   die    mittlere   Abscisse 

mittlere  Proportionale  zwischen  den 

aufsenliegenden  Abscissen,  so  ist  auch  die  mittlere  Ordinate 

mittlere  Proportionale  zwischen   den  aufsenliegenden  Ordi- 

naten. 

Sind  also  von  einer  Parabel  x  =  y"  zwei  Punkte  A  imd  B  be- 
kannt, so  kann  man  durch  Eintragen  mittlerer  Proportionalen  einen 
dritten  Punkt  G  konstruieren,  sodann  zwischen  A  und  C,  C  und  ü 
ebenfalls  neue  Punkte  einschalten  u.  s.  w. 

Auch  nach  aufsen  läfst  sich  die  Curve  fortsetzen.  Da  es  sich 
dann  um  ein  Fortschreiten  nach  geometrischer  Weise  handelt, 
so  ergiebt  sich  folgender  Konstruktionsmechanismus. 

Sind  in  Fig.  144  A  und  B  gegeben,  so  ziehe  man  beliebig  OK 
und  bilde  durch  Projektion  AA^A^  und  BB^B^.  Zieht  man  -i^^i, 
sodann  parallel  dazu  -B^Ci,  darauf  im  Zickzack  CjOg,  CgA  II  ^^i? 
Dj^D^,  D^E^  II  A^B^  u.  s.  w.,  so  erhält  man  die  in  geometrischer 
Weise  aufeinander  folgenden  Abscissen.  Ebenso  verfahre  man  in 
Bezug  auf  die  beliebige  Gerade  OL  mit  A%i^,  jB  SSjSa  und 
StjSBi  u.  s.  w.,  was  die  Ordinaten  S^,  5Di  u.  s.  w.  giebt.  Dadurch 
werden  Punkte  0,  J),  J?  .  .  .  der  Kurve  bestimmt,  die  auch  rückwärts 
fortgesetzt  werden  kann. 
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Fig.  144. 


184)  So  ist  man  im  Stande,  jede  Parabel  höherer  Ordnung  leicht 
zu  konstruieren,  z.  B.  auch  die  gleichseitige  Hyperbel  (Diagrammcurve 
für  das  Mariottesche  Gesetz)  und  die  adiabatischen  Diagramm- 
curven 

9 

y  =  x'~^'^^     und     y  =  x~^'^^^  =  x'~'s 

für  atmosphärische  Luft  und  gesättigte  Wasserdämpfe. 

Die  Diagrammflächen  für  die  letztem  ergeben  sich  nach  Obigem  als 


F  = 


-1,41  +  1  _  ^-1,41  +  1  «.-0,41  _  «.-0,41 


-0,41 


X 


-  0,41 


bezw. 


- 1,41  + 1 


-Ui        -i+i 


0,41 


0,41 


«1 


s^      ^  „      8    '  ^8  ^8  /     1,  1\ 

'-- — ?^, ^-^-=H.y-4), 

sodafs  sich  die  Diagramme  für  die  Expansionsarbeit  und  Korn- 
pressionsarbeit  leicht  berechnen  lassen.  (Vergl.  Meth.  Lehrbuch, 
Teü  3,  Algebr.  Anal.  V,  d.) 


185)  Dasselbe  gilt  von  der  Newtonschen  Gravitationskurve 

P  —2 

(Anziehung  umgekehrt  proportional  dem  Quadrate  der  Entfernung),  deren 
Fläche 

p  ^  ^? ^ Vi    j^  =  J_  _  A 

y,  -2  +  1  1  yi      y, 
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die  Hebungsarbeit  giebt,  die  z.  B.  erforderlicli  ist,  einen  Körper,  der  an 

der  Erdober^che  das  Gewicht  p  bat,  zu  beliebiger  Höbe  zu  beben. 

Die  Diagrammfläcbe   ist  identiscb  mit 

der  Potentialdifferenz.     Aucb  bierbei  Fig.  i«s, 

TergL  das  Metbodiscbe  Lehrbuch  3,  Älgebr. 

Anal.  Y,  c.    Für  die  Elektrizitätslehre,  wo  | 

es  sich  auch  um  Abstolsung  bandeln  kann,  i  „ 

ist    dies   von  fundamentaler  Wichtigkeit.  ^  afe" 

Vgl.  Fig.  145.  1 

'  A^ 

186)  Parabolisebe  Berechnungen. 

Es  handelt  sich  hier  um  Parabeln 
höherer  Ordnung.  Willkürlieb  wird  die 
gewöhnliche  Parabel  2'"  Ordnung  als  Bei- 
spiel herausgegriffen.  Die  Berechnung 
der  übrigen  geschieht  ebenso.  Zum 
Sehlufs  soll  eine  Tabelle  über  die  ver- 
schiedenen Ordnungen  aufgestellt  werden. 

In  das  Koordinatenrechteck  ABCD 
(Pig.  146)  sei  die  Parabel 

1) 

einbeschrieben,  die  A  zum  Scheitel,  AB 

zur  Achse  hat.     Ihre  Fläche  ist 

'^■'  -^       Ä*  a        3 

Das  statische  Moment  des  Streifens  1)  in 
Bezug  auf  die  X-Achse  ist  xy  ^  ^,-  y*,  das       ^ 
Moment  der  Gesamtfläche  also: 

Demjutch  liegt  der  Schwerpunkt  der  Fläche 
ACD  in  der  Höhe 


'^h^ 


i 

> 

r 

E 

j- 

/-' 

!     ;»■ 
1       : 

/ 

h 

/ 

f        c 

Das  Trägheitsmoment  des  Querschnittes  1)  in  Bezug  auf  die  X-Achse 
ist  xy^  =  üil/^>  <^  ^^^  Clesamtääcbe  also: 
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Für  die  wagerechte  Schwerpunktsachse  dagegen  wird  es 

6)  r=^-Ä:i^=cÄ'(J-y=f. 

Der  Trägheitsradius  in  Bezug  auf  AB  ist 


7)      «,.=l/J=y^=yj^=Ayf  =  Äi/ö;6: 


Der  Schwingungspunkt  der  Fläche  ACD  in  Bezug  auf  AB  liegt  in 
der  Höhe 

4 

Auf  die  Folgerungen  für  die  Pendel-  und  Stofstheorie  sei  nur  hin- 
gewiesen. 

Das    Centrifugalmoment    des    Streifens    1)    in    Bezug    auf    die 
Koordinatenachsen  ergiebt  sich  nach  Nr.  165  als 


Demnach  ist  für  die  Gesamtfläche  ACD  in  Bezug  auf  jene  Achse 

Der  Schwerpunkt  des  mit  Hülfe  von  AB  abgeschiügten  Körpers,  dessen 
Schrägebeue  zunächst  die  Neigung  45^  habe,  dessen  Inhalt  sich  dann  aus 

Mx  =-T"  ergiebt,  hat  daher  seine  Projektion  an  der  Stelle 

Bis  hierher  würde  die  Lehre  von  den  ganzen  Exponenten  ausgereicht 
haben.  Jetzt  aber  soll  die  Achse  AD  zu  Gioinde  gelegt  werden, 
wobei  gebrochene  Exponenten  auftreten.  Zunächst  ergiebt  sich  der 
Querschnitt 

11)  qx  =  HG  —  HF  =h  —  ±-x\ 


C2 


SO  dafs  die  Fläche  wiederum  wird 

1 


4- 1 
hc  h    c^  ,  2  I  ch 

-r  —  —  -T—  ='hc--^hc  =  -^. 
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Das  statische  Moment  des  Streifens  11)  in  Bezug  auf  AD  ist 

hx  —  (  —  ^^  \x  =  }ix f  ^"  • 

Daraus  folgt  fiir  die  Fläche  das  Moment 

12)  ^y  =  "2 r  ^  =  ^^%  -  6-)  =  lö  • 

Daraus  ergiebt  sich  als  Schwerpunktskoordinate 

3 

Das  Trägheitsmoment  des  Streifens  in  Bezug  auf  AD  ist 

l\x^  —  I  --  a;^  j  x^  =  Ifix^ -x^  . 

Für  die  Fläche  folgt  als  Trägheitsmoment  für  AD 

7 

2r 

Für  die  senkrechte  Schwerpunktsachse  wird  das  Trägheitsmoment 

^     '        '  21  2^'  21  100   S   ~^^  \21  100/  2100 

Das  polare  Trägheitsmoment  wird  demnach 

16)    T,=r,  +  r;=?;  +  5^f  =  -^-.L2iOÄ*  +  296c»j 


14)  r,  =  ?^-4£i  =  Ä^(|— ?)  = 


8400 

Der  polare  Trägheitsradius  wird 

ch 


80     '      2100  16800 

=  iSs  [105  Ä»  + 148  c*]. 


3 

Der  Trägheitsradius  in  Bezug  auf  AD  wird 


IH)  Qy 


-i^-l/i-i4'-«n- 


3 

Der  mittels  AD  abgeschrägte  Körper  hat  die  Schwerpunktsprojektion 
au  der  Stelle 
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Äc»  h*c 


*«^ 


^'  21^ 10  ^xfj 12    _  5 

M,~  h^~  21  ^'       y'  ~  ~if'~  ~'hc^  ~  6 


19)  Xs  =  j.f        ..  —  „-  c,      y,  —    ,, '  —  -,  .  —  V  h . 


y       _i-  y 


10  10 

Auch  der  Schwingungspunkt  der  Fläche  in  Bezug  auf  ÄD  liegt  in  der 
Entfernung  ^^a 

7    —IlL  —  lL  —  ^lr 

^'J~  M~  hc*  ~  21  ^' 

y        . —      ' 

10 

Die  übrigen  physikalischen  Deutungen  sind  den  früheren  Bemerkungen 
entsprechend. 

Durch  Drehung  um  AD  entsteht  ein  parabolischer  Körper,  dessen 
Querschnittsformel  ist 

20)  tfy  =  ^*3r  =  ^-4y*Ä, 

dessen  Inhalt  also  wird 

was  den  fünften  Teil  des  zugehörigen  Cylinders  bedeutet. 

Das  statische  Moment  des  Schnittes  20)  in  Bezug  auf  die  Grund- 
fläche ist 


.2, 


c^n 


das  Moment  des  Körpers  wird  also 
22)  Mu  =  ^-s-  = 


Ä*    6  6 

Der  Schwerpunkt  des  Körpers  liegt  also  in  der  Höhe 
23)  A,  =  ^  =     «     =  I  Ä. 


5 

Das  Trägheitsmoment  des  Körpers  in  Bezug  auf  die  Grundfläche  ist  aus 


c'n    M    Q        c^n 


^'ty*  =  jr  f  y*  = -j;r  y^ 

zu  berechnen  als 

24)  r„=^i;:=^'. 

Das  Trägheitsmoment  jeder  Schicht  in  Bezug  auf  Achse  AD  ist 

X^n   1    C*7t      o 

"~2      v"^  y^f 

das  des  ganzen  Körpers  also 

oc\  rp        1  c*  nh^        c*nh 
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In  Bezug  auf  jeden  Hauptschnitt  durch  T  ist  es  halb  so  grofs,  also 

26)  ^1  =  ^, 

in  Bezug  auf  die  Gerade  A'B  also 


C^Tt 


r  =  T,  +  T«  =  ^  +  ^ '  =  ^  ( 7  c«  +  36  A«) . 

Auf  sonstige  physikalische  Dinge  sei  nur  hingedeutet.    Ebenso  leicht 
ist  der  durch  Drehung  um  A3  entstehende  Körper  zu  behandeln. 

187)  Macht  man  entsprechende  Betrachtungen  für  die  aufeinander 
folgenden  Parabeln  höherer  Ordnung,  so  ergiebt  sich  die  nach- 
stehende Tabelle.  Betrachtet  man  die  nach  rechts  aufeinander  folgenden 
Ausdrücke,  so  zeigt  sich,  dafs  die  entsprechenden  Zahlen  nach  ein- 
fachen arithmetischen  Beihen  aufeinander  folgen.  Man  kann  also 
nicht  nur  for  die  ganzen  Exponenten  alles  ohne  weiteres  hinschreiben, 
sondern  auch  für  die  zwischenliegenden  gebrochenen  Exponenten  leichte 
Interpolationen  machen.  Damit  ist  die  Theorie  für  die  einfachen 
Parabeln  höherer  Ordnung  erledigt. 

188)  Tabelle  über  Parabeln  höherer  Ordnung. 

Pig.  147. 

Parabel      ^^^  ^^^'  ^^^  ^^^'        ^**"  ^^^'  ^**'  ^^^" 

nung  niing  nung  nmig 


i  \ 


a)  Parabolische  Flächen. 


X  =  a, 


Querschnitt    in 
Höhe  y 

1.  Flache    von    y       * ah 

=  0  bis  y  =  Ä      i~~^' 

2.  statisches    Mo- 

ment  in  Bezug  Mx  =  "  2  ^ 
auf   Grundlinie 

3.  Tragheitsmo- 

ment  fttr  Grund-    T^  =  -  - , 
linie 


h 

hh 

2   ' 

ch 
3  ' 

dh 

4  ' 

hh} 

CA« 

dh^ 

3    ' 

4    ' 

5  ^ 

hhr' 

CÄ« 

dh^ 

4 

ö  ' 

6   ' 

M 
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el  0*«' 

Ordnimg 

Jtei 

f  Ordnung 

2tci 

■^  Ordnung 

3te; 

^  Ordnur 

«x  = 

=  A, 

Z) 

A- 

h 

Ä        3 

M,= 

"      2    ' 

6-  ' 

hc* 
10  ' 

14  ' 

Ty  = 

Ä«« 

Äfe' 

Äc» 

h(P 

3    ' 

12  ' 

yi  ' 

80  ' 

3f.y  = 

""      4     ' 

12   ' 

r/Vi» 
16    ' 

y>  = 

=  1*, 

% 

Vh 

:*, 

:-/*> 

x,= 

1 

:'>, 

s 
10  '  ? 

li^h 
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Par 

4.  senkrechte  Quer- 
linie  im  Abstän- 
de X 

5.  statisches  Mo- 
ment in  Bezug 
auf  Begrenzung 
links 

6.  Trägheitsmoment 
für  diese  Linie 

7.  Centrifugalmo- 
ment    in    Bezug 
auf    die    beiden 
Grenzlinien 

8.  Schwerpunkts- 
höhe 

9.  Schwerpunktsab- 
stand   horizontal 

10.  Höhe   des   Träg- 
heitsmittelpunk- 
tes in  Bezug  auf 
Grundlinie 

11.  Horizontalab- 
stand  des  Träg- 
heitsmittelpunk- ^   _^i/i  ly^  ^1/3  rfl/f" 
tes  in  Bezug  auf          ^'-^''«'          ^^  ^^^^            '^^^^  ''^  ^^ 

linke  Grenzlinie 

12.  Schwingungs- 
punkt bei  Dreh-  / 2  ,  s  ,  4  t  ^  ;, 

ung um  Grundlinie 

13.  Schwingimgs- 
punkt  bei  Dreh- 

ung    um    Grenz-  h=  3  ^j  h^j  21^;  so"? 

linie  links 

14.  Quotient  aus  Cen- 
trifugalmoment  j^ 

für  beide  Achsen       e.j  =  -J-''  =  ^  a,      -J  fc,  *  ^,  i"  d 

und     statischem 
Moment  Jlfr 

15.  Quotient  aus  Cen- 


9.-hV\,     hV\,      hVl,       hV\, 


M^        4  '-*'?       V;  12  '-y  12*"? 


trifugalmoment         <^,  =  -^;-"  =  ^  Ä,       ^  /.^  -^.  A,  ^  A^ 


und  M,j  y 
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II 

«. 

bH 

d  a> 

®  'TS 

§  2 

1» 

So 

-+a 
•  «-<    ^^ 

'S  i 

'ö  r 

w  :0 

to  SP    . 

X-.     N       ^ 

S3        . 

• 

l^      «  ^ 

91  94  91 

ö       "S  e 

II    II  II 


^       P 


O^     CO 


rt^ 


^       »*=: 
-         « 


9<l 


9t     CO 


IM 


P^ 


p^    -*^   :a8 

fr  o)  ^ 

\6    '>o 


o 


CG 

a  «3^ 

•  -  J 

od 


'<»« 


91 

+ 

9« 

CO 

50 


1  s 

oment 
chse, 

a>    B    m 

eitsm 
runda 

Trägh 
für    s€ 
Haupt 

'2    t! 

+ 


^ 


OQ 


144  Abschnitt  V. 

189)  Alles  andere  läfst  sich  aus  diesen  Tabellen  leicht  ableiten^ 
insbesondere  auch  die  Momente  für  die  Restflächen,  deren  Drehungs- 
körper sich  ebenso  leicht  behandeln  lassen.  Ubungsbeispiele  mathe- 
matischer und  mechanischer  Art,  z.  B.  über  abgeschrägte  Körper,  die 
über  diesen  Flächen  stehen  und  ihre  Schwerpunkte,  über  Centrifugal- 
kräfte  der  massenbelegten  Flächen,  über  seitlichen  Wasserdruck 
gegen  solche  Flächen,  über  die  Dynamik  der  genannten  Drehimgs- 
körper  lassen  sich  in  grofser  Zahl  anschliefsen.  Die  Fortsetzung  der 
Tabellen  nach  rechts  kann  ohne  Mühe  auf  Grund  arithmetischer  Reihen 
geschehen,  ebenso  die  Interpolation  für  gebrochene  Exponenten,  für 
die  unter  190)  ein  Beispiel  gegeben  werden  soll. 

190)  Beispiel   der  Neilschen  Parabel  (semikubische  Parabel) 

Durch  Einschaltimg  zwischen  die  zweite  und  dritte  Kolonne 
findet  man  aus  der  Tabelle  sofort 

2y  S\  4 

ILf    _hk*  rp    _     Ä*»      _    2Ä*»  ^  t'Ä«  _    *^  J    _    5   1. 

■""■y  8    '  "  —  is+21 —     33    '      -""-"J  —  ~W'      ^'  —  ~T"  —  Y*' 


X» 


2  "2 

^  .      ,      -  , 

2     7-  0    7.  7      I       /  2  7   l/6 


ä  =  aä,  <,,  =  ä   /-4=a)/. 


9^ 


~  *   I  /    12  +  2X  ■""  *1^8S  y       ^»  =  ^~T  —    9^9       h  =  12^21  *  =  SS  ^  ? 


2 


xy  2    7  7   -j  xy  A  t 

«i^  =  -w-  =  ^T  '^  =  20^?     ^'  =  -M'=  ^"'y     u.  s.  w. 


^. 


Ebenso  ist  der  Drehungskörper  der  Neüschen  Parabel  leicht 
mittels  der  Interpolation  innerhalb  der  Tabelle  zu  behandeln. 

191)  Die  Parabeln  von  der  Ordnimg  y,  J,  ^  u.  s.  w.  können 
auch  so  behandelt  werden,  dafs  man  die  Parabel  2*«',  3*«',  4**'  u.  s.  w. 
Ordnung  um  die  Gerade  von  45^  Neigung  klappt.  Es  handelt  sich 
also  nur  um  eine  Vertauschung  der  Koordinaten,  im  übrigen  sind 
die  Rechnungen  und  Resultate  dieselben. 

Um  zu  zeigen,  wie  man  aus  den  Resultaten  der  Tabelle  die 
Resultate  für  die  Restflächen  der  Rechtecke  ableiten  kann,  werde 
das  Beispiel  der  gewöhnlichen  Parabel  behandelt. 
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192)  Beispiel  der  gewöhnlichen  Parabel.    Die  Flächen  ver- 
halten sich  wie   1  :  2,   folglich  S^M:  MS  =2:1,   ebenso  AB :  BC 

und  DEiEF.    Da  ÄB  =  ^h  —  ^  =  j,  so  ist  -BC=|,  folgUch 


s 


s 


Ffif  =  f  Ä;  da  femer  DE  =  -I  —  ^^  c  =  {^  c,  so  folgt  EF  =  ;-  und 


daher  CS=  *  c=\c  und  CF=  | c. 

10  5  0 

Die    statischen    Momente    sind 
daher 


Fig.  148. 


M^  =  \ch 


S    T  CA* 


Die  Trägheitsmomente,  durch  Sub- 
traktion aus  dem  Rechteck  abgeleitet, 
sind 

rp    CÄ*  CÄ' 


0 


=  18^'^ 
2 


B      E    F 


^y  —     3     —    21    ~   7  '*^  • 


Für  den  Schwerpunkt  erhält  man 


T^=T.-F(lhY  = 


8 
15 


CA 


3 


2 
8 


c/»  64  /*   —  cn   ^^5       gjj^  —  ^^  cn  , 


T;  =  r,-i^(|c)*==*Ä.o»-|cA,»,c*  =  Ä(^  (}-,;)  = 


8fec' 

Ttö" 


193)  Aufgabe.   Ein  Haken  habe  an  der  am  stärksten  bean- 
spruchten Stelle  einen  Querschnitt,  der  nach  der  einen  Seite 
durch  einen  Halbkreis  mit  Radius  a  begrenzt  ist,  nach  der 
andern    durch    eine    Pa- 
rabel, die  einem  Rechteck  ^**^  ^*^* 
mit  den  Seiten  Sa  und  2a 
eingeschrieben  ist.     Der 
Schwerpunkt      und      das 
mafsgebende    Trägheits- 
moment sollen  berechnet 
werden. 

Auflösung.     Nach  vori- 
gem Abschnitte  ist 

auCserdem  ist 

^Ä.  =  3«  +  ||  =  i|(4«+l), 

Holsrnftller,  Ingeniear  -  Mathematik.    I. 


^1  = 


a*7t 


|2a-3a  =  4o«,    F^=   ^ 

10 
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Folglich  ist  in  Bezug  auf  OY 

Folglich 

Jlf,  rö'p''  +  ''"l         a[303  +  60.] 


ÄS  =  es  = 


^^  +  ^^  4a*  +  "'''  20(8  +  ^) 


2 

Für  die  Parabel  ist  in  Bezug  auf  SJ 

rj,   8  Äc'» 8  •  2  a  •  (3  a)3 432  a' 


9 


175  175  175 


Verschoben  mufs  werden  um  S^S  =  e^  —  ,;  a.    Demnach  ist  in  Bezug 
auf  HE 

Für  den  Kreis  ist  in  Bezug  auf  KL 

^■-^(J-5l)-«'(|-Ä)- 

3  (i 

Verschoben   wird   um   88^  =  ÄS^  —  e,  =  —  (4 :«  -f-  1)  —  c,.     Dem- 
nach ist  in  Bezug  auf  HE 

Das  gesuchte  Trägheitsmoment  ist 

Die  numerische  Ausrechnung  für  einen  beliebigen  Wert  von  a  macht 
keine  Schwierigkeiten. 

194)  Die  gleichseitige  Hyperbel  x=  —- 

Der  Querschnitt  ist  x  =  —,  demnach  wird  die  Fläche  von  1  bis  y 

1 

Das    statische  Moment   des  Querschnitts  in  Bezug  auf  die  X-Achse 
ist  xy  =  -  y  =\y  folglich  für  die  Fläche  von  0  bis  y 
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obwohl  diese  Fläche  sich  nach  rechts  ins  Unendliche  erstreckt.     Für 
die  Fläche  von  1  bis  y  ist 

Die  Schwerpunktshöhe  der  letzteren  Fläche  ist  also 


M 


X 


y«  =  -V  = 


y-i 


Dagegen   ist   das  statische  Moment  in  Bezug  auf  die    F- Achse  mit 
Hülfe  der  Querschnittsformel 

a?  1  1  a 

zu  berechnen.     Für  die  Fläche  von  y  =  1  bis  y  ergiebt  sich 
M  =  A  2L_'  _  1  ll!  =  }.  /i  _  M  =  ^-^"^ 

^y  2    _1  2-1  2    \^  y)  2y     ' 

so  dafs  ihre  andere  Schwerpunktskoordinate  wird 

Das  Trägheitsmoment  Tx  entspringt  der  Querschnittsformel 


demnach  wird  für  die  Fläche  von  0  bis  y 

f=-|-',     dagegen     T=\(f-l). 


0  "  1 

Der  Trägheitsradius  der  Fläche  von  1  bis  y  wird 


der  Schwingungspunkt  liegt  für  die  Fläche  von  1  bis  y  in  der  Höhe 

-  (y*  —  1) 

für  die  Fläche  von  0  bis  y  in  der  Höhe 

y' 

2   y 

"m  y  2 

10* 
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Das  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  die  F- Achse  ist  aus 


—8 


abzuleiten.     Es  ergiebt  sich  für  die  Fläche  von  1  bis  y 


T„  = 


1  iz!_i/i  _  i\  =y_zL 

8     -2  6    ["^  y^j  61/* 


y       3  _2 
Der  entsprechende  Trägheitsradius  ist 

n    _1/5_T/ZEI 

P»-K  J.-K  gj,..i^y, 

der  entsprechende  Schwingungspunkt 


T..         y«  —  1        2  y  y  +  1 


^'~  3fy-"     6y»       y-1—     3y 

Das  Gentrifugalmoment  in  Bezug  auf  beide  Achsen  ist  aus  der  Quer- 
schnittsformel 

Ä*     _  1  J_     _   1^ 

iy—   2  y~~^   y^y  ~  2y 

ZU  berechnen. 

Für  die  Fläche'  von  1  bis  y  ergiebt  sich 

Auch  für  ein  Segment  dieser  Hyperbel,  welches  durch  eine  Gerade 
von  —  45®  abgeschnitten  wird,  lassen  sich  alle  diese  Berechnungen 
durchführen,  indem  man  vom  ganzen  Dreieck  die  entsprechenden 
Teile  abzieht. 

Dreht  sich  die  Hyperbel  um   die    F- Achse,    so   wird  der  Quer- 
schnitt des  entstehenden  Körpers 

demnach  wird  der  Inhalt  von  1  bis  y 

f-«{?;-;-'s)='("-;)-'-^-->, 

z.  B. 

J  =  Ä  (1 \  =  Ä . 

Das  statische  Moment  ftlr  die  Grundfläche  wird  aus 


berechnet  als 


9  9»  3» 


y 
1 
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Das  Trägheitsmoment  für  die  Grundfläche  wird  nach  qy^=  —  y=^% 

f=«(T-T)  =  «(y-i), 

bezw. 

V 

T=%y, 

0 

Sein  Trägheitsmoment  für  die   F- Achse  folgt  aus  qy  =  -^  =  ^~~4  ^ 


z.B. 


195)  Beispiel  der  Gravitationskurve  a;  =  -^- 
Querschnitt  qy=    ,;   sein   statisches  Moment  fOr  die   X-Achse 
xy  =  — ,  sein  Trägheitsmoment  für  dieselbe  xy*  =  1.     Folglich 


y       «-1        .-1 


F=  ?C_  _  i_  =  1  _  A  =  y-^ 


1 

z.B. 


Statisches  Moment 


Trägheitsmoment 


—  1-1  y         y 


CD 


1 


1  ^ 


Das  statische  Moment  für  die   F- Achse  folgt  aus  qy  =  —  =  -— j-  als 

das  Trägheitsmoment  aus  Jy  =  -ö-  ^^  a"«  ^® 

Auf  die  Bedeutung  für  die  kosmische  Physik  und  die  Potential- 
theorie sei  im  Anschlufs  an  das  Methodische  Lehrbuch  aufmerksam 
gemacht. 
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195b)  Ein  transcendentes  Beispiel.  Nicht  der  technischen 
Wichtigkeit  halber,  sondern  um  zu  zeigen,  wie  man  transcendente 
Kurven  aller  Art,  z.  B.  auch  die  Sinuskurve,  die  Cosinuskurve,  die  Ketten- 


. —  X 


linie    y= — iL u.  s.  w.   behandeln  kann,   soll  die  logarithmische 

Linie  y  =  e*  oder  a;  =  ^'Ig  y  als  Beispiel  eingehender  untersucht  werden. 
In  Fig.  149  b  ist  sie  dargestellt. 

Fig.  149  b. 


Zunächst  folgt  aus 


1) 


«1  1**  f''  O"* 

y  =  ^=l+lHf!  +  l!  +  f]  + 


nach  Nr.  170,  dafs   die  Neigimg   a  der  in  dem  Kurvenpunkte  x,  y 
angelegten  Tangente  sich  aus 

tan«=0  +  i»,  +  ^  +  ^'  +  ^'  +  -- 


X 


berechnet  also  aus 

2) 


=  i  +  n  +  -o-,  +  li  +  ---  =  e' 


2! 


8! 


tan  «  =  e*  =  y  =  ^  . 


Demnach  ist  die  Projektion  der  in  C  angelegten  Tangente 
stets  gleich  1,  wo  auch  C  auf  der  Kurve  liege.  Die  Tangente 
in  C  wird  also  konstruiert,  indem  man  das  Lot  CB  fällt,  von  B 
aus  nach  links  die  Strecke  1  abträgt  und  den  freien  Endpunkt,  mit  C 
verbindet. 
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Für  die  Fläche  ABC  JE  folgt  nach  der  Schichtenformel  aus  1 

*  /)/»  /¥•■  /*••  «»4  /]•  /yM  /y«S  /|*4 

■  Y  •(/  IIA/  iiX^  ■«</  I  »A/mtA^t»^ttAti 

"T  ^  T  "•    iT^  "•    2T3"  ■+"  yjT    *         "^  Tl  "T"  ¥[  "f"  8!  "T"  4!    ' 


0 

oder 

3)  F^e'-l. 

0 

So  ist  z.  B. 

0 

-F=  1  — e-«  =  1. 

In  Fig.  149  b  ist  ftlr  jedes  Lot  BC  =  y  =  ef'  das  statische  Moment 
in  Bezug  auf  die  F- Achse 

X  X  X 

y^  =  ^^  =^  +  TT  +  "2!  +  "3!  +  •  "' 

folglich  ist  das  statische  Moment  der  Fläche  ABCE  in  Bezug 
auf  die   F- Achse 

^y  2    ^  1!3   ^  2!4     »     3!6   ^ 

oder 

J»f.  =  ^(u-A)+^(Fi-^,)+^(ri-*,)+-- 

T!  +  -2!+-3!+"7-l"2T  +  -3!+T!J 

=  x{(^  —  1)  —  {e"  —  l  —  y)  =xe'  —  ^+l—x  +  x  =  xe'  —  e^-\-l, 

also 

4)  My  =  ef'{x  —  \)  +  1. 

•  Das  Trägheitsmoment   der   Geraden   BC  in  Bezug    auf   die 
IT- Achse  ist 

/k'  x^  x^ 

«'•*'  =  ^  +  lT  +  -2!+T!+---' 

so  dals  far  die  Fläche  von  0  bis  x  wird 

I««  /»i^  /*»6  /*»8 

/TT     "^  I  **^  I  **^  I  «*^  [ 

y~  3    "r    114  -r   2IÖ     »     3!6     '    '"  • 

Nun  ist  aber  der  Reihe  nach 

3  II  ^   \2!  8!/ 

^  =  -^   —  2  /i  —  i^ 

114  21  ^    \81  41/ 

J-  —  l  _  2  /i  —  -\ 

815  8!  "^   \4!  5!/ 

u.  s.  w.     Folglich  ist 
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=  ^[n  +  S  +  ^  +  -]-24l^  +  l^  +  ^  +  -] 

+  2[e»-l-^-|J]=e'(a^-2^4-2)-a;»  +  2a^-^-f 

+  2«  —  2a;  —  2  =  C  («*  -  2aj  +  2)  —  2, 

oder  endlich 

5)  Ty  =  C  (x^  —  2«  +  2)  —  2. 

Das  statische  Moment  Mx  in  Bezug  auf  die  X-Achse  ist  zu 
behandeln  mit  Hülfe  der  Querschnittsformel 

Für  die  Fläche  von  0  bis  x  giebt  dies 

""  "4  L  TT  "r  ^  '   TT    '    "IT  "'        J 
oder 

6)  Jf,==4[c«--1]. 

Das  Trägheitsmoment  T^  verlangt  die  Behandlung  der  Quer- 
schnittsformel 

^*  ~      3      ~    3    ~  3  L       '      1!      '      2!      •"     3!      "i       4!      "•  J" 

Für  die  Fläche  von  0  bis  x  giebt  dies 

T  =  i  f-  -I-  —  4-  —  4-  — -*  -I-       1 

*  »  LI     '     lia""     218"'"    3! 4    "f"*'j 

!_  rSx    .    9£*    ,    27a?»    ,    81a;*    ,  "l 

9  LTT    '      2!      '    ~3T"  ""     TT    »    '  '  J 

oder 

7)  T,  =  l[c»'-1]. 

Für  den  Schwerpunkt  der  Fläche  ABCE  folgen  die  Koordinaten 
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Die  Trägheitsradien  in  Bezug  auf  die  beiden  Achsen  sind 


7 


Die   Abstände    der    Schwingungspunkte    in   Bezug   auf   beide 
Achsen  sind 

lu;  ^-»-S; e*  (0,  -  1)  -  1        ' 


r«        I  («"  -  1) 


.8  a; 


^»*  Jlf  1 


y  v.c"~i;        ^  e"-l 


Auch  das  Centrifugalmoment  M^y  in  Bezug  auf  beide  Achsen  lälst 
sich  berechnen.     Die  entsprechende  Querschnittsformel  ist 

2     ^  ""      2     ~"  2  L     ^    1!   ^^    2!    ^^    3!    ^      4!"  ^^         J 

oder 

1  r      ,    2  a;*    ,    4  a;'    ,    8x-*        16ic*  "l 

8- =  T  L^  +  IT  +  TT  +  Ti- + -4r  +  •  •  •  J  • 

Daraus  folgt  für  die  Fläche  von  0  bis  x 

T^  ifa;"    ,    2  a;»    ,    4  a;*        8  a;*        16  a;«    ,         n 

^«y  =  tLy  +  iTs  +  2!l  +  sTö  +  TTe  "1 J 

8  12        •      1!3   "•      2!4     '      3!5      '     4!6      '  J 

= \  [(2^)'  (t-t)+ (2*)'  (^  -  äi) + (2^)*  (^  - :,)  •  ■  •] 

oder,  -getroint  geschrieben: 

„  2asr(2«)   ,    (2«)»       (2«)»  -|        1  r(2a!)'       (2«)"       (2«)«  l 

oder 

11)  JIf,,  =  ?^[e»x_l]_i[e»x_l_?^ 

=  4'[2^-l]-T[2^-2a;-l]  =  4'[2a;-l]  +  ^ 
In  gleicher  Weise  läfst  sich  dieselbe  Kurve  mit  Hülfe  der  Gleichung 

oder^  indem  man  den  Nullpunkt  um  die  Strecke  1  nach  oben  ver- 
schiebt, mit  Hülfe  von 

12)  a:  =  lg(l  +  ;8r)  =  A_**  +  *'_J  +  ... 
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behandeln.  Man  kann  aber  die  obigen  Resultate  von  den  zum  Recht- 
eck AB  CD  gehörigen  abziehen  und  so  das  Nötige  für  die  Fläche 
CDE  sofort  hinschreiben.     So  ist  z.  B. 

13)  F  =  F=x€f'  —  {e—r)  =  d'{x—\)'\-  l  =  y(lgy  — 1)4-1 
1 

Die  Behandlung  der  Reihe  12)  würde  auf  (1  +  ^)  Pg  (1  +  ^)  —  1]  +  1 
fahren.  Man  achte  darauf,  dafs  die  Formeln  für  -P  xmd  My  identisch 
sind. 

Das  statische  Moment  von  CDE  fBr  die  F- Achse  wird 

Jlf;=(a;c')f-[e'(x-l)  +  l]  =  e'[^-a;+l]-l 

=  y[Tigy)*-igy  +  i]-i- 

Man  achte  darauf,  dafs  dies  die  Hälfte  von  Ty  ist. 
Das  Trägheitsmoment  für  die  F- Achse  wird 


.*.*.8 


Ty=^  —  [e'ix'  _  2rc  +  2)  —  2]  =  e-  [y  —  X«  +  2a;  —  2]  +  2 

=  y  [i-Ggy)'  -  (kyy  +  2igy  -  2]  +  2. 

Als  statisches  Moment  für  die  X-Achse  findet  man 

Jlf;  =  (a:e')^-i[e*'-l]  =  e="(f-|)  +  l=y«[|lgy-^l+l, 
als  Trägheitsmoment  für  die  X-Achse 

Das  Centrifugalmoment  von  CDE  für  beide  Achsen  wird 

Der  Schwerpunkt  der  Fläche  CDE  hat  die  Koordinaten 

_  5;  _  g"  [y  -  ^  +  1]  -  1  _  y[j(lgyr-lgy  +  i]  -  i 
x.  —  _p,-  —       ^x  ^^  _  1^  ^  1       —  y  [lg  y  -lT]--f-i  . 

_^;__-"[f-T]  +  ^      y'[|igy-|]  +  i 

^'         F'  e*[a;  —  1]  +  1  V  PgJ/  -  1]  +  1 

Die  Tragheitsradien  sind 
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9» 


-n- 


""y  —  «•  +  2  «  —  2 


+  2 


e'  [«  —  1]  +  1 


y^'. 


x(igy)'-ag»)*  +  2igy-2  +2 


yPgy-i]  +  i 


Die  SdiTv^inguiigspuiikte  in  Bezug  auf  beide  Achsen  sind 


T 

y    

y 


X 


in 


_y[i(i8y)'-ig(y)'  +  2i8y-2]  +  2 
~        y[-|-(igy)*-igy  +  i]-i 

_T^_  -"[|-t]  +  ^  _ y'[|igy-i]  +  i 

[1-1]  +  ^     y[|igy-i]  +  i' 


Auf     die     mit 


M 


xy 


M 


xy 


X  y 


M'  M' 

-^r     und    -^r    zusammenhängenden 


physikalischen  Dinge  braucht  nur  hingewiesen  zu  werden. 

Auch  der  durch  Drehung  um  die  X-Achse  aus  der  Kurve 
y  =  e*  entstehende  Körper  läfst  sich  nach  jeder  Richtung  bequem 
berechnen.     Denn  Querschnitt 

folglich   Inhalt 

2  Li!     '      2!     ~    3!     ~     4!       '  J 


oder 


n 


j^'il^'-i]. 


0 


Sein    statisches  Moment  in  Bezug  auf  die  durch  die    F- Achse  dar- 
gestellte Ebene  ist  aus  der  Querschnittsformel 
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%  =  xfn  =  x^'x  =  "^  L^  "*"  T7  +  "2r  +  "sT  "I J 

ZU  berechneii.     Es  ergiebt  sich 

n  ri  X*    .    S  x^    .    16  X*    ,    82  a;*    ,         n 

4  L~2~    i"  iTs  "•      2!  4     '      8!  5     '  J 

^  aa;»  r2^    ,    (2^    ,    (2  a;)«    ,         "i «  r(2  a:)'    ,    (2  a;)'    ,    (2  a;)*    ,  "i 

4    LI!  "^     2!       •■     4!     "r  '  '  J        4L  2!     "r"     8!     "*"     41     "•"  '  '  J 

=  ^[^x_l]_J[e2,_i_^J  =  ^'[-2^_13_J|-2j,_i_2x] 

oder  endlich 

Jf=^[2a;-l]  +  f 

0  *  * 

Das  Trägheitsmoment  in  Bezug   auf  dieselbe  Ebene   folgt   aus   der 
Querschnittsformel 

q^  =  y*Äa;2  =  tcx^^'  =  jro:«  [l  +  ^  +  ^  +  ^  +  • .  •] 

r  o    ,    2a;*    ,    4a;*        8a;*    ,         1 
=  «[^^  +  — +  —  +  —  +  . ..J. 

Es  folgt 

0  La    ~  1!  4    •    2!  5    '    4!  6    '  J 

Die  Zerlegung  in  Nr.  195  giebt 


—  *C9^^«P^_l(2*)*J.('^*)'-L      1       2«,«    .r(2a;)«      (2a:)»      (2x)«  -j 

2wr(2a;)>       (25)*       (^xj»  n 

'      8    L     3!       I       4!       ■"     5!       '  J 

2a;'w  r  »,        n        2x5rr,_        ^         2an    ,    n  r«,        ^         2«        4a;'-i 

=  J  e«' [2a;«  —  2a;  +  1]  —  J  [2a;*  —  2a;  —  4x*  +  1  +  2a;  +  4a;«] 
=  |c>'[2a;ä  — 2a;+  1]  —  ^  [2a;«  +  1]. 
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Der  durch  Drehung  um  die  F-Achse  entstehende  Körper  kann  mit 
Hülfe  der  Querschnittsformel 

a:»«  =  «[lg(l  +  ;.)P  =  «[-f^-|'  +  ^-j'  +  ...J 

behandelt  werden.  Einfacher  geschieht  die  Berechnung  jedes  seiner 
beiden  Teile,  indem  man  von  dem  durch  Drehung  des  Rechtecks 
AB  CD  entstehenden  Cylinder  den  vorher  berechneten  Körper  ab- 
zieht. Ebenso  verfährt  man  mit  dem  statischen  und  dem  Trägheits- 
Momente. 

Damit  kann  die  Untersuchung  von  y  =  e*  und  ir  =  *lgy  ab- 
geschlossen und  als  Beispiel  für  die  Behandlung  anderer  transcendenter 
Kurven  hingestellt  werden. 

D.  Die  Schichtenformel  für  Kreisbogen. 

196)  Die  Tragweite  der  Schichtenformel  läfst  sich  dadurch  er- 
weitem, dafs  man  sie  auch  auf  concentrische  Kreisbogen  anwendet. 
Ein  Beispiel  wird  dies  klären. 

Kreisbogen     und    Kreisfläche.  *'*»  ^^ 

Die  Kreislinie  von  Radius  r  hat  den 
Umfang  2rn,  Ihre  sämtlichen  Punkte 
haben  vom  Centrum  die  Entfernung  r. 
Während  also 

als  Querschnitt  aufzufassen  ist,  kann  man 

q^  =  (2rn)r  =  2r^n; 
als   Polarmoment  erster   Ordnung, 

q^  =  (2rx)r^  =  2r^7t 

als   Polarmoment  zweiter    Ordnung   betrachten. 

Demnach  wird  die  Fläche  des  Kreises  von  0  bis  r 


0  ^ 

das  Polarmoment  erster  Ordnimg  der  Kreisfläche 
das  Polarmoment  zweiter  Ordnung  der  Kreisfläche 
Letzteres  ist  das  polare  Trägheitsmoment. 


158 


Abschnitt  V. 


Das  Polarmoment  erster  Ordnung  findet  Anwendung  z.  B.  bei 
der  Untersuchung  der  mittleren  Drebungsgeschwindigkeit  für 
den  Fall,  dafs  die  Fläche  sich  um  eine  Achse  dreht,  die  senkrecht  zu 
ihrer  Ebene  steht.  Ist  %•  die  auf  den  Radius  r  reduzierte  Geschwindig- 
keit, so  ist  für  jedes  in  der  Entfernung  r  liegendes  Flächenteilchen 
die  sogenannte  Bewegungsquantität 

mv  =  mrd'y 

für  den  entsprechenden  Kreisbogen  also  (2rx)rd'  =  2r^7cd',  und  für 
die  Gesamtfläche 

Ist  nun  Vfn  die  mittlere  Geschwindigkeit  der  Fläche,  so  ist  zu  setzen 
folglich  ist  die  mittlere  Geschwindigkeit 


F 


3 

2n\ 


Der  Radius  der  mittleren  Geschwindigkeit  ist  also 


Fig.  151. 


M. 


27cr' 
3 


'm  ~-~'      -F7I      ~~^  9   "-■"■ 


2 


2ä 


Cylinder    (bezw.    Säule) 
schneidet. 


Seine  Bedeutung  ist  die,  dafs  die  in  ihm 
vereinigt  gedachte  Masse  dieselbe  Be- 
wegungsquautität  giebt.  Mau  kami  sich 
das  Polarmoment  veranschaulichen  als  den 
Aufsenkörper,  der  dadurch  entsteht,  dafs 
man  aus  dem  über  der  Fläche  stehenden 
einen    Kegel    von    45®    Seitenneigung    aus- 


197)  Für  den  Kreissektor  erhält  man  in  entsprechender  Weise, 
wenn  a  der  zum  Radius  1  gehörige  Bogen  des  Sektors  ist,  als  Quer- 


schnitt Qr  =  ar,  als  Fläche  F 

0 

.8 


ocr' 


ar 


,  als  Polarmoment  erster  Ordnung 

Mp  =  ^ ,  als  Polarmoment  zweiter  Ordnung  Tp  =  ^  • 

Für   den  Sektor   des  concentrischen  Kreisrings  ergiebt  sich   als 
Fläche 
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als  Polarmoment  erster  Ordnung 

als  Polarmoment  zweiter  Ordnung 

Der  Radius  mittlerer  Geschwindigkeit  wird 


r^  —  f^ 


was  noch  durch  r^  —  r^  gekürzt  werden  könnte. 

198)  Dies  eignet  sich  nicht  nur  für  die  Berechnung  der  Polar- 
momente, sondern  auch  für  die  Berechnung  der  axialen  Momente,  nur 
mufs  man  dann  das  Nötige  für  den  Einzelbogen  bereits 
berechnet  haben.  ^«  152. 

Beispiel  der  Halbkreisfläche. 

Der    Schwerpunkt  des    Halbkreisbogens   liegt   in 

der  Entfernung  — ,  sein  Axialmoment  erster  Ordnung 


2r 


ist    also   rjt  —  =  2r*.    Folglich  ist  das  statische  Mo- 

2r' 

ment  der  Halbkreisfläche  in  Bezug  auf  AB   My  =  -  - 
Der  Schwerpunktsabstaud  also  ist 


M, 


8 


^'  F  r*7r         3  TT 


Das  polare  Trägheitsmoment  des  Halbkreisbogens  ist  rnrr*,  das 


rnf 


axiale  also  — ^r—  = 


r'jr 


Daher  ist  für  die  ganze  Fläche 


rp    «♦*     T*n 


199)  Die  Polarmomente  erster  Ordnung  sind  nicht  so  leicht  und 
elegant  zu  behandeln  wie  die  der  zweiten  Ordnung,  da  weder  ein 
Verschiebungssatz  von  einfacher  Form  besteht,  noch  eine  einfach  zu 
behandelnde  Beziehung  zu  den  M^  und  My,  So  bietet  z.  B.  die  Auf- 
gabe^  das  Polarmoment  erster  Ordnung  für  ein  Quadrat  zu  berechnen 
und    daraus    den    Pimkt    mittlerer    Geschwindigkeit    zu    bestimmen, 
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^^fsT ■     ■    "■  r 

F 

"^ 

\:     .\ :./, 

x"    ^           rSy 

Fig.  154. 


^8  158.  ,    für    die    elementare   Behandlung 

mancherlei  Schwierigkeiten.  Es 
würde  sich  um  den  Körper  han- 
deln, der  stehen  bleibt,  wenn  der 
Kegel  von  45^  Seitenneigung 
aus  der  quadratischen  Säule  aus- 
geschnitten wird,  bei  dem  also 
hyperbolische  Grenzlinien  auf- 
treten*). 

200)  Dagegen  lassen  sich  leichte 
Betrachtungen  über  Spiralen  anschliefsen.  Zunächst  gelten  die  für 
den  Kreissektor  abgeleiteten  Formeln  auch  für  den  entsprechenden 
Raum  zwischen  zwei  kongruenten  Spiralen  irgend  welcher 

Art,  die  gegeneinander  um  den  Winkel  a 
gedreht  sind. 

Bei  der  Archimedischen  Spirale 
sind  die  Bogen,  vom  Anfangsradius  MA 
aus  gerechnet,  proportional  dem  Quadrate 
des  Radius.  Die  Querschnittsformel  wird 
also  z.  B. 

q^  =  ar^, 

Verhalten  sich  in  der  Figur  die 
Bogen  wie  1  :  4  :  9  :  16,  so  entspricht 
dies  Winkehi  d-,  2«',  SO-,  4d.  Die  Be- 
rechnungen geschehen  ganz  nach  Art  der 
Parabel  zweiter  Ordnung.  Die  Fläche  wird 

J'  =    —  ==  ^  Sektor.  Das  Polarmoment  erster  Ordnung  wird  M^  =  -j-, 

das  Polarmoment  zweiter  Ordnimg  Tp=  -  -  •    Der  Radius  mittlerer 

Drehungsgeschwindigkeit  hat  die  Länge  r^,,  =  J-  r,  der  Trägheitsradius  die 
Länge 


8 


r. 


Für  die  Spirale  nächsthöherer  Ordnung  ist  q^  =  ar^^  für  sie  ist 


T 


l.=  ::i-=L  Sektor,    M,  =  ^-,    T,  =  ^-, 


u.  s.  w. 


Für  die  Spirale  mit  Querschnittsformel  qr  =  a  -  ist  die  Fläche 


*)  Analytisch  kommt  die  Sache  auf  die  Integration  eines  cyklometrischen 
Ausdrucks  hinaus,  die  sich  nur  mit  Hülfe  langwieriger  Reihenbetrachtungen  ele- 
mentar umgehen  läftt.  Später  aber  soll  ein  Abbildungsverfahren  angegeben 
werden,  durch  welches  sich  die  Aufgabe  bequem  erledigt. 
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von  r  =  1  aus  zu  rechnen  und  ergiebt  sich  als  F  =  a  'lg  r.   Dagegen 

1 

T  I*' 

ist,  von  0  bis  r  gerechnet  Mp  =  a  -,     T^  ==  a    • 

Für  die  Spirale  mit  Querschnittsformel  q_^  =  a-^  ist  die  Fläche 

von  1  bis  oo  gerechnet  F  = —^  =   -,  das  Polarmoment  erster 

Ordnung  von  1  bis  r  gerechnet,  Jüfp  ==  a  *lg  r,  das  Trägheitsmoment 

Die  Analogie  mit  den  Parabeln  ist  also  eine  vollkommene  und 
soll  hier  nur  deshalb  nicht  weiter  erörtert  werden,  weil  der  Gegen- 
stand für  die  Technik  von  geringerer  Bedeutung  ist. 

Bei  der  logarithmischen  Spirale  r  =  xc^  oder  -9-  =  'lg  -  handelt 

«• 
es    sich   um    die  Querschnittsformel  q  ==  r-ö"  =  r  'lg  -  •     Dabei   hat 

man  sich  fiir  die  elementare  Behandlung  der  bekannten  Beihen- 
entwiokelung  zu  bedienen  und  auf  die  Reihe  die  Schichtenformel  an- 
zuwenden. 

Für  die  Kugel  sei  beiläufig  bemerkt,  dafs  der  Schwerpunkt  des 
Meridiankeils,  der  nach  50)  fiir  sehr  kleine  Keilwinkel  a  in  der  Ent- 

femung  —r  liegt,  der  Punkt  mittlerer  Drehungsgeschwindigkeit  ist, 

denn  bei  unendlich  kleinem  «  fallt  der  Pimkt  mittlerer  Entfernung 
von  der  Achse  mit  dem  Punkte  naittlerer  Entfernung  von  der  ent- 
sprechenden Ebene  zusammen,  so  dafs  es  sich  in  beiden  Fällen  um 
den  Schwerpunkt  des  Keils  handelt.  Die  Bewegungsquantität  der 
Kugel  ist  also 

wenn  -O*  die  Winkelgeschwindigkeit  ist. 

Der  darin  liegende  Schlufs  ist  dadurch  gerechtfertigt,  dafs  die 

Schwerpunkte  der  Teilkörper  sämtlich  auf  einem  Kreise  liegen. 

T 
Für  Drehungskörper  also  handelt  es  sich  stets  um  den  durch  ^j. 

gegebenen  Punkt,  sobald  die  Hauptachse  des  Körpers  mit  der  Drehungs- 
achse zusammenfällt.  Darin  liegt  eine  neue  Bedeutung  für  diese 
wichtige  Formel.  Sie  giebt  die  Punkte  mittlerer  Entfernung  von  der 
Hauptachse  für  Drehungskörper  an. 

Um  allgemeineres  über  Eüreissegmente  und  Kreisabschnitte  zu 
erhalten,  löse  man  folgende 

HolsmalleTi  Ingenieor - Mfttheinatik.   I.  11 
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201)  HülfBaufgabe.  Der  Kreisbogen  mit  Winkel  a  hat  in 
Bezug  auf  den  senkrecht  zur  Symmetrieachse  stehenden 
Durchmesser  welches  Trägheitsmoment? 

Auflösung.     Man  projiziere  jedes  Bogenteilchen  s  auf  die  zum 

Durchmesser  parallele  Tangente  JE'JP,  dann  ist  xs  =^  -  -  r,  eine  Be- 
merkung, die  man  von  der  Berechnung  der  Kugelkalotte  bezw.  Zone 
her  kennt  \2x7C$  =  2m  -)•    Demnach  ist  bei  Einteilung  in  gleiche 

s,.ri  +  s,.r,  +  ,s^3  ^Tj,  H =  ^,  r  +  ,,  r  +  ^;  r  + 

und 


n 


n 


n 


n 


^sx' 


^Ä  +  hA  +  h^\  H =  ''^ 


•''i    +   •''je   +  •''s  + h  J^4 


n 


Der  letzte  Bruch  bedeutet,  da  auch  AI)  in  gleiche  Teile,  deren  Zahl 

unendlich  grofs  zu  nehmen  ist,  eingeteilt  wurde, 
die  mittlere  Höhe  des  Fluchens tilckes  ABECD 
über  der  Grundlinie  AI).     Diese  ist  also 


Fig    155. 


•  '  in  


m 


Sektor  iV  B  E(1+J  d  M  CD 
Grundlinie  h 


360 


oder 


er 


in 


h 


,       a  1  a   _       .    a 


360    '     2 


Demnach  ist 


h 


a 


oder 


^  sx'  =  //r^,«  =  Ar 


"^'^360+  2  '^"" 


n=2'«^^='^[«i+;Bm«] 


r^Tt 


das  gesuchte  Trägheitsmoment. 

[Probe  für  a  =  1S0<^  giebt  ^',  was  die  Hälfte  von  t'ä  und  der 

vierte  Teil   von  (2rn)  r^  ist.     Letzteres  aber  ist  offenbar  das  polare 
Trägheitsmoment  der  Kreislinie  für  ihren  Mittelpunkt.] 

Nach  der  zur  Probe  gemachten  Bemerkung  ist  fiir  den  Mittel- 
punkt 31 

T„  =  2r' 


a      3 


cc 
180" 
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das  polare  Trägheitsmoment  des  Bogens,  demmtch  ist  das  andere  axiale 

r.  -  r,  -  T,  =  Sr»«  ^  -  r-«  jJs  -  r- i  8iB« 
oder 

202)  Aufgabe.  DasTrägheitsmoment  des  Kreisausschnittes 
(Sektors)  in  Bezug  auf  den  zur  Symmetrieachse  senkrecht 
stehenden  Durchmesser  zu  finden. 

AttflSaiuig.    Die  vorige  Formel  gilt  für  jeden  *  ' 

einzelnen  der  in  Fig.  156  gezeichneten  Bogen 
innerhalb  des  Sektors.    Fafst  mau  aber  iu 

r  als  Teiänderliche  Gröfae  auf,  so  geht  nach  der 
Schichtenformel,  die  auch  hier  angewandt  werden 
darf,  r*  in  j  über,  so  dafs  man  för  die  Sektor- 
fiäche  hat 

^*  =  ? [* 8^  +  T  «i« «]  =  ^'[« i^  +  «i° «] ■ 

(Probe:  Ist  a  =  180",  so  folgt  T^  =  '^'^ ,  was  mit  dem  Früheren 
übereinstimmt.     Ebenso  ist  fOr  «  e=  90* 

Ebenso  fflr  o  =  45" 

n-'i'ß  +  mi-.'j'  +  sv^i.) 

Fi3r  deu  Sektor  ist  femer 

7"   =  —  -^  ^  !_"" 
'  2     360  720    ' 

folf^lich  ist  das  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  die  Symmetrieachse  ME 

T.-T,-T,-  '-  [«5^  -  ;  sin..]  -  ^'  ["^  -  .in«]. 
Der  Schwerpunktsabstand  ist  nach  Nr.  10 


Die  Reduktion  auf  den  Schwerpunkt  giebt 
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a 


^  2     360 


240'r*8iii*  — 


Ä«a* 


T^Ti    n 


160r*8in* 


860 


2    360 


7ra 


=  r* 


i'*iS 


72Ö 


160  sin 


TtOL 


OC 


Ebenso  ist  dann 


T  = 


r*  fTta 
8  Ll8Ö 


-|-  sin« 


160  r*  sin 


i  ai^t 


a 


na 


203)  Aufgabe.  Die  Trägheitsmomente  des  Kreisabschnittes 
zu  finden. 

Auflösung.     In  Fig.  156  war  für  den  Durchmesser 


Abzuziehen  ist  für  das  Dreieck  MDC 


rp"  hh^ 

^y  —    4    — 


2  r  sin  —  r*  cos'  -        r*  sin  a  cos'-  .    .        ,^    , 

2  2 2  r*  sin  a  (1  +  cos  a) 


Demnach  wird  für  das  Segment  BEC  in  Bezug  auf  den  Durchmesser 

■^v  ""  ^  [^  +  sina  —  sin«  (1  +  cos«)]  =  ~  [^  —  sin«  cos«] 
oder 

Für  ME  war 

^' =  8  Liiö  -  «'"^  4 

Abzuziehen  ist  für  Dreieck  MDC 


T'  —  ^F  — 

^'~   48"  "~ 


T  cos 


r*  •  4  •  2  cos  -    sin  ~  sin'  -- 
2         2  2 


48 


48 


oder 


r*  sin  a  sin* 


t:  = 


2  r*  sin  a  (1  —  cos  a) 


12  24 

Demnach  wird  für  das  Segment  in  Bezug  auf  ME 
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^•=TS-'"'°-T™''(l-«™«)]-ii[S-4»i'""  +  M""'«°»«] 

Addiert  man  dazu 

T.-uS  +  ^'i^H 
SO  erhält  man  in  Bezug  auf  M 

T,-r,[^-»'m^  +  Bm2a  +  '^  +  3.m2a] 
=  ^  1^  —  8  sin«  +  4  sm2al. 

Die  BeduktioQ  auf  den  Schwerpunkt  geschieht  mit  Hfllfe  von  e*  F,  wo 
k»  h' 


•      '^^      er'/.-" 

Vis 

.  ist  also  fSr  T,  und  Tj,  abzuziehen 
14AF^  liiF 


2*8'.^r 


Ll80 


leOr' 


na  —  180  sin  a 

(Probe  fBr  den  Halbkreis  stimmt.) 

Bemerkung.  Diese  Aufgabe  ist  ron  Wichtigkeit  für  die  Centrifiigen- 
theorie,  denn  bei  etwa  kugelförmiger  Gestalt 
kann  der  Querschnitt  der  schnell  rotierenden 
Flüssigkeit  als  Ereisaegment  betrachtet  werden. 
Formel  1)  ist  in  die  Formel  K  =  —  T&*  in 
Nr.  49  einzusetzen. 


304)  Aufgabe.  Die  Trägheitsmomente 
des  Ringsektors  zu  berechnen. 

Nach  44  handelt  es  sich  in  Bezug  auf  den 
Durchmesser  um 

^.-■^' [»-»""]. 

in  Bezug  auf  ME  um 


.Ä 


^  =  ^[S 
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und  in  Bezug  auf  M  um 

Da  nach  11 

^ ,    JJ        „3         2  •  2r  sin  —  Ji        ^3        240  sin  —  „s        ^8 

ist,  SO  mufs  für  Tp  und  Ty 

^    ^  ^  240«  sin«  J  (^  _  ^3)2  ^^2  _  ^2>)  ^^  ^  160  sin«^-  (r^  -  rj)^ 

abgezogen  werden,    wenn  man  die  Reduktion  auf  den  Schwerpunkt 
durchführen  will. 

205)   Aafjsabe.     Die    maximalen    Centrifugalmomente    in 
Bezug  auf  M  für  die  letzten  Querschnitte  zu  berechnen. 
Auflösung.     Sektor: 


M^„  = 


Ty-Tx 


■xy  2 

2r*  sin  a  r*  sin  a 

Segment: 


r*   V na  o     •       1         ^*  Vita  .       "1 


Mxu    = 


=  S[w--3«^^H~"Sfe   -8sina  +  sin2a] 


r*     ^    .  .....        r* 


=  -  -  [8  sin  a  —  4  sin  2a]  =  ~~  [2  sin  a  —  sin  2a]. 
Ringsektor: 

^'^  =  — ^—  =  -16-  LT8Ö  +  ^^^«J 16-  Ll6Ö  -  «"^«J 

4  4  4  4 

=  — r^ —  2  sin  a  =  — ^ —  sin  a. 

1.0  o 

206)  Bemerkung.  Die  hier  durchgeführte  Methode  läfst  sich 
nicht  nur  auf  concentrische  Kreise,  sondern  auch  auf  Parallelkuryen 
anwenden,  die  bekanntlich  durch  Abwickelung  einer  gemeinschaftlichen 
Evolute  entstehen.  Hierher  gehört  z,  B.  die  Inhaltsberechnung  der 
Kreisevolvente.  Dagegen  ist  die  Anwendung  auf  die  Doppelschar 
gleichseitiger  Hyperbeln,  auf  die  konfokalen  Ellipsen  und  Hyperbeln, 
auf  konfokale  Lemni skatenscharen  und  Hyperbelbüschel  u.  s.  w.  aus- 
geschlossen, weil  hier  die  Breite   der  Elementarstreifen  veränderlieh 
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ist,    so    dafs   die   Anwendung   der   Rechtecksformel       •  /,  wo        die 

Breite,  l  die  Länge  des  Streifens  ist,  unzulässig  erscheint.  Dort 
müssen  also  andere  Methoden  eintreten.  Auf  die  Evolventen  soll 
erst  im  nächsten  Bande  eingegangen  werden. 


£.   Einige  Aufgaben  über  Maxima  und  Minima. 

207)  Nach  dem  Methodischen  Lehrbuche  Teil  II,  Anhang,  ist, 
wenn  die  Querschnittsformel  einer  Kurve  die  Gestalt 

hat,  die  Neigung  der  Tangente  gegen  die  T- Achse  an  der  Stelle  y 
zu  berechnen  aus 

tan  a  =  6  +  2  cy  +  3  dy^  +  4  ey^  +  •  •  • . 

Ein  Maximum  oder  Minimum  kann  im  allgemeinen  nur  dann  statt- 
finden, wenn  dieser  Wert  gleich  Null  ist.  Die  fraglichen  Stellen  be- 
rechnen sich  also  aus 

1>  -\-2cy  +  3dt/2  ^  4ey^  H =  0. 

Die  wirkliche  Auswertung  kann  elementar  höchstens  bis  zum  4*®"  Grade 
gehen.  Trotzdem  lassen  sich  einige  wichtige  Aufgaben  mit  Hülfe  solcher 
Betrachtungen  erledigen,  wie  die  nachstehenden  Beispiele  zeigen. 

Die  Untersuchimg,  ob  an  entsprechender  Stelle  ein  Maximum 
oder  ein  Minimum  stattfindet,  oder  ob  die  Kurve  dort  einen  Rück- 
kehrpimkt  (eine  Spitze),  oder  einen  Wendepunkt  oder  sonstige  Unregel- 
mäfsigkeiten  hat,  läfst  sich  nur  mit  Hülfe  der  höheren  Differential- 
quotienten hinlänglich  scharf  entscheiden.  Darauf  soU  hier  nicht 
eingegangen  werden. 

Fig.  1&8. 

208)  Aufgabe.  Aus  einem  kreis- 
rundenBalken  den  rechteckigenBalken 
von  gröfster  Tragfähigkeit  auszu- 
schneiden. 

Auflösung.  Die  Tragfähigkeit  ist,  wie 
in    der   Festigkeitslehre   gezeigt   wird,   pro- 

portional    dem    Ausdrucke   -^-,    oder   auch 

jcy^  =  X  ((P  —  x^)  =  cPx  —  oc^.  Stellt  man 
2  =  i?x  —  dl?  graphisch  dar,  so  ergiebt  sich 
als  trigonometrische  Tangente  der  geome- 
trischen Tangente  tan  a  =  (P  —  3a;^.   Eine  Maximalstelle  ist  nur  möglich, 


wenn  d^  —  tix^  =  0  ist,   d.  h.  rr^  =  -^   oder  x  =  dVl  •    Man  kann 


X 
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konstruieren   als   mittlere   Proportionale   zwischen   d  und  -r-,    indem 

o 

man  z.  B.  ÄE  =  -^  macht  imd    in   E  das  Lot  EB  errichtet,   was 
ng.  159.  nach  Pythagoras  AB  =  x  giebt. 


209)   Aufgabe.     Dieselbe  Aufgabe  für 
einen  elliptischen  Balken. 

Die  Gleichung  der  EUipse  sei  ~  +  ~  =  1 , 

die  gesuchte  Basis  sei  ^,  die  zugehörige  Höhe  17. 
Die  Tragfähigkeit  ist  proportional  dem  Aus- 
drucke 6^*,  oder,  da  1^  =  2x  und 


V  =  (2y)*  =  4(l-f-;)a*  =  4««-i^ 


8  a^x^ 
ist,  proportional  8a^x p— ,  oder  auch  pro- 

portional  x  —  ^  •    Stellt  man  aber  z  =  x  —  ^ 
graphisch  als  Kurve  dar,   so  ist  ein  Maximum 
nur  möglich  bei  der  durch  1 ^  =  0  bestimmten   Stelle,   so   dafs 

X  =  ft]/~  folgt,  wie  vorher,  also  5  =  ^ftl/y- 

Die  Konstruktion  erfolgt  wie  vorher.  Man  macht  AE  ^=  \-  ACy 
errichtet  das  Lot  EB  bis  zum  Hülfskreise,  dann  ist  -4J5  die  gesuchte 
Strecke  |,  der  KL  gleich  zu  machen  ist. 

210)  Aufgabe.  Dieselbe  Aufgabe  für  einen  parabolischen 
Querschnitt,  der  einem  Rechteck  mit  den  Seiten  2x^  und  y^ 
einbeschrieben  ist. 

Auflösung.     Die   Gleichung  der  Parabel  ist  x^  =  2py,  wo  sich 

der  Parameter  p  aus  x^  =  2py^  als  p=  — ,   bestimmt.     Die  Trag- 
fähigkeit    des    einzubeschreibenden    Rechtecks   wird   proportional   zu 


W,  wo  6  =  2a;  und  rj  =  y^  —  y  ==  y^ 
ist  also  zu  setzen 

2^  (y^  -  3 


2p 


ZU  setzen  ist.    Für  |iy* 


oder 


oder  endlich,  da  der  Faktor  2  überflüssig  ist. 


Z 
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SteUt  man  ä  graphisch  als  Curve  dar,  so 
handelt  es  sich  um  die  SteUe,  wo 

ist.     Das  entsprechende  x  ergiebt  sich  aus 
der  Gleichung 


Flg.  160. 


.r. 


x"  — 


^^ic2  = 


4p*     2 


aus  der 


•^    ~~      5      =tK        25  26 


/" 

^ 

iH 

\ 

/ ' 

V 

/     D 

\ 

Ä 


5      —       5 


JB 


j£ 


folgt;  oder 


X 


=]/■ 


lOpyi 


bezw.    X 


==)/%, 


die  Basis  wird  also  entweder 


t_ä-j/is£_2]/;|,._2^ 


oder 


|_2y!H_2|/j!^,._2,.l4. 


Das  erste  giebt  aber  iy  =  0,  d.  h.  einen  Balken  von  der  Tragfähigkeit 
Null,  was  hier  kein  Maximum,  sondern  höchstens  ein  Minimum  bedeuten 
kaiUL     Die  zweite  Lösung  giebt  ein  Maximum,  und  zwar  läfst  sich 


]/? 


-  als    mittlere    Proportionale    zwischen    -4JB  =  2x^ 

und  -5-^:1  =  -7-  konstruieren.     Ist  also  AD  =  \  AB,    so    giebt 
das  Lot  DJ?  bis  zum  Hülfskreise  das  gesuchte  |. 

211)  Um  eine  Variante  in  der  Behandlung  der  Aufgaben  über 
Maxima  und  Minima  bekannt  zu  geben,  soU  die  in  Nr.  141  behandelte 
Aufgabe,  die  Trägheitshauptachsen  für  eine  Fläche  F  aus 
Tjc,  Ty  und  Mxy  zu  bestimmen,  auf  eine  andere  Art  gelöst  werden. 
Man  wandle  die  Gleichung 

Ta  =  Tx  cos*  a  +  ^y  sin*  a  —  sin  2a  M^y 
mit  Ausnahme  des  letzten  Postens  ebenso  um,  wie  in  Nr.  141,  was 
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Ta  =  j  {Ty  +  T,)  —  1  {Ty  —  T^)  cos  2«  —  sin  2«  Jf^y 

giebt.  Hier  ist  rechts  alles  konstant,  mit  Ausnahme  der  Gröfse  a. 
Es  kommt  also  darauf  an,  zu  untersuchen,  wann  die  beiden  letzten 
Glieder  ein  Maximum  oder  ein  Minimum  geben,  d.  h.  wann  ein  Aus- 
druck von  der  Form 

y  ==  a  cos  2x  +  &  sin  2x 

ein  Maximum  oder  Minimum  giebt. 

Zu  diesem  Zwecke  denke  man  sich  den  Ausdruck  als  Curve  ver- 
anschaulicht imd  untersuche,  an  welcher  Stelle  die  Tangente  horizontal 
ist.  Vergröfsert  man  die  Abscisse  um  eine  kleine  Gröfse  5?  so  geht 
die  rechte  Seite  der  Hülfsgieichung  über  in 

a  cos  2  (x  -{-  ^)  -\-  h  sm2  (x  -j-  | ). 

Subtraktion  der  beiden  rechten  Seiten  von  einander  giebt 

a  [cos  2  {x  +  I)  —  cos  2x'\  +  ^  [sin  2  (o;  +  §)  —  sin  2.r]. 

Da  die  Nachbarordinaten  bei  horizontaler  Tangente  gleich  sein  müssen, 
so  ist  diese  Differenz  gleich  Null  zu  setzen,  also,  wenn  man  nach 
bekannten  goniometrischen  Formeln  umformt, 

—  -  sm  -^ — ^  g    ^ —  sm  -^^ — -^-y^ 

-f  2  cos  -^ — ^  g    ^ —  sm  --'^^-~- =  0. 

Division  durch  den  gemeinschaftlichen  Faktor  -^  sin  -^^ —  ^^ ~  gi^l^t 

—  a  sin  (2x  +  g)  +  b  cos  (2x  +  g)  =  0 
oder 

tan(2x  +  S)  =  ^, 

oder,  da  g  unendlich  klein  gedacht  werden  sollte, 

tan  2x  =  —' 
a 

Setzt  mau  füi*  a  und  h  die  eigentlichen  Faktoren  wieder  ein,  so  folgt 
wie  früher 

tan  (2^)  =  ^r^^f 

zur  Bestimmung  der  Lage  der  beiden  Hauptachsen. 

[Setzt  man  die  Reihenentwickelung  für  sin  2x  und  sin  2;/  als 
bekannt    voraus    und    wendet    man   die   Formel   für   den   Neigungs- 
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Winkel  a  der  Tangente  auf  die  Reihen  an,  wozu  man  Method.  Lehr- 
buch Band  2,  Anhang  oder  Band  3,  Algebr.  An.  VI  vergleiche,  so 
findet  man  sofort  als  mafsgebende  Gleichung 


oder 


—  2a  cos  2x  +  26  sin  2a;  =  0 


tan  2x  =  ~ 
a 


zur  Bestimmung   der   betreffenden  Stelle.     Damit  würde  eine  dritte 
Losung  dieses  wichtigen  Problems  gegeben  sein.] 


F.  Yerallgemeinerte  Simpsousche  Regel. 

212)  Reichen  die  bisherigen  Methoden  zur  Berechnung  von  Flächen 
oder  Körpern  oder  ihrer  Momente  erster  oder  zweiter  Ordnung  nicht 
aus,   so  ist  man  zu  Annäherungsversuchen  genötigt. 

Eine  erste  Annäherung  würde  die  Trapezforrael  geben,  die 
daitiuf  beruht,  dafs  man  die  einzelnen  Streifen  gleicher  Höhe  als 
Trapeze  berechnet.  Addiert  jnan  die  Resultate,  so  ergiebt  sich  z.  B. 
für  Pig.  161,  wo  übrigens  y^^^O  ist. 


F  = 

yj 


y«  — !/o 
2-8 


[^0  +  *«^8  +  2  (rri  +  iTj  +  ^3  H h  ^t)]- 


Das  Resultat  wird  einigermafsen  brauch- 
bar, wenn  die  Kurve  gegen  die  !F- Achse 
bald  konkav,  bald  konvex  ist.  Das  Resultat  -^— Ä 
iwird  aber  zu  klein,  wenn  sie  überall 
konkav,  zu  grofs,  wenn  sie  überall  kon- 
ist. 


Flg.  161. 


Es  ist  leicht,  die  Formel  für  F  oder 
F  u.  s.  w.  aufzustellen. 

213)  Ein  weit  genaueres  Resultat  giebt 
in  der  Regel  die  verallgemeinerte 
Simpsonsche    Formel,    die    darauf  beruht, 

dafs   man  eine  gerade  Anzahl  von   Streifen  annimmt  und  auf  jeden 
Doppelstreifen  die  Simpsonsche  Regel  anwendet. 

Thut  man  dies,  so  ergiebt  sich  z.  B.  für  Fig.  161 

F  =  ^^^{''  [^0  +  ^8  +  2  (a;,  +  r,  +  x,)  +  A{x,  +  x,  +  x,  +  x,)\ , 
allgemein  für  w  Streifen  oder        Doppelstreifen 
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F  = 


Vn—yo 


=  ^^  [xo  +  Xn  +  2{Xi-\-Xi-\ \-Xn^i)  +  4:(Xi'\-X9-\ |-a;n-l)]  • 

Die  Genauigkeit  wird  deshalb  gröfser,  weil  sich  durch  je  drei  auf- 
einanderfolgende Kurvenpunkte  unendlich  viele  Parabeln  gemischter 
Ordnung  vom  3*®^  Grade  legen  lassen,  für  welche  die  Simpsonsche 
Formel  ein  richtiges  Resultat  giebt.  Irgend  eine  dieser  Kurven  wird 
sich  in  der  Regel  weit  genauer  an  die  wirkliche  Kurve  anschmiegen, 
als  es  die  geraden  Linien  der  Trapezformel  thun. 

214)  Die  Berechnung   der  statischen  Momente   würde  nach  der 
Trapezformel  sehr  ungenau  ausfallen. 

Die  verallgemeineste  Simpsonformel  dagegen  würde  für  Fig.  161 
folgendes  Resultat  geben 

M  = 

X 

Allgemein  ergiebt  sich  für  gerades  n 

M  = 

X 

===-^':;^[xoyo+Xnyn+2{x2y%+x^yi+'''+Xn^2yn^fi^  \-x^tyn^i?. 


6- 


o 


.Vn-yo 


6- 


n 


215)  Für  das  Trägheitsmoment  ergiebt  sich  ebenso  bei  geradem  n 

T  = 

X 

[x^yl+xy^+2(x^yl+xy^+-''+x,-2yl^2)  +  Mxiyl+Xsyl+---^ 


Um  Jf  imd  T  zu  berechnen,  wird  man  zweckmafsiger  Weise 
die  Streifenrichtung  senkrecht  gegen  die  vorige  wählen. 

216)  Für  die  Centrifugalmomente  niüfste  man  bei  Figur  161 
folgendermafsen  verfahren:  Der  erste  Doppelstreifen  würde  nach 
Nr.  110.  geben 


2/8-2/0 


22  2 

^0        I    ^2         I    ^  ^1 


2 


^hl^[xly,  +  xly,  +  4x]y,] 


Die  vollständige  Formel  würde  lauten 
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M     == 


«     2 


oder 


Jf  = 

xy 


6n 


In  der  Regel  wird  die  Formel  nur  für  Körper  verwendet,  obwoU 
auch  die  Berechnung  der  genannten  Momente  für  die  Technik  ganz 
brauchbare  Resultate  giebt.  Als  Beispiel  könnte  der  in  Fig.  28  dar- 
gestellte Sehienenquerschnitt  dienen.    Auf  die  Schwerpunktsberechnung 

mit  Hülfe  von  -^f,  auf  die  mit  Hülfe  von  1/^.  ,  -^,  —y^-  durch- 
zuführenden Berechnungen  und  ihre  praktischen  Anwendungen  braucht 
hier  nur  hingedeutet  zu  werden. 

217)  Der  durch  Drehung  um  die  F-Achse  aus  Fig.  161 
entstehende  Körper  würde  folgendermafsen  zu  berechnen  sein: 


ar 


yo  6  •  - 

2 

Sein  statisches  Moment  in  Bezug  auf  die  Grundfläche  würde  sein: 

M  = 

u 


^j 


-[^0^0+  ^»y,+2  (xly,+xly,+  ■■■+ <_,y,_,)  +4(xly^+xly^+  ■  •  • +xl_^y^_^)]. 


Das  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  die  Grundfläche: 

T  = 

U 

y» — yoV    2    2,28 


~yor    22,22,0/22,22,  ,2  2\,^/22,22,  ,3  2\1 

Das  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  die  F- Achse  würde  werden: 

Denselben   Formeln   gehorchen   die   Körper,   die   sich   nach   der 
Methode  von  Cavalieri  aus  dem  Drehungskörper  ableiten  lassen.  — 
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Die  Annähermigsfonnelii  geben  um  so  bessere  Werte,  je  mehr 
Schnitte  man  zu  Hülfe  nimmt  und  je  weniger  Unregebnäfsigkeiten 
das  Profil  zeigt.  Als  Beispiel  berechne  man  das  Trägheitsmoment 
der  in  Fig.  98  dargestellten  Schiene,  deren  Mafse  man  zu  bestimmen 
hat,  indem  man  z.  B.  die  Querschnitte  für  6  Doppelstreifen  von  gleicher 
Breite  abmifst. 

Für  rein  mathematische  Untersuchungen  sind  die  Methoden  dieses 
Abschnitts  unbrauchbar,  dort  müssen  sie  durch  die  strengen  Methoden 
der  höheren  Mathematik  ersetzt  werden,  wenn  diese  überhaupt  der 
Aufgabe  gewachsen  ist. 


Abschnitt  VI. 

Anwendung  der  lemniskatischen  Abbildung  auf 
die  Bestimmung  polarer  Trägheitsmomente  und 

polarer  Momente  erster  Ordnung. 


218)  In  Nr.  142  wurde  eine  Konstruktion  besprochen,  die  einen 
Kreis  in  eine  Lemniskate  verwandelt.  Macht  man  die  entsprechende 
Transformation    mit 

aUen    Punkten    der  *^^8^«* 

Ebene,     und     trägt  B 

man,  um  die  Zeich- 
nuiig  nicht  zu  ver- 
-wirren,  das  „Bild" 
jedes  Punktes  in  einer 
besonderen  Zeich- 
niuigsebene  ein,  so 
ergeben  sich  f&r  beide 
Ebenen  interessante 
gegenseitige  Bezieh- 
ungen^  die  einen 
eigentümlichen  Ein- 
blick in  die  höhere 

Mathematik  und  in  die  mathematische  Physik  geben  und  auch   fiir 
den  Techniker  von  Wichtigkeit  sind. 

Um  das  Bild  P  des  Punktes  C  zu  finden,  hat  man  die  mittlere 
Proportionale  zwischen  0M=  1  und  OC  als  Winkelhalbierende  ein- 
zutragen. Will  man  umgekehrt  das  Bild  C  zu  P  finden,  so  setze 
man  auf  die  Seite  OP  des  Dreiecks  OMP  das  ähnliche  Dreieck  OPC. 

219)  Die  erste  Konstruktion  verwandelt  den  Winkel  C  0  M=  0=2<p 
in   den  Winkel  POD  =  w  =  ^,  den  Radius  OC=B  =  r'  in  den 

Eadius  OP  =  l/ÖÜ  =  r  =  }/ä. 
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Die  zweite  verwandelt  den  Winkel  q)  in  2  9,  den  Radius  r  in  r-. 
[Die  erste  entspricht  der  Moivreschen  Formel 

YR  (cos  <&  +  ^  sin  0)  =  YR  (cos  ~  0  -\-  i  sin  l  *) , 
die  zweite  der  Formel 

[r  (cos  (p  -{-  isin.  (p)Y  =  r^  (cos  2(p  -{-  i  sm2(p). 

Wegen  dieses  Zusammenhanges  soll  die  erste  Transformation  als  die 

Abbildimg  0  =  Y^,  die  zweite  als  die  Abbildung  Z  =  z^  bezeichnet 
werden. 

Auf  den  Zusammenhang  mit  der  Lehre  von  den  komplexen 
Gröfsen  soll  hier  zu  Gunsten  der  elementaren  Darstellung  nicht  ein- 
gegangen werden.  Die  entsprechende  Behandlung  findet  man  in  des 
Verfassers  ^^Einführung  in  die  Theorie  der  isogonalen  Verwandtschaften".] 

220)  Zwischen  den  Polarkoordinaten  aller  Punkte  beider  Ebenen, 
von  denen  die  eine  die  Z- Ebene,  die  andere  die  ^sr- Ebene  heilst,  finden 
jetzt  folgende  Beziehungen  statt: 

Dem  Punkte  mit  den  Koordinaten  JB  und  ^  (bezw.  4>+360^) 
entspricht  in  der   Z-Ebene  ein  Punkt  der  jer-Ebene  mit  den 

Koordinaten  r  =  f/JS  und  9  =  ^^  (bezw.  qp  =  y  $ -(- 180®)  ; 
dem  Punkte  der  ;8?-Ebene  mit  den  Koordinaten  r  und  g?  (bezw. 
<p  -)-  180**)  entspricht  in  der  Z-Ebene  ein  Punkt  mit  den 
Koordinaten  iJ  =  r^  und  Q  =  2q). 

Dem  um  den  Nullpunkt  der  Z- Ebene  geschlagenen  Kreise  mit 

dem  Radius  It^=c  entspricht  in  der  jb?- Ebene  der  Kreis  r  =  Y^  oder 
r^  =  c;  dem  vom  Nullpunkte  der  Z- Ebene  ausgehenden  Strahle  von 
der  Neigung  ^  =  y  (bezw.  (^  =  y  -\~  360^)  entspricht  in  der  jsr-Ebene 

ein  Strahl  von  der  Neigung  (p==^  oder  2  9  =  y  (bezw.  g?  ==  ^  -f"  180® 

oder  2  9?  =  y  +  360®). 

Das  doppelte  Entsprechen  beim  Winkel  giebt  gewissermafsen 
die  beiden  Wurzelwerte  an. 

Umgekehrt  geht  jeder  Kreis  der  ^^-Ebene,  der  mit  Radius  r  =  c 
um   den  Nullpunkt  geschlagen  ist,  über  in  einen  Kreis  R  =  c^  oder 

YR  ==  c  der  ^-Ebene,  jeder  Strahl,  der  mit  Neigung  q)  =  y  (bezw. 

y  + 180®)  vom  Nullpunkte  ausgeht,  in  einen  Strahl  0  =  2  y  oder  -^  =  y. 

Jeder  der  genannten  Kreise  der  Z- Ebene  ist  doppelt  durchlaufen 
zu  denken,  wenn  der  der  jer-Ebene  einmal  durchlaufen  wird,  denn  der 
Winkel  360®  entspricht  dem  Winkel  180®.  Die  ganze  Z-Ebene  wird 
auf  der  Halbebene  z  dargestellt,  die  zweischichtig  mit  Punkten  zu 
bedeckende  Z^- Ebene  auf  der  ganzen  einschichtigen  ;?- Ebene. 
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Auf  das  zweifache  Entsprechen  soll  nur  noch  aufmerksam  ge- 
macht werden,  wenn  es  besonders  nötig  erscheint. 

221)  Jeder  Punktfolge  oder  Curve  der  einen  Ebene  entspricht  eine 
Curve  der  andern.  In  Polarkoordinaten  entsprechen  einander  die 
Curven 

fiB,O)  =  0    und    /•[(r*),(29,)]  =  0, 


f[(V^)>{i)]-^    ""d    /•(r,<p)  =  0. 


222)  Wichtig  ist  nun  Folgendes: 

Jedem  rechtwinkligen  Flächenstücke  AB  CD  der  Z- Ebene,  welches 
von    den    besprochenen    Kreisen    und 
Geraden  begrenzt  wird,  entspricht  ein  ^i«  ißs 

rechtwinkliges  Flächenstück  A^B^C^D^ 
der  andern  Ebene,  und  zwar  wird 
behauptet,  bei  hinreichender  Klein- 
heit seien  beide  „Rechtecke" 
einander  ähnlich,  ihre  Mafsstäbe 
verhielten  sich  wie  2q:1,  wo 
p=0-4i,  also  Q^  =^  OA  ist,  ihre 
Flächen  also  wie  4(>*:1. 

Beweis.  Man  setze  OA^  =  p, 
also  0^  =  p^  OB^  =  r,  also  OB^r\ 
den  zum   Radius    0M=\    gehörigen 

Bogen    E^F^  =  a,    also   EF=2a, 

so  dafs  Bogen  A^D^  =  (>a,  AD  =  ^*2a  =  2(>*a  und  demnach 


Ah        2e*öf 


wird.    Ebenso  wird 


AA 


QOC 


2p 

1 


folglich 


B^C^  =  ra,  BC  =  r^2a  =  2r^a, 


2r»a 


r  cc 


2r 

1  > 


wofar,   wenn    die  Dimensionen   der  Rechtecke  unendlich  klein  sind, 
also  für  die  Ghrenze  r  =  p  zu  setzen  ist,   geschrieben  werden  kann 

Bö 


^ 


1 


Für  die  beiden  Bogenpaare  ist  also  das  obige  Verhältnis  als  richtig 
nachgewiesen. 

HoUmttller,  Ingenienr- Mathematik.    I.  12 


I7fi 

Ferner  ist 
J,B,  =r 
demnach 


,  also  AB  =  r*  —  p*  =  (r  +  p|  (r 


_  (r  +  e)  (  r-9  )  _ 


•"+.? 


Bei  unendlicher  Kleinlieit  der  Dimensionen  strebt  dieses  Verhältnis 
der  Gröfee  — —  oder  ~  zu,  wie  es  oben  behauptet  war. 

Weil  bei  unendlicher  Kleinheit  alle  Rechteckeseiten  sich 
wie  2p  :1  verhalten,  sind  die  sich  entsprechenden  kleinen 
Rechtecke  beider  Ebenen  als  ähnlich  zu  betrachten.  Dürfen 
7..  B.  die  kleinen  ,^chtecke"  der  einen  Ebene  als  „Quadrate"  betrachtet 
werden,  so   sind  auch  die  der  andern  als  „Quadrate"  zu  betrachten. 

[Nach  dem  Methodischen  Lehrbuch  (Teil  II,  Anhang)  erreicht 
man  diese  Quadrateinteilung,   wenn  die  Strahlen   unter  den  Winkeln 

0,    +»-?,    +'^,    +!•,    _+.'J!,... 

aufeinander  folgen,  die  Längen  der  Radien  aber  der  geometrischen 
Reihe 


gehorchen.] 

223)  In  den  nebenstehenden  Figuren  sind  die  sich  gegenseitig  ent- 
sprechenden Quadratnetze  für  einfache  Winkelteilungen  16  bezw.  H 
dargestellt,  wobei  das  doppelte  Entsprechen  klar  hervortritt. 


Die  Diagonalkurven  der  Quadratnetze  sind  logarithmische  Spiralen, 
die  das  StrdilenbÜschel  und  die  Kreisschar  unter  40"  durchsetzen,  so 
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Fig.  166. 


dals  auch  die  kleinen  ^^Dreiecke^'  AKB  beider  Ebenen  einander  ähn- 
lich sind. 

224)  Bei  ähnlichen  ^^Rechtecken'^  stimmen  die  Diagonalwinkel 
ebenfalls  überein ^  und  so  schliefst  man  überhaupt^  dafs  einander  ent- 
sprechende Winkel  (mit  Schenkeln  von  unendlich 
kleiner  Länge)  beider  Ebenen  übereinstimmen,  so 
dafs  die  Beziehung  eine  winkeltreue  oder  iso- 
gonale ist,  und  dafs  unendlich  kleinen  Dreiecken 
der  einen  Ebene  unendlich  kleine  und  ähnliche  der 
andern  entsprechen,  kleinen  geometrischen  Gebilden 
ähnliche  Gebilde  der  andern  entsprechen.  Man  sagt, 
beide  Ebenen   seien    in   den  kleinsten  Teilen 

ähnlich,  die  Abbildung  der  einen  auf  die  andere  sei  eine 
konforme. 

Wie  man  nun  ein  Gemälde  mit  Hülfe  eines  Quadratnetzes  ver- 
grö&ert  oder  verkleinert  wiedergeben  kann,  so  kann  man  mit  Hülfe 
der  hier  besprochenen  Quadratnetze  zu  den  Gebilden  der  einen  Ebene 
mit  beliebiger  Genauigkeit  die  entsprechenden  der  andern  Ebene 
konstruieren. 

Das  Vergröfserungs Verhältnis  ist,  wie  oben  gezeigt  wurde,  für 
jede  Stelle  2  q  :  1,  wo  q  den  Abstand  des  kleinen  Gebildes  der  ;8f-Ebene 
vom  Nullpunkte  bedeutet.  In  der  Umgebung  des  Nullpunktes  wird 
es  zu  0 :  1 ,  im  unendlichen  Bereiche  zu  cx) :  1 ,  so  dafs  beide  Bereiche 
Ausnahmestellung  einnehmen.  Im  Nullpunkte  hört  auch  die  „Ähnlich- 
keit^' auf,  da  dort  2y  und  y  einander  entsprechen. 

225)  In  technischer  und  mechanischer  Hinsicht  ist  nun 
Folgendes  von  Wichtigkeit: 

Jedem  Flächenelemente  f  der  ;e:-Ebene,  welches  die  Entfernung 
Q  vom  Nullpunkte  hat,  entspricht  in  der  Z-Ebene  ein  solches  von 

der  Gröfse  4pY,  jeder  Fläche  F=^f  der  ersteren  entspricht  also 

in  der  letzteren  eine  Fläche  vom  Inhalte  F^  =  ^4  Q^f  =  4  ^/*(>". 

Letzterer  Ausdruck  ist  aber  das  vierfache  polare  Trägheitsmoment  des 
Flächenstücks  F  in  Bezug  auf  den  Nullpunkt.  Folglich  gilt  der 
wichtige  Satz: 

a)  Der  Flächeninhalt  jedes  Gebildes  der  Z-Ebene  ist 
viermal  so  grofs,  wie  das  Trägheitsmoment  des  ent- 
sprechenden Gebildes  der  js^-Ebene  in  Bezug  auf  den  Null- 
punkt. 

226)  Jedem  Flächenstück  f^  der  2^- Ebene  entspricht  ein  solches 

f  f 

von  der  Gröfse  f=  ,— ,  ==  /—  in  der  ;?- Ebene,  wo  p.  der  Abstand 

12* 
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des  ersteren  Gebildes  vom  Nullpunkte  ist.  Jeder  Fläche  F^^  =  ^Xi 
der  Z- Ebene  entspricht  also  eine  solche  von  der  Gröfse 

in  der  jgf-Ebene.     Den  Ausdruck  ^  —  deutet  aber  die  Mechanik  als 

das   (Newtonsche)    Potential    der   Fläche    /./i   iu  Bezug   auf  den 

Nullpunkt.     Folglich  gilt  der  Satz: 

b)Der  Flächeninhalt  jedes  Gebildes  der  jsr-Ebene  ist  gleich 
dem  vierten  Teile  des  (Newtonschen)  Potentials  der  ent- 
sprechenden Fläche  derZ-Ebene  in  Bezug  auf  den  Nullpunkt. 

227)  Jedem  Kurvenelemente  s  der  £f-Ebene  entspricht  in  der 
-Z-Ebene  ein  solches  von  der  Länge  2qSj  der  Kurve  von  der  Länge 

^jS  also  eine  solche  von  der  Länge  ^^  2qs  =  2^^qs  in  der 
Z- Ebene.  Der  Ausdruck  ^^QS  ist  aber  das  Polarmoment  erster  Ord- 
nung  der  Kurve  ^'^  ^i  Bezug  auf  den  NuUpuBkt.     FolgUch: 

c)  Die  Länge  jeder  Kurve  der  Z-Ebene  ist  gleich  dem 
doppelten  Polarmomente  erster  Ordnung  der  entsprechenden 
Kurve  der  ;^-Ebene  in  Bezug  auf  den  Nullpunkt. 


228)  Ebenso  entspricht  jedem  Kurvenelemente  s^  der  ^Z^- Ebene  in 


der  ;ef-Ebene  ein  solches  von  der  Länge  2^  —  '^r^y  ^^  ^^^    x,^i 


übergeht  in  y  ^^"7^  •  Auch  dieser  Ausdruck  hat  eine  Potential- 
bedeutung für  ein  gewisses  anderes  Anziehimgsgesetz  (als  das 
Newtonsche),  soll  aber  hier  nicht  untersucht  werden. 

Ebenso  soll  die  unter  b)  genaimte  Potentialbeziehung  erst  im 
nächsten  Bande  bei  den  Potentialbetrachtungen  zur  Sprache  kommen. 

Aus  diesen  Beziehimgen  ergiebt  sich  eine  Fülle  der  interessantesten 
Resultate,  sobald  man  weifs,  welche  Kurven  beider  Ebenen  einander 
entsprechen,  denn  es  werden  sich  noch  zahlreiche  andere  Anwendungen 
für  die  Wärmetheorie,  Elektrizitätslehre,  Hydrodynamik,  Kartographie 
imd  Kinematik  anschliefsen. 

229)  Beispiel  zu  a.  Der  Halbkreisfläche  mit  Radius  r  und 
Mittelpunkt  0  der  j?- Ebene  entspricht  in  der  Z-Ebene  ein  ganzer 
Kreis    vom    Radius  r*  imd   vom  Inhalte   r*;r,   folglich  ist  der  vierte 
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r'Ä 


Teil  davon  oder  -r-  das  Trägheitsmoment  des  Halbkreises  in  Bezug 

auf  den  Nullpunkt. 

Beispiel  bxl  b.  Der  Kreisfläche  mit  Radius  r^  und  Mittelpunkt  0  in 
der  Z-Ebene  entspricht  in  der  ^er-Ebene  ein  Halbkreis  vom  Radius  )/ri 

und  vom  Inhalte  ^  (|/^)*ä  =  -^-      Das    Vierfache,    also    2rjjr,   ist 

demnach  das  Potential  jener  Kreisfläche  in  Bezug  auf  den  Nullpunkt. 

Beispiel  zu  e.  Der  Halbkreislinie  rz  der  ;er-Ebene  mit  0  als 
Mittelpunkt  entspricht  in  der  Z-Ebene  eine  Kreislinie  von  der  Länge 
2(r*)3r  =  2r*3r.  Demnach  ist  die  Hälfte  davon,  oder  r^n,  das  Polar- 
moment erster  Ordnung  der  Halbkreislinie  vom  Radius  r  in  Bezug 
auf  den  Nullpunkt. 

Jetzt  einige  Aufgaben  über  das  gegenseitige  Entsprechen  von 
Kurven. 

230)  Aufgabe.  In  der  Z-Ebene  sei  das  von  horizontalen 
und  vertikalen  Geraden  gebildete  Quadratnetz  gezeichnet. 
Welches  Quadratnetz  entspricht  diesem  in  der  ;8r-EbeneV 

Auflösung.  Der  Geraden  X=  a  oder  R  cos  0  =  a  entspricht 
die  Kurve  r*  cos  2(p  =  a  oder  r*  (cos*  q>  —  sin*  q))  =  a  oder  x^  —  y*  =  a, 
oder 


(v^y    (va) 


=  1. 


Dies  ist  die  Gleichung  einer  gleichseitigen  Hyperbel,  die  durch  die 

Punkte  +  V^  ^®^  a?- Achse  geht. 

Der    Geraden    Y=h    oder   iZ  sin  0  =  6    entspricht    die    Kurve 

r*  sin  2q>  =  b  oder  2  r  sin  y  r  cos  q>  =  h  oder  2xy  =^b,    wofür   man 

schreiben  kann 

b 

Dies  ist  eine  gleichseitige  Hyperbel  mit  dem  konstanten  Asymptoten- 
rechteck — ,  deren  Asymptoten  in  die  x-  und  y- Achse  fallen. 
Sind  die  Geraden  der  Z-Ebene  der  Reihe  nach 

X=  0,  a,  2a,  3a,4a,-- 
Y=Oy  a,  2a,  3a,  4a,--, 

so    gehen   die  Hyperbeln   auf  der  X-Achse  bezw.  der  Geraden  von 
der  Neigung  45°  durch  Punkte,  die  von  0  die  Abstände 

0,  yä,  y2a,  ywä,  yä^,--- 

haben,  und  es  entsteht  ein  quadratisches  Netz. 
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231)  Für  a=  1  ist  dieeea  gegenseitige  Entsprechen  in  den  Figuren 
167  und  168  dai^estelli    Dort  hat  jedes  Quadrat  den  Inhalt  1,  folglich: 
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Jedes  der  hyperbolischen  Quadrate  der  Fig.  168  hat  in 
Bezug  auf  0  das  polare  Trägheitsmoment  T,,  =  y' 

Jede  Quadratseite  der  Z- Ebene  hat  die  Länge  1,  folglich: 
Jede   Seite   der   hyperbolischen   Quadrate  hat  in  Bezug 
auf  den  Nullpunkt  das  Polarmoment  erster  Ordnung  Mp  =  l  - 

232)  Aus  den  Beziehungen  X  =  x^  —  y^  und  F  =  2  jry  folgt 
femer  der 

Sats:  Jeder  Kurve  f{XY)  =  0  der  Z-Ebene  entspricht  in 
der   ;2r-Ebene  eine   Kurve  f[(x^  —  y^),  (2xy)]  =  0. 

Da  aus  jenen  Beziehungen  folgende  sich  ergeben: 


X 


^l/yX^+Y'  +  X^     ^l/VX^+  Y'-X 


so  folgt  der  entsprechende 

SatB:    Jeder  Kurve  f[xy)  =  0   der  jer-Ebene  entspricht  in 
der  Z-Ebene  eine  Kurve 


233)  Aufgabe.     Was  entspricht  der  Geraden 

~ =  A  =  tana 

X  —  a 

durch  den  Punkt  a  der  Z- Ebene? 

Auflösung.     Ihr  entspricht  die  Kurve 

-= 5^ =  Ä,     oder    x^  —  y* ^  xy  =  a. 

Setzt  man  zugleich  —  x  und  —  y  statt  x  und  y  ein,  so  ändert  sich 
nichts,  so  dafs  es  sich  um  die  Mittelpunktsgleichung  eines  Kegel- 
schnitts handelt,  der,  v^eil  er  unendlich  ferne  Punkte  enthält,  eine 
Hyperbel  sein  mufs.  Nun  liegen  aber  die  unendlich  fernen  Punkte 
der  Geraden  auch  von  0  aus  gesehen  in  den  Richtungen  a  und 
a  +  180*^,   folglich    die    der  Hyperbel,   von   0   aus  gesehen,    in  den 

Richtungen  ^  und  |^  +  90®.  Dies  sind  also  die  Asymptoten- 
richtungen, und  da  sie  auf  einander  senkrecht  stehen,  handelt  es  sich 
wieder  um  eine  gleichseitige  Hyperbel. 

Folgerang:  Jedem  schrägen  Quadratnetz  in  der  Z-Ebene 
entspricht  ein  schräges  Quadratnetz  gleichseitiger 
Hyperbeln. 


184 


Abschnitt  VI. 


^*«^®®-  Ferner:    Die  iso- 

gonalen   Trajekto- 
rien  jeder  solchen 

Hyperbelschar 
sind        wiederum 
gleichseitige     Hy- 
perbeln. 

234)  Für  jede  solche 
Hyperbel  besteht  eine 
wichtige  Winkelbe- 
ziehung. Verbindet 
man  nämlich  einen  be- 
liebigen Punkt  P  der 
Kurve  mit  den  Schnitt- 
punkten +  yä  auf  der  X-Achse,  so  folgt  für  die  Neigungswinkel  d^^ 
und  d'2  der  Verbindungslinien  jp^  und  p^  Folgendes: 


tan^&i 


CP 
ÄC 


y 


folglich 


X 


v^' 


tan'd*«  == 


CP 
BC 


y 


X 


+ys-' 


y 


VII      x/        1  —  tan  fl-,  tan  ■fr. 


+ 


X — yä    x-^-yä 


2xy 


1  — 


y 


y 


X*  —  y*  —  a 


X  — ]/a    X  +  VoT 

Nach  Obigem  ist  aber  letzteres  gleich  A  oder  gleich  tan«,  es  folgt 
also 

tan  («d'i  +  d'^)  =  tan  cc , 
folglich  auch 

'^i  "I"  '^a  =^  ^  • 

Also,  wenn  man  die  Geraden  pj^  imd  p^  als  Radii  vectores  (nicht  mit 
den  gewöhnlichen  Brennstrahlen  zu  verwechseln)  bezeichnen  will: 

Für  die  gleichseitige  Hyperbel  ist  die  Winkelsumme 
der  Radii  vectores  konstant. 

Jetzt  kann  man  sich  kurz  folgendermafsen  ausdrücken: 
Der   Geraden   ®  =  y   durch   den   Punkt   a   der   Z-Ebene 
entspricht  die  gleichseitige  Hyperbel  'S*!  + 'ö'g  =  y  durch  die 

Punkte  ±  y^  der  ;?-Ebene. 

Dem  Strahlenbüschel  durch  den  Punkt  a,  dessen 
Neigungswinkel  durch  0,  a,  2a,  3a,  ...  gegeben  sind,  ent- 
spricht ein  Büschel  gleichseitiger  Hyperbeln  durch  die 
Punkte  +  )/ör,  deren  Winkelsummen  (^i  +  'ö'g)  nach  derselben 
Beihe  aufeinander  folgen. 
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235)  Aufgabe.  Was  entspricht  dem  Kreise  B  =  c  um  den 
Punkt  a  der  Z-Ebene? 

AnflöBung.  Ihm  entspricht^  da  sich  statt  E  =  c  auch  (X  —  a)' 
-|-  Y*  =  c*  schreiben  läfst,  nach  Nr.  232  die  Kurve 

deren  Gleichung  sich  folgendermafsen  umformen  läfst: 

o;*  +  y*  +  2xY  —  2ax^  +  2ay*  +  a«  =  c«, 
{x^  +  y^  +  ay  —  4ax^  =  c«, 

(x^  +  y^  +  a  +  2  xY^)  {x^  +  y^  +  a  —  2  xY^)  =  c\ 

Verbindet   man  aber  wiederum  einen  Punkt  P  der  Kurve  mit  den 
Punkten  +  }/«,  so  gilt  für  die  Verbindungslinien 

p\  =  {x-  yäf  •j^y'  =  x'  +  y'  +  a-2xy^, 

pI^{x  +  y^y  +  y'  =  x'  +  i  +  a  +  2x}^, 

Demnach  lafst  sich  die  Kurvenglei<^hung  auch  schreiben  slsp^p^  =  c  ,  oder 
endlich  als 

Plg.  170. 

PiPi  =  c- 

Dies  ist  die  bekannte 
Gleichung  der  Lemnis- 
katen  zweiter  Ord- 
nung oder  Cassinischen 
Kurven^  zu  denen  auch 
die  in  Nr.  142  besprochene 
gleichseitige    Lemniskate 

gehört.  Die  Punkte  +  Va 
heifsen  ihre  Brennpunkte^ 
die  Geraden  p^  und  p^  ihre 
Brennstrahlen.     Also: 

Jedem  Kreise  jB==c  um  den  Punkt  a  der  Z-Ebene  ent- 
spricht in  der  ;e?-Ebene  eine  Gassinische  Kurve  |)iP2  =  c  mit 

den  Brennpunkten  +  Va- 

Folgen  die  Radien  der  Kreise  der  Gröfse  nach  folgendermafaen 
aufeinander: 

6/r 


0 


2/t 


e     » . 


±    n 


SO    folgen   die  konstanten  Produkte  p^p^  nach  derselben  Reihe  auf- 
einander. 
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236)  Folgerung:  Ist  in  der  Z-Ebene  eine  Kurye  in  Polar- 
koordinaten in  Bezug  auf  den  Punkt  a  durch  die  Gleichung 
f(B,  &)  =  0  gegeben,  so  entspricht  ihr  in  der  ;er-Ebene  eine 

Kurve  von  der  auf  +  ")/ä  bezogenen  Gleichung 

Die  Variabelen  (PiP^)  und  (d-^  +  -d-g)  sind  die  zuerst  von  Lame  auf- 
gestellten lemniskatischen  Koordinaten,  deren  Anwendung  für  die 
mathematische  Physik  von  grofser  Bedeutung  ist  und  viele  Rechnungs- 
erleichterungen giebt. 

237)  Aufgabe.  Es  soll  bewiesen  werden,  dafs  alles,  was  vom 
Punkte  a  gesagt  ist,  auch  von  jedem  beliebigen  Punkte  mit  den 
Koordinaten  a  und  b  gilt. 

Die  Ausführung  ist  nur  eine  Wiederholung  der  obigen  Rechnungen. 

238)  In  Fig.  161  und  162  ist  das  gegenseitige  Entsprechen  in 
Bezug  auf  den  Punkt  a  dargestellt  (OM=a).  Dem  Quadratnetz 
der  Polarkoordinaten  entspricht  das  Quadratnetz  der  lemnis- 
katischen Koordinaten. 

Fig.  171. 


^- Ebene. 


239)  Aufgabe.  Wie  grofs  ist  das  polare  Trägheitsmoment 
für  die  halbe  Lemniskate,  für  jede  halbe  Cassinische  Kurve, 
für  jeden  hyperbolischen  Sektor  einer  solchen  u.  s.  w.  in 
Bezug  auf  den  Nullpunkt? 
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Auflösung.      Der  gewöhnlidien   LemniBkate  PiP^  ^=  c   mit    den 
BreimpunkteD  +  Y^  entspricht  ein  Kreis  E  ^  c  um  den  Punkt  c. 


Sein  Inhalt  ist  c*«,  folglich  ist  -j-  das  gesuchte  Trägheitsmoment  der 
halben  Lemniskate.    Ebenso  ist  für  die  zugehörigen  konfokaien  Cassi- 

nischen  Kurven  PiPt^c^  das  Trägheitsmoment  Tp  =  —~- 

För  jeden  der  gezeichneten  Kreissektoren  ist  F  =  -~ ,  folglich 

fiir  jeden  der  hyperbolischen  Lemniskatenscktoren  Tp  =  -^  ■  Für 
jeden  Kreisring  ist  J^^  jt  (c*  —  c\),  folglich  für  jeden  halben  leninis- 
katischen  Ring  Tp  =  ^  (c'  —  Cj|. 

240)  Aufgabe.  Wie  grofs  ist  das  Polarmoment  erster 
Ordnung  der  lemniskatischen  und  hyperbolischen  Kurven 
in  Bezug  auf  den  Nullpunkt? 

Auflöaong.  Der  Lemniskate  Pi})^  ^  c  mit  den  Brennpunkten 
+  yc  entspricht  ein  Kreis  vom  Umfange  2cn.  Das  Polarmomeut 
der  Halblemniskate.  ist  halb  so  grofs,  also  gleich  ex.  Für  jede 
konfokale  Cassinische  Kurve  PiP^  =  t\   ist  jeuer  Kreisumfang  gleich 
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2c^7Cj  also  das  Polarmoment  erster  Ordnung  der  Kurve  gleich  c^n:. 
Der  Hyperbel  von  p^^p^  =  0  bis  PiP2  =  c  entspricht  ein  Ereisradius 

von  Länge  c.     Demnach  ist  —  das  Polarmoment  erster  Ordnung  des 

genannten  Hyperbelbogens  in  Bezug  auf  den  Nullpunkt. 

241)  Aufgabe.    Welche  Kurven  entsprechen  den  logarith- 
mischen Spiralen  JJ  =  cifc®  in  Bezug  auf  den  Pol  a? 

Auflösung.    Die  isogonalen  Trajektorien  der  konfokalen  Lemnis- 
katenschar  erhalten  die  Gleichung 

p^p^  =  ck^^^^^. 

Sie  sind  als  Diagonalkurven  in  das  Netz  ähnlicher  „Rechtecke"  leicht 
einzuzeichnen.  Den  elementar  abzuleitenden  Eigenschaften  der  loga- 
rithmischen Spiralen  entsprechen  solche  dieser  neuen  Kurven. 

242)  Aufgabe.     Welche  Kurven  entsprechen  den  Geraden 

x=^  a  oder  r  cos  ^  =  a  und 
y  =  h  oder  r  sin -^  =  6  der 
^-Ebene? 

Auflösung.    Die  gesuchten 
Kurven  haben  die  Gleichungen 


Fig.  173. 


Y 


oder 

oder 
und 


VX'~+  T'  +  X  _  ^^ 
yB  cos  —  =  a, 


2 


yvi 


oder 


oder 


2 
1  —  cos  * 


V^sin^  =  6, 


Dies  sind  wiederum  Kegel- 
schnittgleichungen, und  zwar 
Brennpunktsgleichungen  von 
Parabeln,  wie  man  erkennt, 
wenn  man  bei  einer  davon  durcli 
Koordinatenverschiebung  nach  ar 
die  Scheitelgleichung  bildet. 
Folgen  in  der  ;?- Ebene  die  beiden  Schaaren  von  Geraden  in  den 
Abständen 

^;  i  ^>  ib  2«,  i  3öf,  +  4a,  •  •  • 


Z- Ebene. 
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aufeinaitder,  so  scimeiden  die  Parabeln  der  Z^Ebeae  ^''  "*■ 

die  X-Achse  aa  den  Stelleu 

0,  +  a",  +  ia\  ±  9o*,  +  16o», 

die   y-Achse  an  den  Stellen 

0,  ±  2o*,  ±  8a*,  +  18a»,  +  32a». 

243)  Bemerkung.  Die  schraffierte  parabolisch« 

Fläche     hat,     wenn     OA  =  1    ist,     den    Inhalt  i-ei™«, 

l  .  2  ■  4  =  y ,  folglich  hat  das  Rechteck  EDBC  in  Bezug  auf  0  das 

polare  Trägheitsmoment  y-     [Probe: 

(*T^+"-Ti=)  +  (i)"-i'2-(Ä+a  +  :-M 

Allgemein  handelt  es  sich  bei  der  Parabelääche  durch  +  o*  um 
den  Inhalt  -*-  (2o*)  (4a*)  =  y  a*  also  bei  dem  Rechteck  von  der 
Breite  a  und  der  Höhe  2a  um  ^  c*  ^  Ty. 

244)  Die  Parabel  hat  nach  dem  Methodischen  Lehrbuch,  III,  Sehlufs- 
seite,  von  B  bis  D  die  Länge  ^  [y2 -\- lg  (l -i- Y'l)]  =  l,lilS  p. 
Ist  also  OA^ai^  und  BD^p^ia^  so  handelt  es  sich  um  die 
L^nge 

2o'  [t/2  +  Ig  (l  +  }/2)  =  1,1478  ■  4a'. 
Halb  so  grofs  ist  das  Polarmoment  der  h«.  its. 

Geraden  von  L;änge  BD=2a  (Fig.  174) 
im  Abstände  a  von  0,  also  gleich 

aMV^  +  lg(l  +  >^)l 
=-  1,1478  -  2  a»  =  2,2956  a«. 

Denkt  man  sich  jetzt  die  Länge  2a  und 
den  Abstand  veränderlich  als  2x  bezw.  x, 
so  hat  man  im  letzten  eine  Querschnitts- 
forrael 

j,-i'[J^  +  lg(i  +  V^)l 

fOr    ein  Dreieck    OAB    in  Bezug   auf  0. 

(Fig.  175.)     Für   dieses  ganze  Dreieck  ist  also   das  Polarmome: 

erster  Ordnung  nach  der  Schichtenformel 

1,1478  ■  2,t' 


M,  =  ^[y2-\-lg{l-\-V2)]  = 
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für  das  Quadrat  ABCD  mit  Basis  2x  ist  also  in  Bezug  auf  0 

^P  =  ^-f  [y2  +  lg  (1  +  1/2)]  =  ?f' .  1,1478  =  3,0608  x^ 

Dreht  sich  das  Quadrat  in  seiner  Ebene  um  0  mit  konstanter  Winkel- 
geschwindigkeit d-y  so  ist  demnach  die  mittlere  Geschwindigkeit 

t,„  =  ^*  =  jL .  Ij!  [1/2  ^_  lg  (i  ^y2)]  »  =  1.  l,1478a:^=0,7652x^, 

also  ist  der  Radius  der  mittleren  Geschwindigkeit 

p    =  0,7652a:. 

Dies  ist  zugleich  der  mittlere  Abstand  sämtlicher  Punkte  der  Quadrat- 
fläche vom  Mittelpunkte. 

245)  Damit  ist  zugleich  der  in  Fig.  153  dargestellte  Diagramm- 
körper berechnet.     Sein  Inhalt  ist  für  x  =  - 

Jf,  =  1 1'  [>/2  +  lg  (1  +  V2)]  =  ^-^'-'  =  0,3826  h\ 

Der  ganze  Rechteckskörper  hat  den  Inhalt  6^ .  j  |/l  =  js  |A  ^  0,7071  h\ 
der  innere,  trichterförmige  Raum  also  ist 

&3  y\  —  Mp  =  0,7071  b^  -  0,3826  6»  =  0,3245  6». 

Der   auf  der  Spitze   stehende  Kegel   hat   die    Höhe   by-   und   den 
Radius  6  Kj,  also  den  Inhalt 

"?  ¥  *  vT  =  t'  l4  =  0^7071  ^'  I  =  <^»3702  6». 

Von  ihm  sind  vier  gleiche  hyperbolische  Teile  abgeschnitten,  deren 
Gesamtinhalt  ist 

''l~V]-(h'V\-M,)==b^y]-  [^  -  l]  + Jfp=6«(0,3702~0,3245) 

=  0,0457  6», 

so  dafs  jeder  Abschnitt  für  sich  den  Inhalt  0,01396*  hat. 

Damit  ist  überhaupt  gezeigt,  wie  hyperbolische  Abschnitte  solcher 
Art  zu  berechnen  sind. 

246)  Aufgabe.    Das  Polarmoment  erster  Ordnung  für  das 
Rechteck  mit  den  Seiten  2a  und  2b  zu  bestimmen. 

Den  Geraden  HB  und  CB  der  jer-Ebene  entsprechen  nach  Nr.  242 
Parabeln  von  den  Gleichungen 


und 
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yjo  +  r*  —  X  =  26*, 

aus  denen  durch  Subtraktion  folgt 

2X  =  2o»  -  2h* 
oder 

Z  =  a»  -  6», 

durch  Addition  dagegen 

2)/X*^^f»  =  2(a»  +  6') 
oder 


n  =  yjP-\-Y^  =  a*  +  b% 

so    dafs  Z-Ebene 

Y=  yR*~X}  =  >^(^*"+l')*"^'H^^^ft*7  =  yiä^F^  =  ±  2ah. 
Xach  dem  Methodischen  Lehrbuch,  III,  Seblufsseite,  ist  die  Parabel- 
tänge  AB  für  gegebenes   Y  n,,  ii7 

also  fBr  p  ^  2«*  und   Y^  2ab  der  ganze  Bogen 


+  2a'  'Ig 


2a6  +  l/4Ö*"+TS^   ■ 


HB  =  26 ya»  +  6'  +  2fl«  'lg  -'  --^"-^~  ■ 
Demnach  ist  das  Polarmoraent  der  Geraden  HB  halb  so  grofs,  nämlich 

oder  

Jl/p  =  o*  [tan  /S  yr+"tan«^  +  'lg  (tan  ß  +  l/T+'tan*  ß)].     , 
Setzt  man  nun  a  Teränderlich   gleich   x,    so   folgt   für   das  Dreieck 
OBH  in  Fig,  177  nach  der  Schichtenformel 
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Mp  =  Y  [ten/3]/l  +  tan«/J  +  %  (tan /J  +  ]/ 1  +  tan« /})] 

Das  Dreieck  OBD  giebt  entsprechend 


a-i 


CL* 


•  -Eben«. 


3     ^  '^      *     "        •      3   'O  b 

also  wird  für  das  gesamte  Rechteck  HBDF 


8 


lg 


b+ya*  +  6» 


a 


I    2&»        a+V^a»+6« 


3-0  6 

Der  Radius  der  mittleren  Geschwindigkeit  er- 
giebt  sich  aus  -^  =  — ^  •  Auch  die  betreiFenden 
Kegelabschnitte  sind  leicht  zu  berechnen. 

247)  Bemerkung.  Die  Parabelfläche  ABH 
in  Fig.  176  hat,  da  ZO  =  b^  —  a^  also  ZA  =  6« 

ist,  den  Inhalt  j  4ab-b^  =  ~ ah\  Der  vierte  Teil 

davon,  {  a¥,  ist  das  polare  Trägheitsmoment  der 

hyperbolisch    begrenzten    Fläche   Z^HBZ  der 

;?-Ebene,  für  die  OZ  =  ^ft«  —  a*  ist.  Die 
Gleichung  der  Hyperbel  in  Fig.  177  ist  also 

y2  —  a?*  =  6*  —  a*. 

248)  Aufgabe.  Das  polare  Trägheits- 
moment des  Segments  der  gleichseitigen 
Hyperbel  in  Fig.  179  zu  berechnen. 

Reicht  das  Hyperbelsegment  von  1  bis  a, 
so  entspricht  ihm  in  der  Z-Ebene  (Fig.  178)  ein 
Parabelsegment,  von  1  bis  a'  reichend.     Aus 

(a«  —  1)  :  a*  =  r« :  4a* 
oder 

folgt 

r=2a|/a^— 1, 

das  Parabelsegment  wird  also 


i^=|  .4ay^ 


,2         1^         8a  (a*— 1)2 


1 


3 
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Demnach  ist  das  polare  Trägheitsmoment  der  Hjperbelfläche 


r«  = 


8^ 

2a  (a*  —  1)2 


P—  8 

In  Bezug  auf  die  Oleichheitsachsen  |  und  tj  wird 

Da   nach  Nr.  178  Jft^   berechnet   werden   kann,   so  läfst  sich  auch 
Tx  und  Ty  bestimmen. 

249)  Aufgabe.     Was  entspricht  dem  Kreise  r  =  c  um  den 
Punkt  a  der  ^r-Ebene? 

Auflösung.     Die  Gleichung  des  Kreises  läfst  sich  schreiben  als 
(x  —  a)^  +  y*  =  c*     oder    x^  -{-  y^  —  2ax  -j-  a*  =  c*. 
Dies  geht  über  in 

oder  in 

l/^+"r^  —  2«  t/v^' + j* + X  _|_  „ü  _  g»^ 

oder  auch 

oder 

1)  jR-^2ayEcos  * +«*  =  c'- 

Ist  dabei  a  ==  r,  so  entsteht  die  einfachere  Gleichung 

X*  +  r«  =  2a«(/xM^r^  +  x) 

oder 

iJ*  =  2a«(ü  + jRcosO) 
oder 

2)  E  =  4a«  i±f^  =  4a«  cos«  *  • 

Dies  ist  die  Gleichung  der  Cardioide,  die  allgemeineren  Kurven  1) 
mögen  daher  als  cardioidische  Kurven  bezeichnet  werden.  Sie 
kommen  später  noch  einmal  als  cyklische  Kurven  zum  Vorschein. 

250)  Aufgabe.     Den  Inhalt  der  Cardioide  zu   berechnen, 
deren  Grundkreis  den  Radius  1  hat. 
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Aufl&anng.  Der  entsprecliende 
Kreis  der  «-Ebene  hat  iu  Bezug 
auf  0  das  TrägheitBrnotnenl 


folglicL  ist  der  Inhalt   der  Car- 
dio! de  das  Vierfache  davon,  d.  h. 

j-  251)  Aufgabe.  Wie  grofs  ist 
die  Fläche  zwischen  dieser 
Cardioide  und  der  symme- 
trisch teilenden  Parabel? 

Auflöaimg.  Der  schraffierte 
Halbkreis  hat  für  0  das  Träg- 
heitsmoment 

also  für  r  =  1 
FiB,  IBI,  T  —  —  ~t-  * 

folglich  ist  die  gesuchte  Fläche 

Der  Best  ist 

6«— (3«+  j*')  =3«  —  ^. 

So   kann  man  jeden  der  entsprechenden  para- 
bolischen Sektoren  der  Cardioide  berechnen. 
[Setzt  man  den  Umfang  der  Cardioide,  Itir, 
also  hier  16,  als  bekannt  voraus,  so  folgt  das  Polarmoment  erster  Ordnung 
der  Kreislinie  vom  Radius  r  ^  1  in  Bezug  auf  seinen  Bandpunkt  0 

als   3- =  8;  allgemein   als  — ~-  =  8r   für   den  Kreis    vom   Badius 
Yr,  also  8p*  für  den  Kreis  mit  Badius  p.] 

Weiteres  über  diese  Kurven  siehe  in  des  Verfassers  „Einführung 
in  die  Theorie  der  isogonalen  Verwandtschaften".  Noch  sei 
bemerkt,  dafs  man  auch  bei  Spiralensektoren  der  Lemniskaten  die 
Trägheitsmomente  sofort  hinschreiben  kann,  ebenso  die  Polarmomente 
erster  Ordnung  für  die  Bogen  der  lemniskatischen  Spiralen,  wozu 
man  nur  die  logarithmischen  Spiralen  der  Kreissehar  vergleiche. 


Anwendung  der  lemniakatischen  Abbildung  etc. 


195 


252)    Allijsabe.     Symmetrische   Brennstrahlsektoren    der 
Parabel  zu  berechnen. 

Das  polare  Trägheitsmoment  des  Dreiecks  in  Bezug  auf  0  ist 


6o 
48 


(12a«+6^)  = 


a  •  2  a  tan   - 

48 


a^tan 


o; 


[l2a«+4a«tan«f] ^  [s+tan^f] 


Folglich  ist  die  entsprechende 
Flache  der  Parabel  das  Vier- 
fiEiche,  nämlich 


Fig.  188. 


Fig.  184. 


;Probe:  für  «  =  90<*  entsteht  \  a\ 
d.  h.  y  des  Rechtecks  ÄBCD, 
wo  OA  =  a«,   OD  =  2a*  ist.) 

253)  Bemerktmg.  Vergleicht 
man  die  Gleichungen  der  Lemüis- 
kate  xmd  der  gleichseitigen  Hy- 
perbel in  Polarkoordinaten,  so 
erkennt  man,  dafs  die  Lemhis- 
kate   die    reciproke    Kurve 

der  gleichseitigen  Hyperbel  ist.  Die  Transformation  der  Figur  184, 
in  der  Kreis  und  .Gerade  AB  von  0  aus  gerechnet  reciprok  sind, 
mittels  der  Funktion  Z  =  VT,  giebt 
den  Beweis  dafür,  denn  dabei  ver- 
wandehi  sich  Kreis  und  Tangente  in 
Lemniskate  bezw.  Hyperbel. 

Transformiert  man  dieselbe  Figur 
mittels  Z  ==  z^j  so  gehen  Kreis  und 
Tang^ite  in  Cardioide  und  Parabel 
ober,  und  so  folgt,  dafs  die  Cardioide 
reciproke  Kurve  der  Parabel  in  Bezug 
aaf  den  Brennpunkt  ist. 

Weil  das  Inversionsbild  eines 
Kreises  stets  ein  Kreis  ist,  so  ist  das 
Inversionsbild  jeder  Cassinischen  Linie 
rom  Mittelpunkt  aus  stets  eine  Cassi- 
nische  Linie,  das  einer  cardioidischen 
Kurve  in  Bezug  auf  0  stets  eine  car- 
dioidische  Kurve.  Dem  Sonderfalle  der  Geraden  entsprechen  die 
SonderföUe  der  gleichseitigen  Hyperbel  imd  der  Parabel. 
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Transformiert  man  das  System  der  confokalen  Lemniskaten  und 
der  orthogonalen  Schar  gleichseitiger  Hyperbeln  noch  einmal  mittels 
der  Funktion  Z  =  ]/^ ,  so  entstehen  Lemniskaten  4*®'  Ordnimg  von 
der  Gleichung  P1P2P3P4,  =  c  und  Hyperbeln  4**'  Ordnung  von  der 
Gleichung  'd-j  +  -Ö-g  +  -0-3  +  '^4  =  y?  die  ebenfalls  für  die  Festigkeits- 
lehre von  Bedeutung  sind. 

254)  Als  Gesamtresultat  des  Obigen  kann  man  für  die  Theorie 
der  Polarmomente  1*°'  und  2*®'  Ordnung  Folgendes  hinstellen: 

a)  Kennt  man  den  Inhalt  einer  Fläche,*  zu  deren  Be- 
grenzung Gerade,  Kreise,  Parabeln,  cardioidische  Kurven, 
gleichseitige  Hyperbeln,  Lemniskaten  2*®'  Ordnung  im  Sinne 
der    obigen   Darlegungen    gehören,    so    kennt    man    für    die 

durch  ;2f  =)/Z  entstehende  Fläche,  die  bezüglich  von  gleich- 
seitigen Hyperbeln,  Lemniskaten  2'"  Ordnung,  Geraden, 
Kreisen,  Hyperbeln  4*"  Ordnung,  Lemniskaten  4*®'  Ordnung 
begrenzt  ist,  das  polare  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  den 
Nullpunkt. 

b)  Kennt  man  umgekehrt  das  Trägheitsmoment  der 
letzteren  Fläche  in  Bezug  auf  den  Nullpunkt,  so  kennt  man 
auch  den  Inhalt  der  ersteren  Fläche. 

c)  Kennt  man  die  Peripherie  der  ersten  Fläche,  so  kennt 
man  das  Polarmoment  1*"  Ordnung  für  die  Peripherie  der 
zweiten  Fläche. 

d)  Kennt  man  umgekehrt  das  Polarmoment  1*°'  Ordnung 
für  die  Peripherie  der  letzteren,  so  kennt  man  die  Peripherie 
der  ersteren  Fläche. 

[255)  Physikalische  Bemerkungen  zu  den  behandelten 
Kurven  Systemen. 

Um  für  die  besprochenen  Kurvenscharen  zu  interessieren,  mögen 
einige  physikalische  Bemerkungen  über  dieselben  eingeschaltet  werden.'*) 

a)  Fig.  168.  Strömt  längs  der  Koordinatenachsen  Elektrizität  kon- 
stanter Spannung  in  die  leitende  Platte  ein,  die  unbegrenzt  zu  denken 
ist,  und  wird  die  Elektrizität  in  unendlich  grofser  Entfernung  auf  den 
Winkelhalbierenden  abgeleitet,  so  ist.  die  eine  Hyperbelgruppe  die  der 
Strömungslinien  der  Elektrizität,  die  andere  Gruppe  ist  die  der  Linien 
gleicher  Spannung,  sobald  der  stationäre  Zustand  eingetreten  ist. 


*)  Die  Bemerkungen  in  den  eingeklammerten  Abschnitten  sind  nur  für  vor- 
geschrittene Leser  bestimmt.  Sie  mögen  als  eine  Hindeutung  darauf,  dafs  es 
noch  höhere  Gebiete  giebt,  aufgefafst  werden.  Dort  kommt  die  höhere  Analysis 
zur  Geltung,  die  im  Anfange  des  Studiums  noch  entbehrt  werden  kann. 
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An  Stelle  der  stationären  Elektrizitatsströmung  kann  man  eine 
stationäre  Wärmeströmung  setzen.  Die  Stromlinien  behalten  dann 
ihre  Bedeutimg  und  die  Spannungscurven  werden  Isothermen.  Solche 
Kurvensjsteme  bezeichnet  man  daher  als  isothermische  Kurven- 
Systeme. 

Erkennt  man  die  Forchheimersche  Theorie  der  Grundwasser- 
stände filr  gleichmälsig  durchlässiges  Erdreich  als  richtig  an,  so  gilt 
von  der  Figur  168  Folgendes:  Man  denke  sich  die  Koordinatenachsen 
als  sehr  weitgehende  Sickerschlitze,  die  energisch  ausgepumpt  werden, 
dann  geben  die  einen  Hyperbeln  die  Strömung  des  Grundwassers  an, 
die  andern  die  Niveaukurven  des  Grundwasserstandes.  Durch  die 
einzelnen  „Quadrate'^  flielsen  dabei  stets  gleich  grofse  Flüssigkeits- 
mengen, sobald  nur  das  Niveau  in  den  Schlitzen  als  überall  gleich- 
mäfsig  betrachtet  werden  darf.  Man  vergleiche  auch  die  Theorie  des 
Hebnholtzschen  Geschwindigkeits  -  Potentials. 

b)  Fig.  172.  Man  denke  sich  die  Brennpunkte  der  konfokalen 
Lenmiskaten  als  Einströmungsstellen  konstant  gespannter  Elektrizität^ 
in  die  ebene  Platte  und  den  unendlich  fernen  Bereich  derselben  als 
Ausströmungsstelle,  dann  ist  das  Büschel  der  Hyperbeln  das  System 
der  Stromlinien,  während  die  Lemniskaten  zweiter  Ordnimg  die  Linien 
konstanter  Spannung  sind.  Bezüglich  der  Wärmeströmung  und  der 
Grundwasserbewegung  findet  Analoges  statt,  wie  vorher.  Übrigens 
lassen  sich  die  Stromlinien  und  Spannungskurven  bei  geeignetem 
Arrangement  mit  einander  vertauschen.  MM^^  und  das  Lot  in  0  sind 
dabei  als  Einströmimgslinien,  die  beiderseitigen  Fortsetzungen  nach 
aufsen  als  Ausströmungslinien  zu  betrachten. 

Hat  man  ein  Gefäfs,  dessen  Gestalt  die  äufsere  Lemniskate 
der  Figur  172  ist  und  denkt  man  sich  den  Boden  an  den  Brenn- 
pimkten  durchbohrt,  so  hat  man  ein  angenähertes  Bild  von 
dem  Gange  der  Stromlinien  und  Niveaukurven  unter  Voraussetzung 
niedrigen  Wasserstandes  und  Konstanthaltung  desselben  am  Rande 
des  GefäÜBes. 

Denkt  man  sich  eine  elastische  Platte  von  der  Form  der  äufseren 
Lemniskate  der  Figur  172,  die  längs  des  Ruides  horizontal  aufliegt 
und  in  den  Brennpunkten  gleich  stark  belastet  wird,  so  hat  man 
unter  gewissen  theoretischen  Voraussetzungen  ein  angenähertes 
Bild  von  Biegung  der  Platte,  und  zwar  kann  man  mehrere  Theorien 
aufstellen.  Nach  der  einen  würden  die  Lemniskaten  Niveaulinien  sein, 
die  Hyperbeln  Linien  stärksten  Gefälles.  Nach  einer  andern  würden 
die  Lemniskaten  Linien  für  konstante  Werte  einer  Funktion  der 
gröfsten  Biegungsspannung  sein,  woraus  sich  Entsprechendes  über 
die  Krümmungsradien  aussagen  lassen  würde.  Damit  soll  über  die 
Richtigkeit   solcher  Theorien  nichts  behauptet  werden.     Es  steht  zu 
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vermuten,  dafs  eine  Reihe  von  Physikern  ihre  Theorien  der  Lehre 
von  der  konformen  Abbildung  geradezu  anbequemt  haben,  so  dafs 
an  Stelle  ihrer  Hypothesen  eine  einzige  gesetzt  werden  könnte,  welche 
die  Erhaltung  der  Konformität  und  der  imendlich  kleinen  Quadrate 
bedeutet.  Dies  dürfte  z.  B.  bei  der  Forchheimerschen  Theorie  der 
Grundwasserstände  der  Fall  gewesen  sein,  ebenso  bei  der  Theorie 
freier  Ausflufsstrahlen  von  Helmholtz  und  Kirehhoff. 

Zu  Fig.  180  läfst  sich  bezüglich  der  Parabeln  und  cardioidischen 
Kurven  Entsprechendes  aussagen,  nur  tritt  für  die  aufserhalb  der 
Cardioide  liegenden  Isothermen  die  Unbequemlichkeit  ein,  dafs  man 
sich  die  Ebenen  doppelt  bedeckt  denken  mufs. 

Auf  kartographische  und  andere  Deutungen  soll  hier  nicht  ein- 
gegangen werden,  auch  nicht  auf  den  schwierigen  Fall  der  Torsions- 
probleme nach  St.  Venants  Theorie,  auch  nicht  auf  gewisse  Probleme 
der  KapiUarität.] 

[256)  Die  reiche  Anwendbarkeit  der  Transformationen  Z  =  z^  und 

^  =  YZ  auf  die  Lehre  von  den  Polarmomenten  l**''  und  2**'  Ordnung, 
von  der  Flächen-  und  Bogenberechnung,  von  der  Elastizität,  von  den 
stationären  Strömungen  der  Elektrizität,  der  Wärme,  des  Grundwassers 
imd  der  Flüssigkeiten  überhaupt,  auf  stereometrische  Berechnungen 
u.  dgl.  sollten  die  Ingenieure  veranlassen,  sich  in  höherem  Grade  mit 
der  Lehre  von  den  konformen  AbbUdungen  zu  beschäftigen. 

Es  wird  gestattet  sein,  aufserhalb  des  Zusammenhanges  auf  einige 
besonders   wichtige  Anwendungen   der  Abbildungslehre   hinzudeuten. 

Die  Abbildungen 

z  '  d  -i-  ejs     \  a  -{-  g/ 

sind  identisch  mit  der  Kreisverwandtschaft  von  Möbius.  An  den 
entsprechenden  Kreisbüscheln  und  Kreisscharen  hat  Kirchhoff  zuerst 
die  Theorie  der  stationären  Elektrizitätsströmung  erörtert,  Thomson 
zuerst  die  Theorie  der  elektrischen  Bilder  erläutert.    An  die  Abbildung 

Z  =      lassen  sich  gewisse  Gravitationsprobleme  anschliefsen. 

Die  Abbildung 

führt  auf  die  wichtigen  elliptischen  Koordinaten  (Fig.  207)  und  wurde 
zuerst  von  Prof  E.  Heine  physikalisch  verwertet.  Die  erste  Ein- 
führung der  letzteren  verdankt  man  Jacobi. 

Durch  die  Abbildung  Z  =  z"  bezw.  z  =  YZ  lernt  iuan  die 
Lemniskaten  und  Hyperbeln  w^'  Ordnung  kennen,  die  ebenfalls  in 
physikalischer  Hinsicht  von  Wichtigkeit  sind. 
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Die  Abbildungen 

Z^yi  —  ^S    Z^sine,    Z=  cos  is 
fuhren  auf  die  zuerst  von  Lame  bebandelten  lemniskatischen  Koor- 
dinaten, die  oben  eingebender  besprochen  wurden 

Die  Abbildungen  Z^lge  und  e  ^  e^  geben  den  Zusammenhang 
der  Mercatorkarte  mit  der  Polarkarte  von  Hipparcb  und  Ptolemäus, 
erleichtern  die  Theorie  der  logarithmischen  Spiralen  und  lassen  im 
AnschluTa  an  Burmesters  Untersuchungen  kinematische  Deutungen 
zu.    Auch  Gravitations-  und  Potentialprobleme  lassen  sich  anschliefsen. 

Ganz  neue  Bereiche  des  mathematischen  Denkens  Verden  durch 
die  Abbildung  mittels  der  elliptischen  Funktionen  Z^siname, 
Z  ^  COB  am  e  und  Z  ^  ^  am  e  eröffiiet,  durch  deren  doppelt- 
periodischen Charakter  die  Möglichheit  eröffiiet  wird,  die  ganze 
Ebene  auf  ein  Rechteck  konform  zu  übertragen. 


So  ist  z.B.  im  AnschluTs  an  Jacobi,  Schering  und  Schwarz 
durch  Peirce  gezeigt  worden,  wie  man  im  Stande  ist,  die  Kugelober- 
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fläche  mit  dem  Netz  der  Meridiane  und  Parallelkreise  auf  der  Fläche 
eines  Quadrates  darzustellen.  Die  XJnstetijgkeitspunkte  sind  geschickter 
Weise  in  den  Ocean  verlegt  worden.  Der  Äquator  erscheint  als  Quadrat. 
Die  symmetrische  Fortsetzung  der  einzelnen  Oktanten  läfst  zwanglos 
die  doppelte  Periodizität  erkennen.  Aus  geographischen  Gründen  ist 
in  Figur  185  nicht  die  Einteilung  in  kleine  Quadrate  gewählt,  sondern 
die  Einteilung  in  Rechtecke,  die,  wie  auf  dem  Globus,  nur  in  der 
Nähe  des  Äquators  quadratisch  erscheinen,  dagegen  nach  den  Polen  hin 
das  Verhältnis  der  Länge  zur  Breite  gesetzmäfsig  zunehmen  lassen.*) 


D 


Fig.  186. 


A 


A 


A 


Die  entsprechenden  physikalischen  Deutungen  sind  leicht  im 
Anschlufs  an  die  Zeichnimg  des  Gradnetzes  zu  geben. 

Es  handelt  sich  z.  B.  um  Einströmxmg  der  Elektrizität  oder 
Wärme  in  der  Mitte,  Ausströmung  in  den  Eckpunkten  Ay  B,  C  imd  D. 

*)  Die  Figuren  185  und  186  sind  nach  einem  Gliche  angefertigt  worden, 
welches  von  Herrn  Prof.  Adr.  Gudbhard  in  Paris  freundlichst  zur  Verfügung 
gestellt  wurde. 
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Denkt  man  sich  das  Quadrat  A^B^C^D^  auä  der  Figur  heraus- 
geschnitten, so  lassen  sich  Deutungen  entsprechender  Art  ablesen, 
auch  solche  über  den  Zustand  einer  quadratisch  geformten  elastischen 
Platte,  die  in  der  Mitte  belastet  ist,  auch  über  die  Kapillarität  im 
Innern  eines  engen  Röhrchens  von  quadratischem  Querschnitt,  oder 
über  die  Wasserstandslinien  in  dem  Terrain  einer  quadratisch  ge- 
formten Insel,  in  deren  Mitte  sich  ein  Pumpwerk  befindet.  Nur  ist 
zu  beachten,  dafs  die  Annahme  der  Hypothesen,  die  dem  Charakter 
der  Konformität  mit  den  einfacheren  Koordinatensystemen  ent- 
sprechen, an  der  Hand  des  Experimentes  auf  ihre  Zulässigkeit  zu 
prüfen  isi 

Ohne  Kenntnis  des  konformen  Zusammenhanges  ist  ein  Ein- 
dringen in  die  feineren  Theorien  undenkbar.  Dieser  spielt  schon  jetzt 
in  einigen  Lehrbüchern  der  Mechanik  eine  hervorragende  Rolle,  und 
Kirchhoff  und  Helmholtz  haben  mit  dem  Hülfsmittel  der  kon- 
formen Abbildung  sogar  die  schwierige  Theorie  der  freien  Ausflufs- 
strahlen  angebahnt.  Deshalb  sei  an  dieser  Stelle  auf  die  „Ein- 
führung in  die  Theorie  der  isogonalen  Verwandtschaften 
und  der  konformen  Abbildungen^^  hingewiesen,  zu  deren  Studium 
gröfsere  Kenntnisse  aus  der  höheren  Analysis  nur  für  den  Schlufsteil 
nötig  sind,  während  der  Anfang  ganz  elementar  gehalten  ist.  Die 
oben  genannten  Abbildungen  und  zahlreiche  andere  sind  dort  eingehend 
behandelt  und  die  angedeuteten  physikalischen  Beziehungen  erläutert.] 
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Graphostatische  Methoden  zur  Bestimmung  von 
Trägheits-  und  Centrifugal-Momenten. 


A.  Graphische  Methode  von  Nehls  zur  Bestimmung  des  statischen 
Momentes  und  des  Trägheitsmomentes  einer  Fläche. 

257)  Der  schraffierte  Teil  der  Figur  sei  die  gegebene  Fläche  F. 
Um  das  statische  Moment  M^  und  das  Trägheitsmoment  M^  zu  be- 
stimmen, verfahre  man  folgendermafsen: 

PqP  sei  der  Horizontalschnitt  f  in  der  beliebigen  Hohe  y, 
AB  die  Parallele  zur  X-Achse  in  der  Höhe   0A  =  1.     Man  ziehe 


Flg.  187. 


die  Senkrechte  FQ  und  OQ  bis  zum  Schnitte  Pj  mit  dem  Horizontal- 
schnitte.  Dann  'v6i  AQ  =  /)  folglich  PqP^=  f-  y,  i  h.  PqPi  ist  das 
statische  Moment  von  f  in  Bezug  auf  die  X-Achse.  Für  sämmtliche 
Schnitte  mache  man  dasselbe,  dann  bilden  alle  Punkte  P^  eine 
über   CD   stehende   Fläche  F^    und   diese  Fläche   stellt   das 
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statisclie    Moment  9  üf«    der    Fläche    F   in    Bezug    auf    die 
X-Achse  dar. 

Wiederholt  man  dasselbe  mit  der  Fläche  F^y  so  entsteht  durch 
die  neue  Konstruktion  eine  Fläche  F^  über  CD.  Diese  stellt  das 
statische  Moment  zu  F^  und  zugleich  das  Trägheitsmoment 
r,  für  2^  dar,  denn  es  ist  AQ^  =fy,  folglich  PoP^  =  fy\  folglich 


258)  Bemerkung.  Wählt  man  OA  =  6,  so  wird  bF^  =  M^  und 
b^F^  =  T,,  wie  leichte  Rechnungen  zeigen.  Dabei  kommt  die  dritte 
bezw.  vierte  Dimension  von  jJf,  bezw.  T^g  zum  Vorschein. 

Ist  die  Fläche  anders  gestaltet,  so  lassen  sich  die  Querschnitte 
nach  Cavalieri  an  die  Gerade  CD  verschieben,  wodurch  nichts  ge- 
ändert wird.  Man  kann  aber  auch  die  wie  in  Figur  188  durch  OY 
getrennten  Teile  gesondert  behandeln  und  dann  addieren  bezw.  die 
Resultate  für  ABCDE  und  ABFDE  in  Figur  189  durch  Sub- 
traktion mit  einander  verbinden. 


Fig.  188. 


Flg.  189. 


E 


^ 


Die  Methode  ist  einfach  und  brauchbar,  wenn  man  die  Flächen 
mit  Hülfe  des  Polarplanimeters  zu  bestimmen  versteht. 

B.  Graphische  Methode  Ton  Mohr  mit  HUlfe  des  Kräfteplans 

und  Kräftepolygons. 

259)  Man  bestimme,  wie  in  Nr.  18  mit  Hülfe  des  Kräfteplans  das 
Kräftepolygon  und  die  Schwerpunktsachse  A^S,  nur  wähle  man  P 
als  den  symmetrisch  teilenden  Punkt  des  Halbkreises  über 


AK==f^f,+f,  +  U  +  ---^U 
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Im  Kräftepolygon  ist  A  Ä^B^C  ^^  A  ABi,  so  dafs  sich  die  In- 
halte wie  die  Quadrate  der  Höhen  über  A^B^  bezw.  AB  verhalten,  die 

gleich   x^  bezw.   ^  f  sind.     Also: 

folglich 

f^x\  =  hA,B^C-f. 

Bei  unendlich  schmalen  Streifen  ist  aber  f^x^  das  Trägheitsmoment 
des    ersten    Streifens    in    Bezug    auf   die    Schwerpunktsachse    A^S. 


Flg.  190. 


Ebenso  ist  es  mit  den  andern  Streifen^  d.  h.  es  ist  das  Trägheits- 
moment der  Fläche  f 

WO  F  die  Fläche  des  Kräftepolygons  ist,  also  gleich  dem 
Produkte  aus  der  gegebenen  Fläche  und  der  Fläche  des 
Kräftepolygons. 

Bemerkung.  Verschiebt  man  die  Schwerpunktsachse  um  e  (parallel 
zu  sich  selbst),  so  wird  nach  Nr.  27 
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T=  T,  +  6V=  Ff+  e^f^f{F+e^\ 

d.  h.   zum  Kraftepolygon  ist  noch  die  Fläche  A^VW  =^  e^  hinzuzu- 
fügen. 

C.  Andere  Methode  TOn  Mohr, 
auf  Benutzung  eines  Hfllfskreises  gestützt. 

260)  Um  das  Trägheitsmoment  und  das  Centrifugahnoment  einer 
Fläche  F  in  Bezug  auf  Achsen  zu  bestimmen,  die  durch  einen  ge- 
gebenen Pol  P  gehen,  benutzt  Mohr  einen  durch  P  gehenden  Kreis 

Fig.  191. 


von  sonst  beliebiger  Lage  und  von  beliebigem  Radius  r.  Von  dem 
bei  A  liegenden  Flächenelemente  f  aus  ist  ein  Polstrahl  AP  bis  zum 
Schnittpunkte  A^  mit  dem  Kreise  zu  ziehen.  Sind  PB  und  PC  die 
Strahlen,  in  Bezug  auf  welche  die  Momente  bestimmt  werden  sollen, 
und  bilden  diese  mit  PA  die  Winkel  9^  und  ^j^,  so  sind,  wenn 
PA  =  z  gesetzt  wird,  die  Abstände  des  Flächenelementes  von  den 
Achsen  gleich  jersin^j^  bezw.  ä?  sin  92-  Multipliziert  man  f  mit  dem 
Produkte  der  Abstände,  so  erhält  man 

f  •  z^  sin  9i  sin  (p^ , 

und  dieser  Ausdruck  wird  als  das  Centrifugalmoment  oder  Deviations- 
moment des  Elementes  f  in  Bezug  auf  die  Achsen  PB  und  PC 
definiert.  Dies  ist  allgemeiner,  als  die  frühere  Definition,  bei  der  es 
sich  nur  um  Achsen  handelte,  die  sich  unter  90^  schneiden. 

Man  verlängere  die  beiden  Achsen  bis  zu  den  Kreispimkten  B^ 
und  Cj,  was  zu  Kreissehnen  -^iJS^  =  2r  sin^^,  A^C^  =  2r  sin 92 
und  ^iCi  =  2r  sin(92  —  9i)  Veranlassung  giebt.  A^  hat  von  der 
letzteren  Sehne  einen  Abstand  e  =  2r  sin^^  siuijPg,  wie  sich  leicht 
aus  der  Figur  ergiebt. 
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Jetzt  liegt  es  nahe^  in  A^  eine  Masse  von  der  Oröfse 

2r 


anzubringen^    denn    deren    statisches    Moment    in    Bezug    auf   C^B^^ 
wird  gleich 


m 


z 
e  =  g- /* 2 r  sin 9)1  sin 9g  =  g^f  sin q>^  sin 9^, 


d.  h.  gleich  dem  Centrifugalmomente  des  Flächenelementes  in  Bezug 
auf  die  zu  B^C^  gehörigen  Achsen  FB  und  PC 

261)  Ist  9)j  =  qp  -|-  90®,  so  erhält  man  das  früher  definierte 
Centrifugalmoment  Mxy  Macht  man  dagegen  9i  =  9P2;  so  dafs  die 
beiden  Achsen  z.  B.  in  FB  zusammenfallen,  so  geht  G^B^  in  die  in  f^ 
berührende  Tangente  über,  und  me  =jf^/*sin9^  sin^),  verwandelt 
sich  in 

me  =  f(z  sing?)*, 

d.  h.  in  das  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  die  Achse  PB. 

Das  hier  definierte  allgemeine  Centrifugalmoment  ent- 
hält also  das  früher  behandelte  und  das  axiale  Trägheits- 
moment als  spezielle  Fälle  in  sich. 

262)  Macht  man  jene  Konstruktion  für  jedes  Flächenelement  /)  so 
erhält  man  für  die  ganze  Fläche  ^^  f  =  F  auf  einem  Kreisbogen 
die  gesamte  Hülfsmasse 


^  2r         2r^  '  2r 


2r' 


8 


Fig.  192. 


WO  Tp  das  polare  Trägheitsmoment  von  F  in  Bezug  auf  den  Pol  P 

imd   Qp    den    zugehörigen    Tiilgheitsradius 
bedeutet. 

Das  statische  Moment  der  ge- 
samten Hülfsmasse  in  Bezug  auf  B^C^ 
ist  dann  gleich  dem  Centrifugal- 
moment von  F  in  Bezug  auf  PB  und 
PC.  Diese  Hülfsmassen  haben  einen  Schwer- 
punkt Ä,  der  als  Trägheitsschwerpunkt 
der  Fläche  F  in  Bezug  auf  den  Pol  P 
(und  den  gewählten  Halbkreis)  bezeichnet 
werden  soll.  In  ihm  denke  man  sich  die 
gesamte  Hülfsmasse  vereinigt. 
Fällt  man  dann  von  St  aus  ein  Lot  auf  JB^Cj  und  multipliziert 

man  dessen  Länge  mit  der  Hülfsmasse,  so  hat  man  wiederum  ein 
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Fig.  198. 


statisches  Moment^  welches  gleich  dem  Gentrifugal-  (bezw. 
Trägheits-)  Moment  Ton  F  ist. 

263)  Eine  kleine  Vereinfachung  wird  für  das  Trägheitsmoment 
noch  dadurch  erzielt^  dafs  man  8t 
mit  dem  Mittelpunkte  M  des  Hülfs- 
kreises verbindet  und  über  StM  als 
Durchmesser  einen  zweiten  Hülfskreis 
zeichnet.  Verbindet  man  dann  den  Be- 
rührungspunkt JBj  der  Tangente  mit  M 
und  verlängert  man  diese  Gerade  bis 
zum  zweiten  Schnitte  F  mit  dem  kleinen 
Hülfskreise,  so  ist  B^F  =  e,  und  man 
hat  nicht  erst  nöthig,  die  Tangenten  zu 
ziehen  und  ein  Lot  zu  fällen.  Ist  also  St 
bestimmt,  so  kann  man  für  jede  beliebige 
Tangente  sofort  den  zugehörigen  Hebelarm  mit  Hülfe  des  Radius  finden. 


264)  Kommt  es  hauptsächlich  darauf  an,  nur  solche  Achsenpaare 
zu  behandeln,  für  die  das  Gentrifugalmoment  verschwindet, 
für  die  also  auch  das  statische  Moment  der  Hülfsachse  gleich  Null 
ist  —  so  dafs  die  Ereissehne  B^C^  durch  8t  gehen  mufs  — ,  so 
braucht  man  sich  vorläufig  nicht  um  das  Vorzeichen  des  Centrifugal- 
momentes  zu  bekümmern.  [Es  ist  für  f  positiv,  wenn  die  von  f  aus 
gefällten  Lothe  auf  derselben  Seite  von  z  liegen,  negativ,  wenn  z 
zwischen  diesen  Loten  liegt.] 

265)  Geht \BiCi  durch  St,  so  bezeichnet  man  PB  und  FC  als 
konjugierte  Achsen.    Zu  jedem  FB  ist  die  konjugierte  Achse  FC 


Fig.  196. 


Fig.  194. 


leicht  zu  konstruieren.     Geht  B^C^  sowohl  durch  Stj  als  auch  durch 
My  so  hat  man  den  besonderen  Fall,  dafs  die  konjugierten  Achsen 
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FB  und  PC  aufeinander  senkrecht  stehen.     Dies  ist  der  früher  be- 
sprochene Fall  der  Hauptträgheitsachseu  für  den  Pol  P. 


^8  ^^  266)  Den  früher  behandelten  Sym- 

metriefallen entspricht  in  allgemeinerer 
Weise  Folgendes:  Läfst  sich  die  Fläche 
so  in  Parallelstreifen  einteilen^  dafs 
die  Schwerpunkte  der  Streifen  auf  einer 
Geraden  liegen^  so  ist  die  Richtung 

der  Mittellinie  PB  konjugiert  zur 

P  Streifenrichtung  PC,  PB  und  PC 

sind  also  ein  Paar  konjugierter  Achsen. 
Das  Centrifugalmoment  wird  nämlich  in  diesem  Falle  gleich  Null, 
weil  zu  jedem  Teilchen  f  ein  andres  f^  gehört,  dessen  Moment  das 
des  ersteren  aufhebt. 


267)    Gelingt   es,   die   beiden   Koordinaten   von  St    zu    be- 
stimmen,  ebenso   das   polare  Trägheitsmoment   Tp  und  mit 

dessen  Hülfe  die  dem  Punkte  Si 

Fq^ 
beizulegende  Hülfsmasse  -^ , 

so  ist  die  Angelegenheit  im 
wesentlichen  erledigt. 

Gnmdsätzlich  ist  die  Aufgabe 
folgendermafsen  zu  lösen: 

Man  bestimmt  die  Trägheits- 
momente auf  irgend  eine  Weise 
für  drei  Achsen  PPi,  PB^  und 
PPg.    Sie  mögen  sein 


a 


^9l>     ^92  7     FQ&7 


so  dafs  sie  sich  verhalten,  wie  Qj^:  Q^i  p,.     Dann  müssen  sich  ^,  e^ 
und  63  ebenso  verhalten,   so  dafs  man  zur  Bestimmung  von  St  hat 

Aus  j  =  ^  ergiebt  sich  die  Richtung  KL^  aus  ^*  =  -*  die  Richtung 


^3 


RQ  zur  Bestimmung  der  Lage  von  St  für  den  gewählten  Hülfskreis. 
Dem  Punkte   St  ist   die  Hülfsmasse  -^  oder,  was  dasselbe  ist^ 


2r 


F-' 


-—-  =  — —  = beizulegen. 
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Ist  durch  die  Form  der  Fläche  ein  konjugiertes  Achsenpaar  als 
selbstyerständlich  bekannt^  so  braucht  man  nur  noch  eins  der  obigen 

Verhältnisse,  z.  B.  —  zu  berechnen,  denn  die  Sehne  des  konjugierten 

.  ^* 
Paares   geht   bereits  durch  St.     Also  ist  nur  noch   die  Berechnung 

zweier  Tnigheitsradien  bezw.  Trägheitsmomente  nötig. 

Kennt  man  dagegen  zwei  konjugierte  Achsenpaare,  so  schneiden 
sich  die  zugehörigen  Sehnen  in  St,  so  dafs  es  jetzt  ausreicht,  Tp  zu 
kennen. 


268)  Die  Mohrsche  Abhandlung  im  33»*«°  Bande  des  Civil- 
Ingenieur  beschäftigt  sich  eingehend  mit  der  möglichsten  Verein- 
fachung des  Verfahrens,  von  dem  hier  nur  der  Grundgedanke  an- 
gegeben werden  sollte.  Dafs  die  Methode  eine  allgemeine  Lösimg 
der  betreffenden  Aufgaben  der  Graphostatik  ermöglicht  und  nach 
Überwindung  der  ersten  Schwierigkeiten  übersichtlicher  erscheint, 
als  die  Gulmannsche  Methode,  kann  zugestanden  werden. 


B.  Modifikation  der  Mohrschen  Methode  durch  Land. 


Fig.  198 


269)  Weil  bei  Mohr  die  Berechnung  der  Koordinaten  der  Kreis 
punkte  JB^^B^yB^  trigonometrische 
Funktionen  nötig  macht  und  auch 
die  Berechnung  der  von  der  Lage 
der  Kreispunkte  abhängigen  sta< 
tischen  Massenmomente  unbequem 
ist,  schlägt  Land  im  34^^  Bande 
des  Civil  -  Ligenieur  folgenden 
Weg  ein, 

Die  Tangente  des  Hülfskreises 
in  P  und  der  zugehörige  Radius 
werden  zu  Koordinatenachsen  ge- 
macht. Das  Flächenelement  f  im 
Punkte  Z  habe  die  Koordinaten  x 
und  y  und  die  Entfernung  PZ=  z 
Tom  Pol.  Der  zu  Z  gehörige  Kreis- 
punkt Z^  habe  die  Koordinaten  Xj^ 
und  y^.    Dann  ist 

a;4=sr8in2g)  =  2rsin9)C0S9  =  2r~  —  =  2r~^, 

ffi  «=  PL  =  r  +  »•  cos  2  9?  =i  r  (1  +  COS  2  9?)  =  2  r  cos-  g?  =  2  r  ^j 

HolstDllller,  Ingeniear- Mathematik.    I.  14 
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In  Z^  ist  die  Masse  m  =  ^  anzubringen,  dann  ist  in  Bezug  auf 
die  Y-Achse  das  statische  Moment  der  Masse  m 

d.  h.  gleich  dem  Gentrifugalmoment  des  Massenteilchens  f  in  Bezug 
auf  beide  Achsen.     Dagegen  ist  in  Bezug  auf  die  F- Achse 

d.  h.  gleich  dem  Trägheitsmoment  des  Teilchens  f  in  Bezug  auf  die 
X-Achse. 

Ebenso  wird ^inXj^=^fxy  und  ^^y^  =»  y,fy^  •     Di®   g®- 

Samte  Hülfsmasse  ist  aber  >  ^  =  —  I^  =  m^,  also  folgt,  wenn  y^ 
und  x^  die  Koordinaten  von  St  sind, 

m^x^=^^fxy  =  M^^, 

Die  Koordinaten  von  St  sind  also 

-SC.«        M^^ 

yt  =  -  =~2r. 

»  p 

270)  Auch  Land  giebt  noch,  weitere  Vereinfachungen  an  und 
baut  die  Theorie  in  eingehender  Weise  aus.  Hier  stehen,  wie  bei  der 
früheren  Behandlungsweise,  die  gewählten  Achsen  wieder  aufeinander 
senkrecht,  was  zwar  weniger  allgemein  ist,  aber  die  Entwickelungen 
wesentlich  erleichtert,  ohne  die  technische  Verwendbarkeit  ein- 
zuschränken. 

Mohr  selbst  äufsert  sich  über  einen  Vorzug  der  yon  ihm  ge- 
schaffenen Methode  folgendermafsen: 

„Man  hat  die  Lehre  von  den  Trägheitsmomenten  als  das  eigentliche 
Gebiet  der  graphischen  Statik  bezeichnet.  Diese  Behauptung  war 
bis  jetzt  kaum  berechtigt,  denn  die  Trägheitsellipse,  mit  welcher  die 
Gulmannsche  graphische  Statik  operiert,  bildet  die  seit  langer  Zeit 
bekannte  Darstellung  einer  auf  analytischem  Wege  abgeleiteten  Formel, 
der  ein  statischer  Sinn  nicht  untergelegt  wird,  dasselbe  gilt  von  den 
früher  bekannt  gewordenen  Darstellungen  (Zeitschr.  des  Hannoverschen 
Architekten-  imd  Ingenieur -Vereins,   Jahrgang  1870,  S.  41 — 63  und 
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Jalirgang  1877,  S.  51 — 62,  ferner  die  Abhandluiig  von  Lodge,  Philo- 
soph, magazine  1886,  S.  453 — 458)  der  Trägheitsmomente  durch  Kreise, 
welche  für  die  praktischen  Anwendungen  unzweifelhaft  bequemer  sind, 
als  die  Ellipsen.  Erst  durch  die  hier  entwickelte  Darstellung  wird  die 
Lehre  von  den  TnLgheitsmomenten  auf  diejehige  von  den  statischen 
Momenten  zurückgeführt  und  dadurch  für  das  Oebiet  der  graphischen 
Statik  gewonnen/^ 

Mohr  fahrt  dann  damit  fort,  seine  Zahlenrechnungen  durch 
graphische  Operationen  zu  ersetzen,  letztere  im  AnschluTs  an  die 
Streckentheorie,  wodurch  er  in  der  That  YereinfSEU^hungen  erzielt. 


Fig.  199. 


E.  Einige  Eigenschaften  und  Anwendungen  der  Cnlmannsehen 

Trftgheiteellipse. 

271)  Geometrische  Vorbemerkung.  In  Fig.  199  ist  $  die  Polare 
Ton  Q,  so  dafs  PQÄB  harmonische  Punkte  sind.    Nach  Pythagoras 

ist  r^^MQ'  MP,  also  Mii  =  ^, 

eine  Beziehung,  die  für  r :»  1  in  die      < 

reciproke  MQ  =  ^^p  übergeht.  Macht 

man  MQi  =  —  MQ  =  —  ^p,  so  hat     ^ 

man  die  entsprechende  ,piegatiye  Ab- 
bildung^, und  wie  Q  der  Pol  zu  q 
heilst,  so  heifst  Q^  der  Antipol  zu  q. 
Ebenso  wie  q  Polare  zu  Q  ist,  ist  q 
Antipolare  zu  Q^.  i 

Hat  Q  die  Koordinaten  x^,  y^,  so 
ist  die  Gleichung  der  Polaren  q  (vgl.  Meth.  Lehrbuch,  II),  voraus- 
gesetzt, dafs  M  Nullpunkt  des  Koordinatensystems  ist, 

[Ist  letzteres  nicht  der  Fall,  sondern  hat  M  die  Koordinaten  p  und  q, 
so  ist  die  Gleichung  von  q 

(x  —p)  (a?o  —p)  +  (y  —  q)  (Vo  —  ?)  =  »•*.] 

Ist  M  Nullpunkt,  so  sind  die  Koordinaten  des  Antipols  x^  =: 
—  Xq  und  yi  =  —  y©  •  -^i®  Gleichung  von  q  lautet  in  diesen  Koor- 
dinaten 

«^1  +  yyx  =  —  ^ 

oder 

^^1  +  yyi  +  ^*  =  0 . 

14* 
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272)  Denkt  man  sich  die  Fig.  199  durch  ParaUelprojektion  auf  eine 
beliebige  Ebene  übertragen^  so  dafs  sich  der  Kreis  in  eine  Ellipse 
verwandelt^  so  bleiben  die  harmonischen  Beziehungen  bestehen,  ebenso 
die   reciproke  Beziehung,   die   Gerade  q   aber   wird   parallel   zu   den 

Tangenten    in   den 
^«  «00.  Endpunkten  Ä  und 

.BdesDurchmessers, 
so  dafs  es  sich  um 
konjugierte  Rich- 
tungen handelt. 

Demnach  sind 
in  Fig.  200  PQÄB 
harmonische  Punk- 
te, die  Parallele  q  zu 
den  Tangenten  in 
Ä  und  B  ist  die 
Polare  von  Q  und 
zugleich  die  Anti- 
polare von  ör  Es  ist  MQ  •  MP  =  MÄ^,  MQ^  •  MF  =  —  MA\  Sind 
femer  x^  und  y^  die  Koordinaten  von  Qy  so  ist  die  Gleichung  von  q 

wo  a  und  b  die  Hauptachsen  der  Ellipse  bedeuten.     Sind  dagegen 
x^  und  yi  die  Koordinaten  von  Q^^  so  hat  die  Antipolare  q  die  Gleichung 

xa^^    ,    yy 


a 


^  +  W  +  i  =  o- 


273)  Aufgabe.    Den  Antipol  einer  Geradeng  zu  bestimmen, 
welche  die  Ellipse  nicht  schneidet. 

Auflösung.  Man  ziehe  (Fig. 
200)  eine  beliebige  Sehne  parallel 
zu  q  und  verbinde  ihren  Halbie- 
rungspimkt  mit  M,  Dies  giebt 
den  konjugierten  Durchmesser 
MP,  Von  P  aus  lege  man  Tan- 
genten an  die  Ellipse.  Die  Ver- 
bindungslinie der  Berührungs- 
punkte giebt  den  Schnittpunkt 
Q,  Man  mache  MQj^  =  MQ, 
dann  ist  Q^  der  AntipoL 

Schneidet    die   Gerade    die 
Ellipse,  so  ist  die  Konstruktion  noch  etwas  einfacher.    (Fig.  201.) 
Es  giebt  noch  zahlreiche  andere  Lösungen. 
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274)  SatB.  Die  Koordinaten  des  Antipols  der  Ordinaten- 
aclise  in  Bezug  auf  die  Centralellipse  einer  Fläche  F  be- 
stimmen sich  mittels  der  Gleichungen 


^1  ~  M 


y 


M. 


Vi 


xy 


M 


y 


Trägheitsmoment 
statisches  Moment 
Centrifugalmoment 
statisches  Moment 


Fig.  20S. 


Beweis.  In  Fig.  202  sei  S  der  Schwerpunkt  der  Fläche  F,  seine 
Koordinaten  seien  q  und  j);  P  sei  der  nach  obiger  Methode  kon- 
struierte Antipol  der  Ordinaten- 
aehse  OF  in  Bezug  auf  die 
Centralellipse.  Die  Hauptachsen 
der  letzteren  bilden  ein  zweites 
Koordinatensystem  £17.  In  diesem 
System  habe  P  die  Koordinaten 
§1  und  ri^y  im  anderen  x^  und  j/^. 
Die  Gleichung  der  Antipolare 
0  Fist  dann  in  ersterem  System 
nach  Obigem 

Setzt  man  |  =  0  und  dann 
ri  =  Oy  so  findet  man  die  Ab- 
schnitte 

ii'  Vi 

Hat  cc  die  aus  Fig.  202  ersichtliche  Bedeutung^  so  ist  mit  Hülfe  der 
Schwerpunktskoordinaten 


SA 


sina' 


SB=  — 


P 


cos  a 


Setzt  man  dies  in  die  Vorigen  Gleichungen  ein,  so  folgen  die  Ko- 
ordinaten des  Antipols  P  als 


a' 


5,  =  -.  sin«,     ^i  =  -cosa. 

Zwischen  den  Koordinaten  x^y  y^,  li  und  rj^^  bestehen  aber  folgende 
Beziehungen: 

^1  =P  +  61  8111«  +  Vi  COS«, 

y^  =  2  +  li  cos  a  —  i^^  sin  a . 
Einsetzung  der  Werte  von  l^  und  ly^  giebt 


214  .   Abschnitt  VII. 

,    a'  sin'  a    ,    b*  cos* « 


yi  =  3  + 


P      ' 

a*  sin  a  cos  a        &'  sin  a  cos  o; 


oder,  wenn  man  gleichnamig  macht  und  a^  —  6*  =  e*  setzt, 

p'  +  a*  sin'a  +  6*  oos'a 
^1—  p  y 

pq  +  c"  sin  a  cos  a 

Pi p 

Multipliziert  man  oben  und  unten  mit  F,  so  wird 

Fp*  +  Fa*  sin*  a  +  Fb*  cos  a 

^1  Fi  ' 

Fpq  +  -^^*  sin  a  cos  a 

yi  = Fp 

Nach  Abschnitt  133)  ist  die  erste  Gleichung  nichts  anderes,  als 
das  eine  im  Satze  Behauptete,  denn  Fa^  sin^  a  +  Fb^  cos^  a  bedeutet 
das  Trägheitsmoment  für  die  durch  Drehung  um  cc  gewonnene  Achse, 
und  p^F  ist  der  Verschiebungsteil,  d.  h. 

ist  das  Trägheitsmoment  der  Fläche  F  in  Bezug  auf  die  Ordinaten- 
achse. 

275)  Ebenso  ist  in  der  zweiten  Gleichung  Fpq  der  Verschiebungs- 
teil des  Gentrifugalmomentes,  wahrend  nach  Nr.  140 

F^  sin  a  cos  a  =  F-  sin  2  «  =  F}} 

das  durch  Drehung  gewonnene  Centrifugalmoment  ist. 

Die  Nenner  in  beiden  Gleichungen  bedeuten  das  statische 
Moment  My,     Es  ist  also  in  der  That 

T  M 

y  xy 

y  y 

Demnach  stimmt  der  Antipol  überein  mit  dem  Angriffs- 
punkte der  Gentrifugalkraft  der  um  die  Ordinatenachse  ge- 
drehten Fläche  F,  ebenso  mit  dem  Angriffspunkte  des  seit- 
lichen Wasserdrucks  gegen  diese  Fläche,  vorausgesetzt, 
dafs  die  Ordinatenachse  Wasserstandslinie  ist,  mit  der 
Schwerpunktsprojektion  des  mittels  einer  durch  OF  gehen- 
den Ebene  abgeschrägten  Gylinders,  und  das  Entsprechende 
gilt  Yon  allen  andern  physikalischen,  mechanischen  und  ste- 
reometrischenProblemen,  die  früher  besprochen  worden  sini 
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Graphisch  lassen  sich  also  die  entsprechenden  Punkte  mit  Hülfe 
der  Gulmannschen  Centralellipse  sehr  leicht  bestimmen. 


276)  Auch  fQr  den  Zusammenhang  zwischen  der  Gulmannschen 
Centralellipse  und  den  übrigen  Gulmannschen  Trägheitsellipsen  ist 
der  Antipol  von  grundlegender  Bedeutung^  wie  sich  aus  den  folgenden 
Betrachtungen  ergiebt. 

Satz.  Die  gemeinschaftlichen  Tangenten  zweier  Gul- 
mannschen Trägheitsellipsen  sind  parallel  zu  ihrer  Centrale. 

Beweis.  Sind  P^  und  P^  die  Mittelpunkte,  und  ist  Fq^  das 
Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  die  Achse  PiP^y  so  hat  man  auf  der 
letzteren  in  P^  bezw.  Pg  ein  Lot  q  zu  errichten  und  durch  seinen 
Endpunkt  eine  Parallele  zu  legen,  die  sowohl  Tangente  der  einen, 
als  auch  der  andern  Trägheitsellipse  wird.  Damit  ist  der  Beweis 
geliefert. 

Dafs  es  sich  nur  um  äufsere  Tangenten  handeln  kann,  ergiebt 
sich  aus  dem  Parallelismus  zur  Centrale  und  erhärtet  sich  gelegentlich 
des  folgenden  Satzes. 

277)  SatB.  Die  Polare  des  Flächenschwerpunktes  in  Bezug 
auf  eine  beliebige  Trägheitsellipse  ist  zugleich  die  Anti- 
polare des  Mittelpunktes  dieser  Ellipse  in  Bezug  auf  die 
Centralellipse. 

Fig.  208. 


Beweis:  In  Fig.  203  ist  die  um  8  gelegte  Centralellipse  und  die 
um  einen  beliebigen  Punkt  0  gelegte  Trägheitsellipse  dargestellt. 
Die  gemeinschaftlichen  Tangenten  sind  nach  Nr.  276  parallel  zu  OS, 
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Die  in  den  Sclinittpunkten  i,  H,  K,  J  dieser  Geraden  mit  den 
Ellipsen  an  die  letzteren  gelegten  Tangenten  sind  sämtlicli  parallel 
(konjugierte  Richtung  zum  Durchmesser  OS).  Die  Gerade  5,  die 
Polare  des  Punktes  S  in  Bezug  auf  die  Ellipse  0,  ist  parallel  zu  den 
Tangenten,  ebenso  die  zu  OS  konjugierten  Halbmesser  OE  und  SG. 
Der  von  diesen  konjugierten  Richtungen  eingeschlossene  spitze  Winkel 
sei  a,  der  senkrechte  Abstand  der  gemeinschaftlichen  Tangenten  vorn 
Durchmesser  OS  also  OE  -  sin a^  während  OH-  sina  der  Abstand  der 
in  H  und  J  berührenden  Tangenten  von  0  ist. 

Das  Trägheitsmoment  der  Fläche  F  für  die  Achse  OE  ist,  wie 
sich  aus  der  Erklänmg  der  Culmannschen  Ellipse  ergiebt, 

Fq^  =  F (OH '  Binay  =  T^, 

das  in  Bezug  auf  die  Achse  SG  genommen  ist  ebenso 

T=FiSE'Smay, 

Nach  dem  Verschiebungssatze  ist  femer 

2;  =  T  +  e^F, 
also  hier 

F'  (OH-  sina)2  =  F'  (SK-  sin«)^  +  F{OS'Smay; 

denn  05-  sin«  ist  die  Verschiebungslänge  von  SG  nach  OE.  Daraus 
folgt 

OH^  =  SK^'\-  OS". 

Nach  den  vorangegangenen  Erläutenmgen  besteht  aber  die  reciproke 
Beziehung 

OH^=OSOP, 
also  folgt 

5fJJ:«+  08"=  OS'  OP, 
so  dafs 

ÄJP=  OS{OP—  0S)=  OS   SP 
ist. 

Daraus  aber  folgt,   dafs   0  der  Antipol  von  s  in  Bezug 
auf  die  Centralellipse  ist. 

Damit  ist  der  Satz  bewiesen.     Zugleich  ergiebt  sich  aus 

OH^  =  SE^+  0S>, 

dafs  0H>  OS  ist.  Der  Schwerpunkt  S  wird  also  von  jeder 
Culmannschen  Trägheitsellipse  umschlossen. 

Bemerkung.     Kennt    man    mehrere    Trägheitsellipsen    und    den 
Schwerpunkt,  so  kann  man  auch  mehrere  (doppelt  so  viel)  Tangenten 
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der   Gentralellipse   zeichnen.     Es    mufs   demnach   eine   ganze   Reihe 
von  Konstruktionsaufgaben  bestehen^  z.  B.: 

278)  Aufgabe.  Die  Trägheitsellipse  einer  Fläche  F  für 
einen  beliebigen  Punkt  0  sei  gegeben,  ebenso  der  Schwer- 
punkt     S      der 

Fläche;  die  Cen-  «g.  204. 

tralellipse  mit 
ihren  Haupt- 
achsen soll  kon- 
struiert werden. 

Auflösung.  Die 
in  Figur  204  um  0 
gelegte  Ellipse  sei 
die  gegebene,  S,  wel- 
ches nach  Obigem 
innerhalb  liegen 
mufs,  sei  der  ge- 
gebene Schwer- 
punkt. Man  ziehe 
08  und  die  beiden 

parallelen  Tangenten,  konstruiere  zu  8  die  Polare  s  und  bestimme 
SK  =  8L  mittels  der  Gleichung  (ygl.  Nr.  277) 

8E}  =  80'P8. 

Legt  man  durch  K  und  L  Parallele  zur  Polare,  so  erhält  man  ein 
Parallelogramm  FGHJ.  Diesem 
ist  die  Hauptellipse  (die  in  den 
Halbierungspunkten  die  Seiten  be- 
rührt) einzubeschreiben,  was  leicht 
zu  bewerkstelligen  ist.  (Vgl. 
Method.  Lehrbuch,  H.) 

Es  wird  nun  behauf)tet,  die 
Hauptachsen  würden  durch 
Halbierung  des  Brennstrahl- 
winkels F-^8F^  und  seines 
Nebenwinkels  der  Lage  nach 
gefunden. 

Beweis.  Bildet  die  beliebige 
Achse  OZ  mit  OF^  den  Winkel  a, 

so  ist  nach  Nr.  133  der  Radius  des  Trägheitsmomentes  in  Bezug  auf 
diese  Achse  zu  bestimmen  aus 

9  9*9  99 

Q   =  Q^  siu  cc  -\-  Q^  cos  a . 


Fig.  805. 


218  AbBchnitt  Vü. 

Für  eine  Parallele  durch  8,  die  von  0  um  l  entfernt  sein  mag,  ist 
demnach 

a  8     •    2         I        8  8  78 

Q  =  pj  sm  a  +  p^  cos  a  —  l , 

000 
oder,  da  q^  —  Pi  =  ^    is*> 

2  2'2|2-2,2  2  78 

Q  =  pj  sm  a  +  e  sm  a  +  Pj  cos  a  —  l 
oder 

Q  «=  Pj  +  e  sin  a  —  l  =  pj  +  (c  sin  a  +  ?)  (c  sin  a  —  l). 
Zieht  man  nun  die  Lote  F^Q  und  F^BVy  so  ist 

F^Q  =  esina  '{'l^    BF^  =  c sin a  —  Z, 
folglich 

Q^  =  h^  +  F,QEF,, 

Sind  nun  ß  und  }/  die  Winkel,  die  Z^  Q  mit  den  Brennstrahlen  p  und  g 
bildet,  so  ist 

BF^  =  gsiny,     F^Q=pBmß, 
also 

p*  =  6^  -{-  |)gr  sin  ß  sin  y 

oder 

?'  =  &'  +  Yi^3  [cos  (/S  —  y)  —  cos  (ß  +  y)]. 

Hier  ist  rechts  alles  konstant,  mit  Ausnahme  der  Differenz  {ß  —  y). 
Ein  Maximum  tritt  also  ein,  wenn  ß  —  y  «=  0,  folglich  ist  die 
Winkelhalbierende  die  Achse  des  Maximalmomentes,  das  Lot  dazu  die 
des  Minimalmomentes. 

Damit  ist  die  Behauptung  bewiesen.  Zugleich  ist  die  Oröfse 
des  Maximalradius  durch 

bestimmt.  Der  Minimalradius  ergiebt  sich  für  ß  —  y  =  180®,  also 
cos(/J  —  y)  ■=  —  1,  so  dafs  man  erhält        ^ 

279)  SatB.  Die  Achsen  der  Ebene,  in  Bezug  auf  die  das 
Trägheitsmoment  einer  Fläche  konstanten  Wert  hat,  um- 
hüllen eine  Schar  confokaler  Kegelschnitte,  deren  Brenn- 
punkte die  beiden  Fixpunkte  sind. 

Beweis.  Nach  Nr.  145  war  in  Bezug  auf  eine  Achse,  die  ron 
den  Fixpunkten  die  Entfernung  ^^  und  P2  hatte,  der  Trägheitsradius  q 
zu  bestimmen  aus  der  Gleichung 

9^  =  qI  +PiPi' 
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Aus  Figur  206  folgt  ferner  ^*»  ^' 

Aufserdem  war  schon  in  Nr.  145  ge- 
zeigt, daüs,  wenn  SC^  =  e  gesetzt  wird, 

also 

|>*  =l>iJP2  +  ^  cos*a. 

Demnach  ist 
Slf^  =  p^p^  +  c*  cos*  a  '\-  e  sin*  a 

folglich   unter  Berücksichtigung   der 
ersten  Gleichung 

SDj  =  p*  —  p*  =  SD\, 

Ist  nun  Q  konstant,  so  ist  auch  8D^  konstant,  d.  h.  KL  liegt 
dann  stets  so,  dafs  die  von  C^  und  C^  aus  darauf  gefällten  Lote  in  die 

Peripherie  des  mit  SB^  =y  p*  —  q\  ^  ^^ 

um  S  geschlagenen  Kreises  fallen. 
Dies  ist  aber  eine  bekannte 
Brennpunktseigenschaft  der  Ellipse 
imd  der  Hyperbel.  Ist  SD^  >  e, 
so  schneidet  KL  die  Gerade 
C^C^  aulserhalb  der  Strecke  C^C^, 
und    es    handelt    sich     imi    eine 

Ellipse.    Dabei  ist  p*  —  qI>  ^^  j 

o  Q  o  a 

d.  h.  p  —  p2  ^  9i  —  9%^  demnach 
handelt  es  sich  um  den  Fall  q>Qi. 
Ist  dagegen  SD^  <  e,  so  schneidet 
die  Gerade  KL  zwischen  C^  und 
Cj,  was  auf  den  Fall  der  Hy- 
perbel fahrt.     Dabei  ist  p<pi. 

Ist  endlich  SD^  =  e,  so  ist 
p  s=  a,  d.  h.  die  Strahlen  geben 
zwei  Büschel  durch  C^  und  (7^, 
welches  gewissermafsen  die  un- 
endlich flache  Ellipse   C^C^  bezw. 

die  unendlich  flache  Hyperbel  (die  von  C^  nach  +  ^^}  ^^^  ^2  ^^^^ 
—  00  geht)  umhüllt. 

Fig.  207    stellt    die  betreflfende  Doppelschar  confokaler  Kegel- 


220  Abschnitt  VU. 

schnitte  dar.     Die  eine  Schar  hat  das  Gesetz  p  -}-  2  ==  C;  di©  andere 
das  Gesetz  p  —  3^  =  ^i  • 

280)  [Dies  ist  eines  der  wichtigsten  isothermischen  Kurvensysteme. 
Nach  Kap.  VIII  der  Einführung  in  die  Theorie  der  isogonalen  Ver- 
wandtschaften wird  die  quadratische  Einteilung  erreicht,  wenn  in 


P  +  9. 


-i(r  +  i)-c 


•  •  • 


2 

die  Werte  von  r  der  geometrischen  Reihe 
folgen,  während  in 

2       =  cos  -9^  =  Cj 

die  ^  der  arithmetischen  Reihe 

0,   ±a,   ±2«,   +3a,  ..• 
folgen.   Das  System  entsteht  mit  Hülfe  der  Abbildung  Z  =  \U  -] — ) 

bezw.  fs  =  Z  -\-y2^  —  1  aus  dem  System  der  concentrischen  Kreise 
und  Radien  der  xf-Ebene,  aber  auch  mit  Hülfe  der  Abbildung  Z=  cos  js 
bezw.  0  =  arc  cos  Z  aus  der  Doppelschar  der  Horizontalen  und  Verti- 
kalen der  jgr-Ebene.   Dabei  ist  zu  beachten,  dafs  cos  ^  =  y  (^'  +  "i;- )  ^^9 

was  den  Zusammenhang  der  beiden  Abbildungsarten  aufklärt. 

Die  so  definierten  elliptischen  Koordinaten  geben  zu  zahlreichen 
geometrischen  und  physikalischen  Betrachtungen  Anlafs.    Interessant 

ist,  dafe  bei  der  Abbildung  Z^\-(e  +  ^)  dem  KreisbÜBchel  durch 

die  Fixpunkte  +  1  in  der  einen  Ebene  wiederum  ein  solches  in  der 
andern  entspricht,  nur  dafs  der  Schnittwinkel  zweier  Individuen  in 
der  einen  jedesmal  doppelt  so  grofs  ist,  wie  in  der  andern.  Ein 
Teü  der  aus  diesen  Dingen  hervorgehenden  Folgerungen  ist  in 
Kapitel  VHI  der  „Einfahrimg''  behandelt.] 

281)  Sats.  Der  geometrische  Ort  aller  Punkte  der  Ebene, 
für  welche  die  Hauptträgheitsachsen  parallel  sind,  ist  eine 
durch  die  Fixpunkte  gehende  gleichseitige  Hyperbel,  deren 
Mittelpunkt  der  Schwerpunkt  ist  und  deren  Asymptoten 
den  beiden  gegebenen  Richtungen  parallel  sind. 

Beweis.  Die  Figur  stelle  die  um  S  gelegte  Gentralellipse  dar. 
Die  Achsen  S  und  rj  sollen  die  gegebene  konstante  Richtung  der 
zu  untersuchenden  Hauptachsen  darstellen.   Die  Winkelhalbierenden  X 
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und  Y  geben  also  die 
Riclitimgen  der  Gleich- 
heitsachsen  an^  die  eben- 
falls für  alle  zu  unter- 
suchenden Punkte  kon- 
stant sind.  Diese  letz- 
teren mögen  mit  der 
Hauptachse  der  Central- 
ellipse  den  Winkel  a  ein- 
schliefsen. 

Ist  nun  P  ein  Punkt 
des  zu  untersuchenden 
Ortes,  so  ist  nach  demVer- 
schiebungssatze  und  dem 
Drehungssatze  in  Bezug 
auf  die  beiden  Koordi- 
naten X  und  y  für  das  TnLg- 
heitsmoment  (ygLNr.  1 33) 


Fig.  208. 


qI = ^2  ^^^^ + p!  ^^^^^ + y^ 


a 


2 


8 


2 


2 


a  2  2|B*2  la 

()    ==  (jg  cos  a  -f-  Pi  8^  a  -j-  X  . 

Da   aber  X  imd   Y  die  Gleichheitsachsen  sind,   so  sind  die  linken 
Seiten,  folglich  auch  die  rechten  Seiten  gleich.     Es  folgt  also 

2  2  2/2  2\  .2/2  2\  2/2  •2\ 

y   —  X   =  cos  a  f pg  —  ^^ j  —  sm  a  \o^  —  Pi )  =  ^   (^^^  ^  —  sm  a) 

oder 

y^  —  a;*  =  e^  cos  2a , 


oder  auch 


x^  —  y^  =  e^  cos  (180«  —  2a). 


Demnach  ist  der  geometrische  Ort  eine  gleichseitige  Hyperbel,  die  durch 
die  Fixpunkte  (7^  und  C^  geht,  weil  deren  Koordinaten  e  cos  a  und  eshxa 
der  Gleichung  y^  —  x^  =  ^  cos*  a  —  e*  sin*  a  genügen.  Ihre  Asymptoten 
aber  haben  die  Richtung  |,  17.     Die  Halbachse  dieser  Hyperbel  ist 

gleich  e  Ycoq  (180«  —  2a) ,  der  Scheitel  liegt  also  auf  der  durch 

r*  =  c*cos(180«  — 2a) 
bestimmten  Lemniskate. 

282)  Das  durch  die  Fixpunkte  gehende  Büschel  gleichseitiger 
Hyperbeln  giebt  die  geometrischen  Orte  für  alle  möglichen  konstanten 
Bichtungen  von  Hauptachsen  an.     Die  Figur  ist  nichts  anderes,  als 
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^8  ^^-  die    Abbildung    der 

nebenstebenden.    mit 
Hülfe   der  Funktion 

Z  =]/j2r,  wobei  C  nach 
den  Fixpunkten  C^ 
und  C^  transformiert 
wird.  Das  Strahlen- 
j^  büschel  durch  Cgiebt 
das  Hyperbelbüschel 
durch  Ci  und  C,, 
der  Fufspunktkreib 
durch  0  und  C 
giebt  die  Lenmiskate 
durch  0,  Cj  und  C,. 

So  haben  denn 

die   Betrachtungen    des   vorigen   Kapitels    neue    Bedeutung    für    die 
graphische  Statik  gefunden. 

F.  Ersatz  der  homogenen  ebenen  Fläche  F  durch 
drei  Massenpunkte  nach  Beye« 

283)  Soll  eine  Fläche  F  in  mechanischer  Hinsicht  durch  drei 
Massenpunkte  m^y  m^y  m^  ersetzt  werden^  z.  B.  bezüglich  der  Drehung 
um  irgend  einen  Punkt  oder  eine  Gerade  der  Ebene^  so  muls  zu- 
nächst sein 

1)  mi  +  Wa  +  ^3  =  -F. 

Werden  hierbei  m^  und  m^  willkürlich  gewählt^  so  ist  die  dritte  Masse 

durch   mj  =  -F  —  (m^  -\-  m^)    bestimmt. 
Flg.  «10.  Damit    z.  B.  auch    die    Centrifiigal- 

kräfte   übereinstimmen^   müssen   die   sta- 
m,  tischen    Momente    der   Fläche    und    des 

Punktsystems  in  Bezug  auf  willkürliche 
Koordinatenachsen  identisch  sein^  so  dafs 
auch  die  Schwerpunkte  zusammenfallen. 
Um  die  Gleichungen  möglichst  einfach 
zu  machen,  kann  man  die  Gerade  m,  m^  zur 
jTj        '  "  Y"- Achse  machen,  das  vom  Schwerpunkte  S 

,.^^  auf  diese  Gei*ade  gefällte  Lot  zur  X-Achse. 

Dann  mufs  in  Bezug  auf  die  F- Achse  sein 

n^x^  +  m^x^  +  m^x^^  Fx^, 


ifn 


t-ff^. 


yi 


x,-p 


•»i 


oder,  da  a;,  =  j;,  =  0, 
2) 


m^  Xi  =  Fx  =  Fp. 
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In  Bezug  auf  die  X-Achse  mufs  sein 

3)  %  yi  +  tw^  y,  +  tnj,  y,  =  F.  y,  =  -F.  0  =  0. 

Damit  auch  die  Trägheitsmomente  übereinstimmen^  so  mufs  fQr  die 
gewählten  Koordinatenachsen  sein 

w,  xl  +m^xl+  m^  x]  —  T 

oder,  da  a;^  =  0  =  o;,  ist, 

4)  m,z\^T^, 
und 

5)  ^1  y!  +  ^tvl  +  »»8  vi  =  ^,- 

Endlich  ist  noch  Übereinstimmung  der  Centrifugalmomente  erforderlich, 
d.  h.  es  muls  sein 

»H  ^1  yi  +  »»«  ^  %  +  »S  a:,  y,  =  Jf,y, 
oder  ein£Etcher 

6)  wi  ^  yi  —  Jtf  y- 

Da  die  Anzahl  der  Unbekannten  ^i;  ^^  ^3^  ^i^  yi;  oc^,  tfi,  x^y  y,  gröfser  ist, 
als  die  der  Gleichungen,  so  kann  man  die  Gröfse  und  Lage  der  drei 
Massenpunkte  nicht  durch  Rechnung  bestimmen,  sondern  man  darf 
drei  Elemente  willkürlich  wählen  und  die  übrigen  sechs  berechnen. 
An  Stelle  der  Rechnung  aber  können  geometrische  Beziehungen  treten, 
wie  sie  aus  der  Lehre  vom  geometrischen  Orte  bekannt  sind. 

Zunächst  ergiebt  sich  Folgendes:  Aus  Gleichung  2)  und  4)  folgt 
durch  Division 

Ty  Trägheitsmoment 

^        pF        statisches  Moment' 

aus  6)  und  2)  folgt 

^xy         ^xy        Centrifttgalmoment 
^^         m^x^         pF         statisches  Moment 

Nach  Nr.  274  ist  demnach  m^  der  Antipol  der  Koordinatenachsen  in 
Bezug  auf  die  Centralellipse  der  Fläche.  Ist  diese  bekannt,  so  kann 
also  die  Lage  von  %  nach  Nr.  273  leicht  konstruiert  werden,  sobald 
nur  tn^  imd  m^  festgelegt  sind. 

Was  Ton  der  Geraden  m^  m^  gilt,  gilt  auch  von  den  Geraden 
tn^  m^  und  m^  m^.    Also: 

Die  drei  Massenpunkte  müssen  so  liegen,  dafs  jeder  von  ihnen 
der  Antipol  für  die  Verbindungslinie  der  beiden  andern  in  Bezug 
auf  die  Centralellipse  von  I  ist. 
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Angenommen^  diese  Aufgabe  wäre  gelöst^  dann  findet  sich  die 
Gröfse  der  Massen  aus  den  Grieichungen 

Wi  =  ^,  w, +  m8  =  F— Wi,    w^yg  +  mj^j^  — Wi^i. 

Damit  würde  die  Aufgabe  überhaupt  erledigt  sein. 


284)  Um  weitere  Gesichtspimkte  aufzufinden^  denke  man  sich  die 
Massen  m^,  m^  und  m^  der  Gröfse  nach  willkürlich  gegeben  und  nach 
Art  der  Figur  211  die  Centralellipse  in  das  System  eingezeichnet,  wo- 
bei zimächst  nur  darauf  Rücksicht  zu  nehmen  ist,  dafs  x^  als  Antipol 
der  Koordinatenachsen  erscheint. 

In  Nr.  274  war  nun 


ft'  cos'  a 


also 


P 


o*sin"a    ,     ft^cos'a 


p         ^  ^        i>«        ^        jp*       ' 


oder,  da  nach  Gleichung  2) 


^  =  -^,    also    ^_l=^-l=^l=:i?!i 


tn. 


m^ 


ist, 


F — »ij       a^sin*«    ,    6*co8*a 

"^ — :;f — I — ;;! — 


m. 


Dort  war  femer 


a' 


so  dafs  man  hat 


F^m 


m. 


Demnach  ist  der  geo- 
metrische Ort  von  Wi  eine 
Ellipse  mit  dem  Mittelpunkt-e 
S,  die  der  Centralellipse 
ähnlich  ist  und  ähnlich  zu  ihr  liegt.    Ihre  Achsen  sind  von  der  Länge 


(h 


=■»1^.  ».-»1/2 


»4 


Ebenso  ist  es  mit  den  andern  Massenpunkten.     Also: 
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Denkt  man  sich  m^,  m^  (und  dadurch  m^)  der  Gröfse 
nach  gewählt,  so  sind  die  drei  Punkte  in  ihrer  Lage  auf 
drei  Ellipsen  mit  dem  Mittelpunkte  S  beschränkt,  die  ähn- 
lich und  ähnlich  liegend  zur  Centralellipse  sind  und  folgende 
Gleichungen  haben: 

I        ,9 


o«         6*  »'» 


3 


285)  Einen  von  den  Punkten  darf  man  auf  der  ihm  entsprechenden 
Mllipse  willkürlich  legen.  Die  Lage  der  andern  ergiebt  sich  dann 
aus  Folgendem: 

Es  wird  sich  zeigen,  dafs  das  von  den  Punkten  gebildete  Dreieck 
einen  konstanten  Inhalt  haben  mufs. 

Nach  Gleichung  1)  und  5)  ist  nämlich 

tW^    +    Wg    =    F—    »Wj, 

^iVl  +  ^fiVl  =  ^x  —  ^iVl  > 
fbiglich  durch  Multiplikation 

^Ivl  +  ^^^äWs  (vi  +  vi)  +  ^t^lvl  =  T^{F  -  m,)  —  F^,yJ  +  rn^yl . 
Da  nach  Gleichung  3) 

und  durch  Quadrierung 

ist,  80  ergiebt  sich  durch  Subtraktion 

^2^^8  (^2  —  2^22/8  +  vi)  =  T^{F-  mj  —  Fm^y\ . 
Multipliziert  man  beiderseits  mit  m^x^ ,  so  folgt 

m^m^m^  (y^  —  ^3)'  x^  =^  (F  —  mj  m^a^'T  -^  Fmlxlyl . 
Nun  ist  der  Inhalt  des  von  den  drei  Punkten  gebildeten  Dreiecks 

folglich 

AJ^m^m^m^  =  A.\{y^  —  y^Y  xlm^m^m^ 

=  (F-  m, )  fn^xl T^  -  Fm\x\y\ . 

HolcmQller,  Ingenieur -Mathematik.    I.  16 
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Da  nach  Gleichung  6) 

und,  wenn  T    das  Trägheitsmoment  von  F  in  Bezug  auf  die   senk- 
rechte Schwerpunktsachse  bedeutet, 

m,x]  =  T^  =  T  +  Fp' 
ist,  so  folgt 

ij'm^m^m,  =  {F  -  m^)  (T  +  Fp')  T  -  FJH"^^ 
oder 

4^'m^m,m^  =  FTT^  -  FJÜ^^  +  T  [l'p'  -  m,  (T  +  Fp')] . 

Setzt   man    wieder    rn^x\  =  .Py    und    m^  (T  +  -P!?^^)  =  *^*i^i    ein, 
so  wird  der  dritte  Posten  gleich  Null,  und  es  bleibt  stehen 

4z/V,m,m,  =  FIt  T  —  M^  )  , 

128  \*a:  xyj  ^ 


woraus  folgt 


Jr  s     X  xy 


Nach  dem  Yerschiebungssatze  für  das  Centrifagalmoment  ist  dieses 
für  die  X-Achse  und  die  durch  8  gelegte  Senkrechte  ebenso  grofs, 
wie  M    ,  so  dafs  man  schreiben  kann 

xy  f 


M    =M 

X9  xy 

Nach  Nr.  152  ist  dann 


ri  mm  _2x2  ^2 

oder 


Jtf  *  =T  T  —  arVF' 

X»  X      s 


T  T  —M^  =  a'b'F*. 

X       8  X3 


Dies  in  die  obige  Gleichung  eingesetzt  giebt 

F  ' 


so  dafs 


2    r    »ij  w,  f». 


Damit  ist  nachgewiesen,  dafs  das  ron  den  Massenpunkten 
gebildete  Dreieck  nicht  von  der  Lage  der  Punkte  auf 
den  drei  Ellipsen  abhängig  ist,  sondern  einen  konstanten 
Inhalt  hat.  Hat  man  eins  von  diesen  Dreiecken,  so  kann  man 
unendlich  viele  andere  leicht  konstruieren.  Sind  nämlich  r^,  r^,  r^  die 
Radien  von  drei  concentrischen  Kreisen,  auf  deren  Umfangen  die  Ecken 
eines    Dreiecks   ABC  liegen,    so    berührt  jede    Seite    einen   concen- 
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Fig.  SIS. 


trischen  Kreis  a,  /},  y.  Beginnt 
man  das  Tangentenziehen  an  einer 
andern  Stelle  Ä^  des  ersten  Kreises, 
so  schliefst  die  Figur  stets  und 
erhält  konstanten  Inhalt. 

Durch  Parallelprojektion  ent- 
steht eine  Figur  aus  con- 
centrischen  und  ähnlichen  Ellipsen. 
Auch  bei  diesen  schliefst  die 
Tangentenkonstruktion  stets  und 
giebt  ebenfalls  flächengleiche  Drei- 
ecke. Daraus  ergeben  sich  un- 
endlich viele  mögliche  Lagen  der 
drei  Punkte. 


286)  Aufigabe.     Eine  Fläche  F  durch    drei    mit   gleicher 
Masse  belegte  Punkte  zu  ersetzen. 

F 

Auflösung.    Jede  der  Massen  ist  gleich  —  zu  setzen. 

Die    drei    oben    besprochenen    Ellipsen    fallen    in    eine    einzige 
zusammen  y  deren  Gleichung  wird 

F 
F  — 


a 


F 
3 


oder 


£• 


+ 


(aV2y^{bV2) 


=  1. 


Ihre  Achsen    sind  also   das  1/2 -fache  von  den  Achsen  der  Central- 
eUipse. 

Das  von  den  drei  Massenpunkten  gebildete  Dreieck  erhält  den 
hihalt 

.         ah  -  /F^        Sah    / 
27 

Dies  ist  aber^  wie  leicht  gezeigt  werden  kann,  der  Inhalt  der 
gröfsten  Dreiecke,  die  sich  überhaupt  einer  Ellipse  einbeschreiben 
lassen. 

Das  gröfste  aller  Dreiecke,  die  dem  Kreise  einbeschrieben  werden 
können,  ist,  wie  leicht  bewiesen  werden  kann,  das  gleichseitige.    Sein 

Inhalt  ist    ¥/3: 

Er  verhält  sich  zum  Kreisinhalte,  wie 

lo* 
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-r-Vo  :  r^jc    oder  wie     -^  -  :  1. 

4    ^  4« 


Alle  diese  Dreiecke  sind  einem  Kreise  vom  Radius  —  umbeschrieben. 

Durch  Parallelprojektion  folgt,  dafs  dasselbe  Verhältnis  zwischen 
den  gröfsten  Dreiecken  der  Ellipse  imd  ihrem  Inhalte  stattfindet, 
dafs  also 


^  :  a,o,n  =  —~ —  :  1 , 


also 

ist.     Hier  aber  war 

also 

es  ist  also 


J  = 


a,  2^1 8  yT 


a,  =  ay2,    ?>i  =  ?>/2, 
öi&i  =  2ahy 


z/  =  Art6l/3. 


1)\J 


Damit  ist  die  obige  Behauptung  bewiesen.     Alle  diese  Dreiecke  sind 
aber   einer   ähnlichen  Ellipse  halben  Ma&stabes   umbeschrieben. 

In  Fig.  213  sei  die  mittlere 
*'ig  218  Ellipse  die  Centralellipse  der 

Fläche  F  mit  den  Halb- 
achsen a  und  6;  die  gröfste 
Ellipse  habe  die  Halbachsen 

aV'2'und  6/2",  die  kleinste 

die  Halbachsen  ay^^     und 

fe)/—-      Um     die     kleinste 

Ellipse  lassen  sich  unend- 
lich viele  Tangentendreiecke 
legen,  die  ihre  Ecken  auf 
der  gröfsten  Ellipse  haben. 
Bringt   man    in  den  Ecken 

eines   beliebigen   dieser  Dreiecke   Massen   von   der    Gröfse    -  an,   so 
können  diese  Massen  die  Fläche  F  in  mechanischer  Hinsicht  ersetzen. 


aV'i 


287 j  Der  Hauptvorteil  der  Reyeschen  Methode  beruht  darin, 
dafs  man  die  statischen  imd  die  Trägheitsmomente  einer  Figur  für 
beliebige  Achsen  sofort  hinschreiben  kann,  sobald  man  eins  der 
Punktdreiecke  kennt.     Sind  nämlich  x^^  x^,  x^  die  Entfernungen  der 
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Punkte  von  der  Achse,  so  ist  das  gesuchte  Tj  =  w^ajj -|- w^xJ  +  mgO;*, 
dagegen  ist  M  =  m^Xj^  -f-  m^x^  +  Wj^Ps,  also  z.  B. 


T^        m,r?  +  mA  +  -s-l 


M. 


Dasselbe  kann  in  Bezug  auf  jede  Senkrechte  zu  jener  Achse  gemacht 
werden,  wodurch  man  Ty  erhält,  so  dafs  man  auch  Tp  ableiten  kann. 
Femer   wird  M^y  ==  m^x^^y^  -i"  ^^Vi  +  ^'»^»y»?   woraus   sich   z.  B. 


und 


entwickeln  läfst. 


Endlich  lassen  sich  durch  Parallelprojektion  (CoUineation)  Schlüsse 
auf  andere  Figuren  ziehen.  Kennt  man  die  Centralellipse,  so  sind 
auch  die  beiden  andern  Ellipsen  bekannt  und  alle  Berechnimgen 
kommen  auf  die  eines  Punktdreiecks  hinaus. 

Einige  Beispiele  werden  dies  erläutern. 

288)  Das  Dreieck.    Sollen  die  Punkte  gleiche  Massen    -  haben, 

so    mufs   für   den   Fall,    dafs    die  Verbindungslinie   7n^m^   der  Basis 
parallel  sein  soll,  SÄ  :  SB  =1:2 


sein. 

3 


Es  folgt  also 

y*+öy'+ö(2y)'=^  =  -,«- 


Fig.  214. 


36 


18 


oder 


also 


2i/  = 


18 


3' 


Fig.  215. 


d.  h.   der  untere  Punkt  fällt  in  die  Gnmdlinie,   die  beiden  andern  in 

die  Verbindungslinie    der  Halbierimgspunkte.     Für    das  gleichseitige 

Dreieck   also    ist  das  Fufs- 

punktdreieck  der  Hohen,  für 

jedes  beliebige  Dreieck  durch 

Parallelprojektion   das  Fufs- 

punktdreieck  der  Mittellinien 

eins  der  gesuchten.   Von  der 

äiifeeren    Ellipse    hat    man, 

da  SG=GB,  SH=SE, 

SJ=:SF  sein  mufs,  sechs 

Punkte.    Diese  Ellipse  aber 

ist    identisch    mit     der     in 

X>,  E,  F  berührenden.     Dies  konnte  auch  durch  Projektion  aus  dem 

Falle  des  gleichseitigen  Dreiecks  geschlossen  werden,  wo  es  sich  um 
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den  In-Kreis  handelt.     Die  Verkleinerung  auf  y^  und  y   des   Mafs 

Stabes   giebt   die  Gentralellipse   und   die   einbeschriebene  Ellipse  für 
sämtliche  möglichen  Punktdreiecke.    Die  Richtungen  der  Hauptachsen 

sind    mit    Hülfe    eines 
^8  *^*  Kreises   um  S,   der   in 

symmetrisch  liegenden 
Pimkten  schneidet,  be- 
quem zu  bestimmen. 

289)DasRechteck. 
Die  Ellipse  der  Punkt- 
dreiecke  für  gleiche 
Massen  hat  die  Mittel- 
linien zur  Symmetrie- 
achse. Demnach  müssen 
zwei  der  Dreiecke  sym- 
metrisch, wie  WjL,  m^,  fn^  liegen,  wobei  SB  ==  2 AS  sein  mufs.  Es 
folgt  für  die  X-Achse 

^'  =  ~3  y'  +  3  y  +  3  ^  .=  l2=-u> 
also 


12' 


2)/2 


Für  die  y- Achse  folgt 


T,  =  f  :r»  +  f :.»  +  f  (2a.)«  =  2Fa-  =  ^  =  ^'' 


3 


also 


daher 


3 


^*  =  -— 

^  24' 


12 


12 


X 


b  _ 

2"|/6  ' 


2x  = 


y24         2y6'  ]/6 

Durch  Symmetrie   gegen   die   beiden  Achsen   findet   man   drei   neue 
Punkte  der  Ellipse,  die  also  bestimmt  ist.     Die  eine  Halbachse   ist 

a,  ==  2a;  =  -—r.,  die  andere  bestimmt  sich,  wenn  man  Vorkenntnisse 

nicht  voraussetzt,  aus  dem  Punkte  m^,  dessen  Koordinaten  der  Ellipsen- 
gleichung genügen  müssen,  also  aus 


Vl/24/  WsJ    _. 

2 T'^Ti —        ^ 


oder 
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oder 


also 


Sb 


6 


Die  Halbachsen   Terhalten   sich  also  wie  b  und  h,  was  nach 
Nr.  135  selbstyerständlich  war. 

Fig.  817. 

290)  Für  das 
Parallelogramm  er- 
geben sich  die  drei 
Ellipsen  durch  Pa- 
rallelprojektion der 
Figur  216.  Ihre 
konjugierten  Halb- 
achsen     bestimmen 

sich  als  — -.  und  -^-• 
ye  l/6 

drei  Ellipsen    sind    ähnlich    der    einbeschriebenen   Hauptellipse    des 

Parallelogramms. 


Eins  der  Punktdreiecke  ist  eingezeichnet.    Die 


291)  Kreis.     Aus 
^'  a  I  -^  2  I  ^ns       ^  TP  2       ^*^      ^^* 


Fig.  818. 


folgt 

Aus 

folgt 


8  ^  o    .    F  ,^    .o        Fr« 


Die  drei  Punkte  bilden  einen  Kreis  mit 

Radius  a^  =  r  y—  •    Die  beiden  andern  Kreise  sind  leicht  einzuzeichnen. 

292)  Ellipse.  Durch  Projektion  folgt  aus  dem  Vorigen  SÄ  =  ayl , 

für  wij  folgt  der  Abstand  a  y]  ,  für  m^  und  Wg  der  Abstand  +  h  yl  • 
Nun  mufs  m^  der  Ellipsengleichung  genügen,  d.  h.  es  mufs  sein 


(.1)* ,  (^nr  _ . 


("Vi) 
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Pig.  219. 


d.  h. 


oder 


3^ 


s 

4 


Es  folgt  6i  =  6|/| .    Diebeiden 

Ellipsen  sind  also  ähnlich^  die 
andern  Ellipsen  sind  leicht  ein- 
zuzeichnen. 

In  ähnlicher  Weise  kann  man  mit  andern  Gestalten  fortfahren. 
Zahlreiche  weitere  Beispiele  lassen  sich  aus  den  früheren  Resul- 
taten entnehmen.  Im  übrigen  sei  auf  die  Reyeschen  Abhandlungen 
in  der  Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik,  Band  10,  Seite  433 
.und  in  der  Zeitschrift  deutscher  Ingenieure,  Band  19,  Seite  401  ver- 
wiesen. Hier  handelte  ^s  sich  nur  darum,  die  Möglichkeit  des  Er- 
satzes durch  drei  Punkte  nachzuweisen. 

293)  Schlufsbemerkung  zu  den  graphischen  Methoden. 
Von  den  graphischen  Methoden,  deren  Wichtigkeit  in  höherem  Grade 
auf  dem  Gebiete  des  Bauwesens,  als  auf  dem  des  Maschinenhaues  liegt, 
ist  bisher  noch  keine  zur  unbestrittenen  Alleinherrschaft  gelangt. 
Aus  diesem  Grunde  mufsten  die  bekannter  gewordenen  hier  sämtlich 
zur  Sprache  kommen.  Welche  von  ihnen  sich  einen  dauernden  Platz 
auf  dem  Unterrichtsgebiete  und  in  der  Praxis  sichern  wird,  das  mufs 
die  Zukunft  lehren.  Wie  auf  andern  mathematischen  Gebieten,  so 
scheint  es  auch  hier  das  Richtige  zu  sein,  jede  Methode  an  der 
Stelle  anzuwenden,  wo  gerade  sie  am  schnellsten  und  einfachsten 
zum  Ziele  führt.  Es  gab  eine  Zeit,  wo  die  graphische  Statik  etwas 
überschätzt  wurde.  Uns  sind  hervorragende  Lehrer  des  Maschinen- 
baues bekannt,  die  sie  so  zu  sagen  gar  nicht  anwenden.  Eine  Reihe 
von  Errungenschaften  der  graphischen  Statik  ist  zwar  von  hohem 
theoretischen,  aber  von  geringerem  praktischen  Werte.  Einen  Vorzug 
besitzt  sie:  anschaulicher  zu  sein,  als  der  abstrakte  Funktionsbegriff 
oder  die  Integralformel.  Wo  es  sich  nicht  um  aUzugrofse  Genauigkeit 
handelt,  imd  wo  Übimg  im  Gebrauche  des  Polarplanimeters  und 
sonstiger  mechanischer  Integratoren*)  vorhanden  ist,  scheint  sie  am 
ersten  am  Platze  zu  sein.  Der  Blick  dafür,  welche  besondere  Methode 
in  den  einzelnen  Fällen  am  besten  zu  gebrauchen  ist,  schärft  sich 
durch  den  praktischen  Gebrauch.  An  eine  vollständige  Verdrängung 
der  rechnenden  Methoden  ist  nicht  zu  denken. 

*)  Das  sonst  gebräuchliche  Wort  „Integraph"  ist  als  sprachliche  Mifsbildung 
zu  vermeiden,  da  integer  und  ypaqpoo  in  der  Zusammensetzung  etwas  ganz  anderes 
ergeben  würden. 
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Schwerpunkte  nnd  statische  Momente 

homogener  Körper. 


294)  Bei  den  Flächen  zerfielen  die  Momente  jeder  Ordnung  in 
zwei  Gruppen,  polare  und  axiale  Momente.  Bei  den  Körpern  dagegen 
sind  drei  Gruppen  zu  unterscheiden,  denn  je  nachdem  die  Abstände 
der  Körperteilchen  auf  einen  Punkt  oder  Pol,  auf  eine  geradlinige 
Achse,  auf  eine  Ebene  bezogen  werden,  handelt  es  sich  um  polare, 
aiiale  und  Plan-Momente. 

Am  Beispiele  der  Halbkugel  mögen  die  entsprechenden  Momente 
erster  Ordnung  erläutert  werden. 

Teilt  man  die  Wölbung  mittelst  zweier  Scharen  von  Meridianen 
und  Parallelkreisen  in  kleine  „Quadrate"  ein  und  verbindet  man 
deren  Eckpunkte  mit  dem  Kugelmittelpunkte,  so  ist  die  Halbkugel 
in   ein    System    von    Pyramiden    eingeteilt.      Der    Schwerpunkt  jeder 

Pyramide  hat  von  dem  Mittelpunkte  die  Entfernung  ^r.     Demnach 
ist  |r  der  mittlere  Abstand  aller  Punkte  der  Halbkugel  vom 

Kugelmittelpunkte,  und  ^r«  jr^x=    --  ist  das  Polarmoment 

erster  Ordnung  in  Bezug  auf  den  Mittelpunkt. 

Teilt  man,  wie  es  in  Fig.  54  angedeutet  ist,  die  Halbkugel  in 
unendlich  viele  Meridiankeile  ein,  so  liegen  die  Schwerpunkte  derselben 

nach  Nr.  50)   auf  einem  KJreise   vom  Radius  —  r.     Demnach  ist 

3  3f 

■Tzr  der  mittlere  Abstand  der  Halbkugelpunkte  von  dem  als 
Achse  gewählten  Durchmesser,  und  -777  r  •  ~  t'ä  = -q-   ist  das 

"  '  16  5»  ö 

Axialmoment  erster  Ordnung  in  Bezug  auf  diese  Achse. 
Der  Schwerpunkt  der  Halbkugel  liegt  in  der  Entfernung  ^  r  von 

der  Grundfläche.     Demnach   ist    ^r  der   mittlere  Abstand  der 

Halbkugelpunkte   von   der  Grundfläche  und  ^  r  •  j  r^TC  = -^ 
ist  das  Planmoment  erster  Ordnung  in  Bezug  auf  jene  Ebene. 
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Ist  eine  Unterscheidung  nötig,  so  kann  das  Polarmoment  mit 
Mpy  das  Axialmoment  mit  Ma,  das  Planmoment,  weil  es  auf  eine 
Fläche  bezogen  ist,  mit  Mf  bezeichnet  werden. 

Das  vorliegende  Kapitel  beschäftigt  sich  nur  mit  den  Momenten 
erster  Ordnung,  und  zwar  besonders  mit  den  Planmomenten,  die 
mit  der  Lehre  vom  Schwerpunkt  zusammenhängen.  Die  Momente 
zweiter  Ordnung  kommen  im  nächsten  Abschnitte  zur  Sprache. 

295)  Der  Schwerpunkt  eines  Systems  homogener  Massen- 
punkte. 

In  der  Mechanik  wird  der  Schwerpunkt  definiert  als  der  Angriffs- 
punkt   eines   Systems   paralleler   Kräfte,    wobei   die   Richtung 


! 


dieser  firäfte  gleichgültig  ist.  Angenommen  wird,  dafs  in  den  einzelnen 
Punkten  gleichviel  Masse  angebracht  sei,  dafs  alle  Punkte  gleich 
schwer  seien.  Dann  läfst  sich  beweisen,  dafs  der  Schwerpunkt 
der  Punkt  mittleren  Abstandes  von  jeder  beliebigen  Ebene  ist. 

Beweis:  Man  denke  sich  die  gegebenen  Massenpunkte  A,  JB,  C,  D 
durch  die  Lote  ^i,  ^2,^3,^4  mit  der  gegebenen  Ebene  PQRS  starr 
verbunden,  die  Ebene  denke  man  sich  senkrecht  auf  eine  andere  ge- 
stellt und  die  in  jedem  Punkte  wirkende  Schwerkraft  als  die  Kraft- 
einheit angenommen. 

Der  Hebelarm  jeder  Kraft  in  Bezug  auf  die  Achse  PQj  um 
die  sich  die  belastete  Ebene  mit  den  Punkten  drehen  will,  wird 
gefunden,  indem  man  von  ihr  aus  auf  jede  Kraftlinie  ein  Lot  fallt. 
Diese  Lote  erhalten  die  Längen  der  Abstände  ^u^f^j^i-  Di^  stati- 
schen Momente  werden  e^  •  1,  %  •  1,  Cg  •  1  und  e^-l.    Denkt  man  sich 
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im  Schwerpunkte  Ä^,  dem  Angriffspunkte  der  Resultante,  die  Kraft  4 
angebracht,  und  ist  c,  die  Entfernung  des  Schwerpunktes  von  der 
Ebene,  so  ist  das  statische  Moment  der  Resultante  gleich  eg  •  4.  Dieses 
Moment  muTs  gleich  der  Summe  der  Einzelmomente  sein,  also  wird 

4e,  =  6^  -j-6ij  +  Cg  +  e^ 
und  daher 

e,  —  ^ 

Ebenso  wird  für  den  Schwerpunkt  von  n  Punkten  gefunden 

«i  +  «1  +  «8  H h  «« 

e  = . 

'  n 

Der  Schwerpunkt  ist  also  der  Punkt  mittleren  Abstandes 
von  jeder  beliebigen  Ebene. 

296)  Bekanntlich  kann  er  folgendermafsen  gefunden  werden: 
Man  halbiere  AB,  verbinde  den  Halbierungspunkt  8^  mit  C  und 

schneide  von  der  Verbindungslinie  den  dritten  Teil  ÄgSj  ab.  Man 
verbinde  S^  mit  D  und  schneide  auf  S^D  den  vierten  Teil  S^S^  ab, 
dann  ist  S^^  der  Schwerpunkt  der  vier  Massenpunkte  u.  s.  w. 

Beweis:  Die  Kräfte  in  A  und  B  kann  man  ersetzen  durch  die 
in  S^  wirkende  Resultante  2.  Am  Hebel  S^C  wirkt  in  S^  die  Kraft  2, 
in  C  die  Kraft  1,  beide  können  ersetzt  werden  durch  die  in  8^ 
wirkende  Resultante  3.  Am  Hebel  8qD  wirkt  in  8^  die  Kraft  3,  in 
D  die  Kraft  1,  beide  können  ersetzt  werden  durch  die  in  8^  wirkende 
Resultante  4  u.  s.  w. 

297)  Bemerkungen.  Diese  Konstruktion  ist  erstens  unab- 
hängig von  der  Richtung  der  Parallelkräfte,  der  obige  Satz 
gilt  also  von  jeder  beliebigen  Ebene.  Zweitens  ist  sie  unab- 
hängig von  der  Reihenfolge  der  Punkte.  Man  kann  daraus 
geometrische  Schlüsse  ziehen. 

Für  drei  Punkte  folgt,  dafs  die  drei  Mittellinien  des  Dreiecks 
einander  in  einem  Punkte  schneiden,  der  von  jeder  den  dritten  Teil 
abschneidet. 

Für  vier  Punkte  folgt,  dafs  die  vier  Mittellinien  des  Tetraeders  sich 
in  einem  Punkte  schneiden,  der  von  jeder  den  vierten  Teil  abschneidet. 

Diese  Art,  geometrische  Sätze  mit  Hülfe  der  Lehre  vom  Schwer- 
punkte zu  finden,  bezeichnet  man  als  den  barycentrischen  Kalkül. 
Im  Methodischen  Lehrbuche,  Band  H,  sind  z.  B.  die  Sätze  von  Ceva 
und  Menelaos  so  bewiesen  worden.  Die  Formel  für  e,  wird  dort 
in  der  Koordinatenlehre  abgeleitet.  Die  Guldinschen  Regeln,  die 
Satze  über  abgeschrägte  Prismen  und  über  die  Schwerpunkte  von 
Drehungskörpem  bezw.  ihrer  Sektoren,  gehören  hierher. 
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298)  Dafs  der   so  gefundene  Schwerpunkt  der  Punkt  mittleren 
Abstandes  ist,  läfst  sich  auch  rein  geometrisch  beweisen. 

Gteometrisoher   Beweis.      In  Fig.  1   ist  das  Lot    SiiSi=-^-y— 

als    mittlere   Höhe    des    Trapezes   ÄiÄBB^,      Das    dortige    Trapez 
C|  CSj  Si  ist  in  Fig.  2  besonders  gezeichnet  und  durch  Ä,  die  Parallele 

KL   zur    Grundlinie    gelegt.       Wegen    des 
Fig.  221.  Teilungsverhältnisses  1  :  2  der  Linie  S^  C  ist 

S^K=2LC, 


*? 


^. 


r.*e 


d.  h. 

oder 
also 


^1  +  ^  —  2h  =  2h  —  e,, 

3 


^s' 


G 


Ebenso  ist  das  nächstfolgende  Trapez 
zu  behandeln,  in  dem  S^K  =  S-LD  wird 
u.  s.  w. 


299)  Die  rein  geometrische  Definition  des  Schwerpunktes  ist  also 
folgende:  Der  Schwerpunkt  eines  Systems  homogener  Massen- 
punkte  ist  der  Punkt  mittleren  Abstandes  von  jeder  be- 
liebigen Ebene. 

Mit  Hülfe  dreier  nicht  paralleler  Ebenen,  z.  B.  der  drei  Koordinaten- 
ebenen, kann  er  bestimmt  werden. 

Sind  die  Raumkoordinaten  der  n  Punkte  ^lyVi) ^i] ^iyVi) ^%]  ^i,t/^j ^z] 
'••  X  ,y  .  z  ,  so  sind  die  Schwerpunktskoordinaten 


X    = 


^1  +  ^  +  a;.  H h  «, 


n 


^  = 


y,= 


^1  +  ^.  +  «8  H h  ^, 


yi+yi  +  yt-\ h  y, 


n 


n 


Sind  in  den  einzelnen  Punkten  die  Massen  w^,  m2,  m,,  •  •  •  m^  an- 
gebracht, so  sind  die  Schwerpunktskoordinaten,  wie  sich  ganz  ebenso 
zeigen  läfst, 

*"  Wi  +  w,  +  mg  +  .  ~ 


iC- 


y.= 


^,= 


■  +  w, 


n»'» 


»«1  +  w,  -f  w»a  -f  *  •  •  +  w„ 

>'H   +  »»«  +  »^   +  •  •   •  +  W^ 


tn 


M. 


m 


M, 


m 
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wo  if.,  M ,  Jf    die  Planmomente  des  Systems  für  die  Ebenen   YZ, 
ZU  und  X  Y  sind  und  m  die  Gesamtmasse  bedeutet. 


300)  Die  gefundenen  Formeln  sind  allerdings  nur  für  eine  endliche 
Anzahl  Ton  Massenpunkten  abgeleitet  worden;  da  aber  die  Zahl  der- 
selben beliebig  grofs  angenommen  werden  darf,  läfst  man  die  Beweise 
auchi  für  unendlich  viele  Punkte  gelten.  Jede  Linie,  jede  Fläche  und 
jeder  Körper  kann  als  aus  unendlich  vielen  ,,Punkten"  bestehend  an- 
genommen werden,  und  so  bleibt  der  Schwerpunkt  auch  für  solche 
Gebilde  der  Punkt  mittleren  Abstandes  in  Bezug  auf  jede  beliebige 
Ebene,  nur  muTs  die  Anordnung  der  Punkte  als  eine  homogene  an- 
genommen werden.  Dies  entspricht  der  in  der  Mechanik  gebräuchlichen 
Annahme,  dafs  der  Körper  überall  gleich  dicht  sei,  dafs  er  überall 
dasselbe  spezifische  Gewicht  habe. 

301)  Allgemeine  Sätse.  Besitzt  ein  Körper  eine  Sym- 
metrieebene, so  geht  diese  durch  den  Schwerpunkt;  besitzt 
er  zwei  Symmetrieebenen,  so  geht  ihre  Schnittlinie  durch 
den  Schwerpunkt;  besitzt  er  drei  Symmetrieebenen,  die  nicht 
durch  dieselbe  Gerade  gelegt  sind,  so  schneiden  sich  die 
drei  Schnittlinien  im  Schwerpunkte.  Sind  mehr  als  drei 
Symmetrieebenen  vorhanden,  so  gehen  sämmtliche  Schnitt- 
linien derselben  durch  den  Schwerpunkt.  Der  Schwerpunkt 
regelmäfsiger  Körper  fällt  daher  mit  dem  Mittelpunkte  zu- 
sammen. 

Stimmen  die  Querschnitte  zweier  Körper  im  Sinne  des 
Cavalierischen  Prinzips  überein,  so  liegen  ihre  Schwerpunkte 
in  derselben  Höhe.  An  Stelle  der  Gleichheit  der  zusammen- 
gehörigen Querschnitte  kann  auch  ein  konstantes  Ver- 
hältnis der  Flächeninhalte  treten.  Der  Beweis  für  den  ersten 
Fall  liegt  darin,  daCs  je  zwei  zusammengehörige  Querschnitte  in  Bezug 
auf  die  Grundfläche  gleiche  statische  Momente  haben.  Demnach 
stimmen  auch  die  Momentsummen  überein.     Bei  beiden  Körpern  wird 

,          M       statisches  Moment        «   .  i       i  i  •  i  •     •  -l 

Ä,  =  -j  = T^'it '      l^ntsprechendes    geschient    mi    zweiten 

FaUe. 

Die  oben  gegebenen  Formeln  bleiben  auch  dann  richtig,  wenn 
die  Ebene,  auf  welche  die  Abstände  bezogen  sind,  den  Körper 
schneidet.  Dabei  sind  die  auf  der  einen  Seite  befindlichen  Abstände 
als  positiv,  die  andern  als  negativ  einzurechnen.  Geht  die  Ebene 
durch  den  Schwerpunkt  des  Körpers,  so  ist  der  mittlere  Abstand 
gleich  Null. 
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Für  zahlreiche  Körper  ergiebt  sich  die  Schwerpunktslage  durch 
einfache  Betrachtungen,  die  hier  unterbleiben  können;  für  viele  andere 
ist  sie  in  den  früheren  Kapiteln  bestimmt  worden.  Hier  soll  eine 
Zusammenstellung  des  Wichtigsten  gegeben  werden. 

302)  Körper  von  der  Ordnung  Null.  Bei  senkrechten 
und  schrägen  Prismen  und  Cylindern  liegt  der  Schwerpunkt  im 
Halbierungspunkte  der  Mittellinie,  d.  h.  der  Verbindungslinie  der 
Schwerpunkte  der  beiden  parallelen  Grundflächen. 

Solche  Körper  werden  als  solche  von  der  Ordnung  Null  be- 
zeichnet, weil  der  Querschnitt  von  der  Form  q  =  a=  atf^  ist.    Alle 

früher   behandelten   ebenen   Flächen,    deren    Schwerpunkte   bestimmt 
worden  sind,  geben  zu  entsprechenden  Übungsbeispielen  Anlafs. 

303)  Körper  erster  Ordnung,  deren  Querschnitt  von  der 
Form  q^  =  by^  ist,  sind  z.  B.  der  Dreieckskörper,  das  Drehungs- 

paraboloid,  das  elliptische  Paraboloid,  parabolisch  begrenzte 

Fig.  222. 


Körper,  deren  Querschnitte  ähnliche  Vielecke  sind,  z.  B. 
Quadrate,  regelmäfsige  Sechsecke  und  dergl.  Die  letzteren  Körper 
können  bei  umgekehrter  Aufstellung  als  parabolische  Gewölbe 
aufgefafst  werden. 

Weil   bei   dem   ersten   dieser   Körper   der   Schwerpunkt   in   der 


2 


Höhe   jh  liegt,  liegt  er  bei  sämtlichen  in   dieser  Höhe.     Dies  gilt 

auch  dann,  wenn,  wie  in  Fig.  223,  die  Schwerpunkte  der  Querschnitte 
auf  schiefer  Achse  angeordnet  sind. 

304)  Stumpfe  der  Körper  erster  Ordnung.  Diese  Stumpfe 
sind  in  Fig.  3  mit  angedeutet  worden.  Der  Schwerpunkt  des  ersten 
läfst  sich  mit  Hülfe  der  Trapezformel  berechnen.    Ist  G^  die  kleinere. 
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Gg  die  gröfsere  Grundfläche  und  ist  *'**  ^^'^ 

h   die  Höhe  des  Stumpfes,  so  folgt 
nach  Nr.  4  als  Schwerpunktshöhe 

Dies  gilt  nach  Cavalieri   überhaupt 
von  den  Körpern  dieser  Art. 

305)  Eine  zweite  Berechnungs- 
methode  ergiebt  sich  nach  Nr.  164 
folgendermaßen  : 

Ist^  von  der  gemeinschaftlichen 
Grundebene  der  Fig.  222  aus  gerech- 
net, Aj  die  kleinere,  h^  die  gröfsere  Höhe,  so  ist  bei  Querschnittsformel 
q   =hy  die  Schwerpunktshöhe 


h  —-—    — 


bhl 


2  hl-  h\ 


bh 


2 


h^  —  \ 


2? 


^was  noch  mit  h^  —  h^  gekürzt  werden  könnte. 

306)  Körper   zweiter  Ordnung,   deren   Querschnitt   von   der 
Form   q  =  cy^   ist,    sind   z.    B.    die   Pyramiden    und    die    Kegel 

Fig.  224. 


von    beliebiger   Grundfläche,   aufserdem    der  in  Fig.  224  dargestellte 
parabolische  Cylinder.     Bei   sämtlichen  liegt  der  Schwerpunkt  in 

der  Höhe  ^  Ä.     Dies  folgt  nach  Nr.  164  aus  der  Formel 
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ch' 


M 
J 


h  ^^  =  A 


4 

CA 

3 


:*, 


läfst  sich  aber  auch  für  die  Pyramide 
durch  eine  geometrische  Betrachtung 
nachweisen  und  gilt  dann  nach  Cavalieri 
für  die  sämtlichen  Körper  dieser  Gruppe. 
Alle  Schichten  der  in  Fig.  225  dar- 
gestellten Pyramide  haben  nämlich  die 
Schwerpunkte  in  der  Mittellinie  D/S^,  in 
dieser  mufs  also  der  Schwerpunkt  liegen. 
Dasselbe  gilt  von  der  Mittellinie  ÄS^. 
Die    Dreiecke    A8D    und    S^SS^    sind 

ähnlich  und  ihr  Mafsstab Verhältnis  ist  3  :  1,  folglich  ist  S^S  ==j8Dy 
folglich  /S^/S  =  -  S4D  und  daher  bei  dieser  Aufstellung  Ä,  =  jÄ. 

An  Stelle  der  in  Figur  224  dargestellten  Körper  können  auch 
solche  mit  schiefen  Mittellinien  (bezw.  schiefen  Seitenflächen)  treten. 

307)  Anwendung  auf  den  Kugelsektor.  Wie  bei  der  Be- 
rechnungsmethode der  Kalotte  denke  man  sich  den  Sektor  in  lauter 
Pyramiden   zerlegt,    die    ihre    unendlich  kleine  Basis  in  der  Kalotte 

haben,  deren  Spitze  aber  in  M  liegt. 

Alle     diese    Pyramiden    haben    ihre 


Fig.  226. 


Schwerpunkte  in  der  Entfernung 


von  M.  Die  Schwerpunkte  bilden 
also  selbst  eine  Kalotte,  die  der  ge- 
gebenen ähnlich  ist.  Der  Schwerpunkt 
des  Sektors  stimmt  überein  mit  dem 
der  neuen  Kalotte.  Zur  Hülfskugel 
gehört  ein  umbeschriebener  senk- 
rechter Cylinder.  Jede  Horizontal- 
schicht seiner  Mantels  ist  von  der 
Fläche  2rjth^y  und  ebenso  grofs  ist  jede  Schicht  der  Kalotte.  Weil 
nun  der  Mantel  des  Hülfscyhnders  seinen  Schwerpunkt  in  halber  Höhe 
hat,  so  hat  auch  die  Hülfskalotte  den  ihren  in  halber  Höhe.  In 
Fig.  226  hat  man  also  nur  DjC^i  zu  halbieren,  um  S  zu  finden. 

Nun  ist  aus  Ahnlichkeitgründen  MD^  =  j  MD  ==  ^  (r  —  A),  wo 
h  die  Pfeilhöhe  der  Kalotte  ist,  also  D^Cj^=lr —  -  (r — ä)=  jhy  folglich 

folglich 
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MS=  «-(r  — Ä)+  gÄ=  l[2r  —  2k+/i'\=  }(2r  —  h), 

Anwendung  auf  die  Halbkugel.    Für  h  =  r  geht  der  Sektor 

in  die  Halbkugel  über,  für  diese  folgt  also  31 S  =  l  (2r  —  r)  =  ~r. 

Die  Wiederholung  der   vorigen   Berechnungsart  fällt  für  diese  ganz 
ein&ch  aus. 


A 

.'.\ 


308)  Stumpfe  der  Körper  zweiter  Ordnung.     Einige  solche 
sind  in  Fig.  224  angedeutet.     Kann  man  die 
Berechnung  für  den  Kegelstumpf  durchführen,  ^g-  227. 

so  ist  sie  für  alle  andern  Formen  erledigt. 

In  Fig.  227   seien    die  Radien  r  und   p, 
die  Stumpfhöhe  h.     Der  ergänzte   Kegel  hat 

die  Höhe  y  = ,    wie   eine    einfache  Be- 

trachtung    ergiebt,    also    liegt    der    Schwer- 
punkt j8^  des  Ergänzungskegels  in  der  Höhe 

r    ,    y  —  h  _  Bh  +  y 

der  des  ganzen  Kegels  in  der  Höhe  -^-    Nach  ^ 

dem  Satze  von  den   statischen  Momenten  ist 

AS^  •  Stumpf  -\-  AS^  '  Er^nzungskegel  ==  SA  -  ganzer    Kegel,    oder 

1,  [^  (r^  +  rp  +  p»)]  +  «*-+-?  (p*.  y--^)  =  I  (r*«  l)  . 

hr 
Setzt  man     _      für  y  ein,  so  ergiebt  sich  schliefslich 

7,  Ä  r*  +  2r^  +  8  p* 

4     1-1  _j-  ^^  _|-  p« 

Multipliziert  man  oben  und  unten  jedes  ölied  mit  «,  so  erhält  man 


J^  _h  r*7t  +  2yr*7tQ*7e  +  3  p^  _  h  0^  +  2 }/G,  G^  +  S  G^ 
'  ~  4     r*7f  +  yi^^n  +  Q*n    ~  4.      G,  +  VG^  +  G^    ' 

wo   6?!   die  untere,   G^  die  obere  Fläche  ist,  wobei  gleichgültig  ist, 
welche  von  beiden  als  die  gröfsere  angenommen  wird. 

Diese  letzte  Formel  gilt  nun  für  sämtliche  Stumpfe  dieser  Gruppe. 


309)  Nach  Nr.  164  läfst  sich  für  die  Querschnittsformel  q^  =  cy^ 

im  Anschlufs  an  die  Figur  224,  auf  deren  Grundfläche  die  Abstände 
hl  und  Aj  zu  beziehen  sind,  die  Schwerpunktshöhe  folgendermafsen 
berechnen: 


Holzmttllerf  Ingenieur -Mathematik.    I. 
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h  =  —  =    - --  =  -  ^  ~"  ^ 

'~  J  ~  Chi       ch\  ""  *  Äf  —  hl' 

was  noch  durch  Ä2  —  hi  gekürzt  werden  könnte,  wodurch  jedoch  die 
Formel  an  Einfachheit  verliert. 

Dafs  sich  auch  die  Simpsonsche  Regel  anwenden  läfst,  ergiebt 
aus  den  nachstehenden  allgemeinen  Betrachtungen. 

310)  Körper  gemischter  Ordnung  bis  zum  zweiten  Grade. 
Hierher  gehören  die  Kugel,  der  Kugelabschnitt  und  die  Kugelschicht, 
das  Drehungsellipsoid  mit  Abschnitt  und  Schicht,  das  dreiachsige 
Ellipsoid  mit  Abschnitt  und  Schicht,  das  einmantelige  und  zwei- 
mantelige  Drehungsellipsoid  (letzteres  auch  mit  seinen  Schichten), 
das  ein-  und  zweimantelige  dreiachsige  Hyperboloid,  das  hyper- 
bolische Paraboloid,  sämtliche  Prismatoide  mit  ebenen  oder 
windschiefen  Seitenflächen.  Dafs  dies  der  Fall  ist,  soll  für  jedes 
Beispiel  nachgewiesen  werden. 

311)  a)  Berechnung  mit  Hülfe  der  Schichtenformol. 
Ist  der  Querschnitt  von  der  Form 

q^  =  a  +  by  +  cy^, 
so  liegt  nach  Nr.  178  der  Schwerpunkt  in  der  Höhe 

2_  "^     8    "^    4 

^' ~  äyJ'Vby^   ,   cy^' 
1    "*■    2    "^    3 

Hier  könnte  noch  durch  y  gekürzt  werden,  jedoch  verliert  die  Formel 
dadurch  an  Übersichtlichkeit. 

312)  b)  Berechnung  mit  Hülfe  der  Simpsonschen  Regel, 
Ist  der  Querschnitt  von  der  Form 

«y  = « +  ^y  +  ^y^ 

so  ist  sein  statisches  Moment  in  Bezug  auf  die  Grundfläche 

^y  =  «y  +  h^  +  ^y^- 

Da  nun  der  dritte  Grad  nicht  überstiegen  ist,  kann  sowohl  der  In- 
halt, als  auch  das  statische  Moment  nach  der  Simpsonschen  Regel 
berechnet  werden. 
Der  Inhalt  wird 
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J=l{U-\-0  +  4M), 

WO   U  den  ünterschnitt,  0  den  Oberschnitt,  M  den  Mittelschnitt  be- 
deutet.    Das  statische  Moment  wird 

M,  =  l(U'+0'-\-4M), 

WO  IT  das  statische  Moment  des  Unterschnittes,  (7  das  des  Oberschnittes, 
-3f  das  des  Mittelschnittes  in  bezug  auf  die  Grundfläche  bedeutet. 
Demnach  wird  die  Schwerpunktshöhe 

9 

^'~   J  ~    Ü+  0  +  4M  ' 
Nun  ist  aber  17'  =  E7.  0  =  0,    a  =  0h,  M^^^M-,  also  wird 


2  ' 


h 


der  Zähler  gleich  Oh  -f  4  Jf '   =  h{0  +  2M).     Demnach  folgt 


2 


k 


0  +  2M 


U  +  0  +  4.M 


Im  allgemeinen  ist  die  Summenformel  vorzuziehen,  weil  man  bei  ihr 
den  Mittelschnitt  nicht  besonders  zu  berechnen  braucht.  In  vielen 
Fallen  aber  wird  die  Simpsonsche  Regel  dadurch  besonders  einfach, 
dafs  einzelnes  ganz  wegfallt. 

313)  Beispiel  des  Kugelabschnitts. 

Aus  x^  =  r^  —  (r  —  yY  =  2ry  —  y^  folgt  als  Querschnittsfläche 


q  =  x^jc  =  2  rxy  —  jry^ 


'9 


Fig.  228. 


Hat  also  das  Kugelsegment  die  Höhe  h, 
so  folgt  als  Schwerpunktshöhe 


o         Ä' 

h* 

M       2r«3- 

^4 

h 

8r— 3Ä 

2rx  „ 

Ä» 

4 

Sr—h 

Ä  — 

2 

'6 

(Für  h  =  r  ergiebt  sich  -^  r  als  Schwer- 
punktshöhe der  Halbkugel.)    Die  Simpsonsche  Regel  ist  hier  unbequemer, 
als    die    Summenformel.      Man   wende    sie   trotzdem   zur   Übung   an. 


314)  Beispiel  der  Kugelschicht. 

a)  Sind  /^,  A^^  und  r  gegeben,  so  ist  nach  dem  Vorigen  in  Bezug 

auf  die  Grundfläche 

16* 
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folglich 


3 

2  r«  /v» 


(hl  -  fc?)  -  *  (»J  _  Äj) 

8r(Ä|-Ä»)-3(Ä*-Ä}) 
=  12r(Äj-Ä«)-*(*J-»?)' 

Hier   könnte   noch    mittels   (h^  —  äJ  gekürzt  werden,   was  aber  die 
Formel  nicht  vereinfachen  würde. 


Fig.  2S9 


Fig.  iSO. 


b)  Sind  jedoch    die  mefsbaren  Radien  a  und  b  und  die  Schicht- 
höhe h  gegeben,  so  kann  man  folgendermafsen  verfahren. 

Aus  r^  =  a'  +  z^  und  r^  =  h^  +  (A  +  ^)*  folgt 

a^  +  g'^  6«  +  A«  +  2  A^  +  ^«, 
also 

a*  —  6«  —  Ä» 


jßr  = 


Jetzt  ist 


2h 


also 


q  =  x^%  =  n[{a^  —  A*  —  2hz)  -\- 2{z +  h)  y  —  y^], 


*)  Dies  ist  die  Gleichung  des  Kreises  in  Bezug  auf  A  als  Nullpunkt  des 
Koordinatensystems. 
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folglich 

J=  7t[{a*  —  h^  —  2h)j  +  2(0  +  h)^-  3-]  =  ÄÄp  -  0h— ^^ 

Setzt  man  hier  den  Wert  von  g  ein^  so  erhält  man 

Dagegen  wird 

lr=«[(a«-A«-2A)^*  +  2(^+Ä)^'-*-]  =  !^'[6a»-4Ä;?-Ä»]. 
Einsetzung  des  Wertes  von  js  giebt 

Endlich  folgt 

Setzt  man  6  =  0,  so  erhält  man  eine  neue  Formel  fiir  das  Segment, 

nämlich 

_  Ä    4  g'  +  ^« 

^'~  2  '  3a« +  Ä*' 

die  der  früheren  vorzuziehen  ist,  weil  sie  nur  mefsbare  Stücke  enthält. 
Setzt  man  oben  a  =  0,  so  folgt 

h    2h*  +  h* 


y.= 


2     3  2>*  +  Ä* 


als  Schwerpunktsabstand  des  Segments  von  seiner  Grundfläche.  Die 
vorangehende  Formel  gab  den  vom  Scheitelpunkte  aus  gemessenen 
Abstand. 

315)  Damit  sind  zugleich  die  Schichten  der  nach  Cavalieri  aus 
der  Kugel  abzuleitenden  Körper  erledigt,  z.  B.  der  des  Drehungs- 
ellipsoids,  des  dreiachsigen  EUipsoids  und  der  aus  der  Halb- 
kugel abzuleitenden  Gewölbe.  Bei  den  Ellipsoiden  kann  man 
selbstverständlich  auch  von  der  Ellipsengleichung  ausgehen,  ähnlich 
wie  es  nachstehend  für  das  Hyperboloid  geschehen  solL 

316)  Beispiel  des  einmanteligen  Drehungshyperboloids, 
a)  Berechnung  mit  Hülfe  der  Schichtenformel. 

Die  Gleichung  der  Hyperbel  sei 

^ 3^ ^ 

a«       &*  ~  ^  • 
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Durch  Drehung  um  die  F- Achse  entsteht  ein  einmanteliges  Drehungs- 
hyperboloid. 

Fig.  2S1. 

1 
B 


Aus  der  Gleichung  folgt 

a;2  =  a^  +  J-,  y^ , 

so  dal's  der  Querschnitt  des  Körpers  in  der  Höhe  y  wird 

Die  Schwerpunktshöhe  wird  also  nach  Nr.  174  für  den  von  0  bis  h 


reichenden  Körper 

Fig.  8S2. 


y,= 


«^  2   +  -V--   4 


o*« 


1  "*"    6«    8 
3Ä    2  6«  +  Ä« 


was  nur  von  h  und  &j,  nicht  aber 
von  a  abhängig  ist. 

Ist  z.  B.  6  =  1  und  h  =  2,  so 

folgt  y,  =  |- 

Alle  nach  Cavalieri  daraus  ab- 
zuleitenden Körper,  auch  die  durch 
Affinität      (schräges      Koordinaten- 
system) damit  zusammenhängenden, 
werden  ebenso  behandelt,  z.  B.  der  in  Fig.  232  dargestellte, 
b)  Berechnung  mit  Hülfe  der  Simpsonschen  Regel. 
Aus  der  Gleichung 


a  =  a^jt  + 


a'% 


'V 
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folgt  als  Oberschnitt 

als  Mittelschnitt 

während  der  Unterschnitt  U=a^%  ist. 
Dies  ist  nach  Nr.  312  in  die  Formel 

einzusetzen  und  giebt 

(.■.+°^»-)+.(.-.-^'y".-)  _,.„.^. 

was  mit  dem  obigen  Resultate  übereinstimmt.     Die  Schichtenformel 
war  offenbar  vorzuziehen. 

317)  Das  zweimantelige  Hyperboloid.  Die  Gleichung  der 
Hyperbel  sei  zunächst  dieselbe  wie  vorher,  nur  geschehe  die  Drehung 
um  die  X-Achse.  Um  die  Schichtenformel  anzuwenden,  verlege  man 
den  Eoordinatenanfang  nach  A,  so  dafs  man  statt  x  zu  schreiben  hat 
{x  +  ö),  während  y  unverändert  bleibt.  Die  Gleichung  geht  dadurch 
über  in 

(^  +  ^)'    I    2/'  _  1 

oder  in 

•^  a         '    a«      ' 

so   dafs  der  senkrechte  Querschnitt  des  Drehungskörpers  in  der  Ent- 
fernung X  von  Ä  wird 

Für  den  von  A  bis  /r^   (bei  (7)   reichenden  Körper  wird  der  von  A 
aus  gerechnete  Schwerpunktsabstand 

^^-  -J i 

*    I 1 

a      2     '      a«    3 

Ist  z.  B.  -äC  =  ^Ti  =  1  und  a  =  1,  so  folgt  a:,  =  ^  •  l^  =  |^  •   Der 
für  Xg   gefundene  Ausdruck   ist   von  6   unabhängig.  —  Aus   beiden 
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Arten  von  Hyperboloiden  lassen  sieh  auch  Gestalien  ableiten,  deren 
Querschnitte  ähnliche  Polygone  sind,  z.  B.  hyperbolische  Gewölbe. 


Fig.  288. 


318)  Prismatoid.  Im  Method.  Lehrbuch, 
Bd.  n,  Stereometrie  37  bis  39,  sind  die  all- 
gemeinsten Prismatoide  mit  ebenen  und 
windschiefen  Seitenflächen  behandelt,  und  zwar 
mit  Hülfe  des  sog.  Halbtetraeders. 

Führt  man  in  Fig.  233  einen  Horizontal- 
schnitt in  der  Höhe  y,  so  entsteht  ein  Parallelo- 
gramm, dessen  Winkel  durch  den  Kreuzungs- 
winkel der  beiden  Horizontalen  a  und  h  be- 
stimmt werden.  Die  Parallelogrammseiten  \ 
und  Ol  ergeben  sich  aus  ähnlichen  Dreiecken 
mit   Hülfe    der    Proportionen    y  ih  =  h^  :h 

und    (Ä  —  y)  :h  =  a^:  a    als    hj^  ^=  y  j-   und 


a 


a^=  a  —  ^y,  so  dafs  die  Schnittfläche  wird 


%  =  <^A  sin /  =  (a  —  J  y)  T,y  sin y  = 


a&siny  a&sinv    « 

—i~y T.t-y 


Die  schraffierte  Fläche  des  Halbtetraeders  wird  halb  so  grofs,  sein 
Inhalt  von  der  Höhe  0  bis  zur  Höhe  y^  wird 

.2  -.5- 


J=^ 


a  &  sin  y 
2Ä 


L"2         h  3J' 


das   statische  Moment   des   bis   dahin   reichenden  Körpers   in  Bezug 
auf  die  Grundfläche  wird 


^ gfesiny  {V'x 1  Vi] 


die  entsprechende  Schwerpunktshöhe  also 


3 


rf 


4  Ä         3/1  4  Ä  —  8  y, 


y\ 


2   3  Ä  —  2  y, 
2  d/i 

Ebenso  konnte  die  Simpsonsche  Regel  angewandt  werden,  da  q    den 

zweiten  Grad  nicht  überschreitet.     Setzt  man  y^  =  A,  so  erhält  man 

h 
y*  =  2  • 

319)  Die  windschiefe  Fläche  des  Halbtetraeders  ist  ein  hjrper- 
bolisches  Paraboloid,  über  welches  man  Method.  Lehrbuch,  Band  DI, 
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Kegelschnittflächen  Nr.  42  vergleiche.    In  Fig.  234  hat  man  nur  BD 
zu  ziehen,  um  den  Raum  des  Halbtetraeders  zu  begrenzen. 
Der  ganze  Baum  wird 

absinyh 
12        * 

Sein  Schwerpunkt  liegt  in 
halber  Höhe.  Die  Schicht 
Ton  beliebiger  Höhe  y^  be- 
stimmt sich  nach  den  obigen 
Formeln. 

Damit  sind  sämtliche 
Flächen  zweiten  6rades  im 
wesentlichen  erledigt. 

320)  Fig.  235  steUt  ein 

besonderes  Prismatoid  mit  windschiefen  Seitenflächen  dar.  Im  Method. 
Lehrbuche  H,  Stereometrie  40,  ist  es  behandelt  worden.  Man  braucht 
nur  einen  Eckpunkt  der  Grundfläche  mit  dem 
drüber  liegenden  der  oberen  Fläche  zu  ver- 
binden, um  zu  erkennen,  dafs  aus  dem 
prismatischen  Körper  vier  Halbtetraeder 
ausgeschnitten  worden  sind.  Ganz  Ent- 
sprechendes geschieht  bei  dem  Prismatoid 
mit  zwei  verschiedenen,  ganz  beliebig  ge- 
stalteten Grundflächen.  Aus  dem  Prismatoid 
mit  ebenen  Seitenflächen  sind  Halbtetraeder 
in  beliebiger  Zahl  ausgeschnitten. 

Daraus  folgt,  dafs  die  Querschnitts- 
formel der  Prismatoide  den  zweiten 
Grad  nicht  übersteigt,  dafs  also  Inhalt 
und  statisches  Moment  mit  Hülfe  der 
Simpsonschen  Regel  und  ebenso  mit 
Hülfe  der  Summenformel  bestimmt 
werden  können. 

Die  einmanteligen  Hyperboloide  sind  als  Prismatoide  zu  betrachten, 
deren  Grundflächen  regelmäfsige  Polygone  mit  unendlich  vielen  Seiten 
oder  entsprechende  elliptische  Polygone  sind. 

321)  Zu  den  Prismatoiden  gehören  noch  Formen,  die  man  sich 
in  beliebiger  Zahl  darstellen  kann. 


Fig.  286. 
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Ein  Beispiel  sei  hier  angegeben.  Fig.  236  stellt  einen  Körper  dar, 
dessen  untere  Grundfläche  ein  Kreis  ist,  wahrend  die  obere  Grund- 
fläche durch  eine  Gerade  AB  dargestellt  wird,  deren  Projektion  der 


Fig.  286. 


Kreisdurchmesser  CD  ist.  Die  senkrecht  zu.  CD  stehenden  Sehnen/ 
z.  B.  KL,  sind  mit  der  oberen  Projektion  (z.  B.  N^  ihres  Halbierungs- 
punktes N  verbunden,  so  dafs  Dreiecke  wie  KLN^  entstehen.  Die 
Schenkel  dieser  Dreiecke  bilden  eine  krumme  Fläche.  Der  Querschnitt 
in  halber  Höhe  wird  eine  EUipse,  deren  Inhalt  die  Hälfte  vom  Kreis- 
inhalte ist. 

Auch  dieser  Körper  ist  als  Prismatoid  zu  betrachten,  kann  also 
nach  der  Simpsonschen  Regel  berechnet  werden.     Sein  Inhalt  ist 


j=.|(^„  +  0  +  4rJ?)  = 


2 


also  gleich  der  Hälfte  des  zugehörigen  Gylinders,  wie  auch  aus  dem 
Vergleich  der  Dreiecke  mit  den  zugehörigen  Rechtecken  des  Gylinders 
folgt.     Das  statische  Moment  in  Bezug  auf  die  Grundfläche  ist 

die  Schwerpunktshöhe  also 

Ä,  =  y=   3-Ä, 

wie  auch  sofort  aus  den  Schwerpunkten  der  Dreiecksschnitte  ge- 
schlossen werden  kann. 

Jeder  Horizontalschnitt  des  Körpers  ist  eine  Ellipse,  die  Ellipsen 
gehen  nach  oben  hin  aus  der  Kreisgestalt  allmählich  in  die  der 
Geraden  über.  Der  Körper  kann,  wie  der  Kegel,  nach  oben  hin 
fortgesetzt  werden,  ebenso  nach  unten. 
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322)  Durch  Horizontalverschiebung  der  Querschnitte  erhält  man 
den  in  Affinitätsbeziehung  zum  vorigen  stehenden  Schrägkörper. 

Eine  andere  Transformation  erhält  man,  wenn  man  statt  der 
parallelen  Schnittebenen  (Dreiecke)  solche  nimmt,  die  (z.  B.  ober- 
halb ÄE)  sich  in  einer  Kante  schneiden,  die  senkrecht  zur  Zeichnungs- 
ebene steht.  Dadurch  erhält  man  einen  Körper,  bei  dem  die  Schneide 
AB  <  CD  ist,  während  der  Parallelismus  erhalten  bleibt.  Auch  jetzt 
sind  sämtliche  Horizontalschnitte  Ellipsen,  denn  jede  Ellipse  ist  einer 
Centralprojektion  unterworfen  worden. 

Eine  weitere  Umgestaltung  erzielt  man  durch  Drehung  jedes 
Querschnittes  in  seiner  Ebene,  z.  6.  um  den  Mittelpunkt. 

An  diesem  Beispiele  erkennt  man,  welche  grofse  Mannigfaltigkeit 
im  Gebiete  der  Prismatoide  zu  finden  ist.  Eine  grofse  Anzahl  solcher 
Körper  sind  in  der  „Genetischen  Stereometrie"  von  Heinze- Lücke 
(Leipzig,  bei  Teubner,  1886)  behandelt  worden.  Die  Schwerpunkte 
sämtlicher  sind  der  elementaren  Bestimmung  mit  Hülfe  der  Summen- 
formel und  der  Simpsonschen  Regel  zugänglich,  weil  nirgends  der 
2.  bzw.  3.  Grad  überstiegen  wird. 

323)  Körper  vom  Querschnitt 

Nach  Nr.  172  wird 

^        ah    ,    5Ä*    ,    cÄ»  ,    kh^-^^ 

^  =  l~+"2~  +  ~3"'T 1"  ?+T  ^ 


folglich 


^  = -2- + -3- +  IT  +  •  •  •  +  T+T  ^ 

•+  p  +  2 


-f 

2 

+ 

bh^ 
3 

+ 

CA* 

4 

+  ■ 

Ä» 



—   - 



— 

— 

ah 
~1~ 

+ 

6Ä« 
2 

+ 

CA» 

3 

+  • 

Hier  könnte  noch  durch  h  gekürzt  werden,  jedoch  würde  die  Formel 
dadurch  an  Einfachheit  verlieren. 

Einige  Beispiele  sind  früher  gegeben  worden,  z.  B.  in  der  Tabelle 
über  Parabeln  höherer  Ordnung. 

324)  Eine   umfangreiche   Gruppe  von  Drehungskörpern. 
Eine  Kurve  habe  die  Gleichung 

ip  =  a  -j-  fey  -|-  cy^  +  •  •  •  +  ^V*' ' 
Durch  Drehung  um  die  F- Achse  entsteht  ein  Drehungskörper,  dessen 
Querschnittsformel  q  =  x^jt  auf  die  Form 


2Ö2  Abschnitt  Vül. 

2y  =  »1  +  ^y  +  ^1»*  H h  ^ly*" 

gebracht   werden  kann,    so  dafs  die   Schwerpunktshöhe  des  Körpers 

wird 

a,Ä«       ^Ä»       c,Ä* 
M,        -ö"  +  "IT  +  "T  +  •  •  • 


Nach  Nr.  116  ist  aher  zugleich 

M  M 

•L      XfJ   XIJ 

'h  T~  


folglich 


J  J*f, 


Jf,„  =  Ä,Jf„  == 


MM         M      Fo        M 

u      y  u  ^  u 


Darin  liegt  ein  Mittel,  für  zahlreiche  Flächen  das 
Gentrifugalmoment  in  Bezug  auf  die  Koordinatenachsen  be- 
quem zu  bestimmen. 

Entsprechendes  gilt  von  den  Kurven,  deren  Gleichung  lautet 

a;^  =  a  +  6y  +  cy*  +  •  •  •  +  kyP  • 

Der  letzte  Satz  kann  überhaupt  für  alle  Flächen  benutzt  werden, 
bei  denen  aus  irgend  welchen  Gründen  (z.  B.  Symmetrie)  die  Schwer- 
punktshöhe des  Drehungskörpers  leicht  bestimmt  werden  kann. 

325)  Beispiel  der  gleichseitigen  Hyperbel  x*  —  y*  ==  1. 
Für  den  gezeichneten  Quadranten  ist  das  Cenirifiigalmoment  mit 
Hülfe  des  Drehungskörpers  folgendermafsen  zu  bestimmen.     Moment 

des  Streifens 

^«  =  y  •  ^y  =  y  •  ^^  =  ^y  (1  +  y ), 

also 

Denmach 

^-  =  d  =  I^2  +  Ä«). 

326)  Beispiel    des   Halbkreises    in 
dem  Sonderfalle  der  Fig.  238. 
Da   die   Symmetrieachse  parallel  der  Drehungsachse  ist,    so   ist 
nach  Nr.  117    der  Schwerpunkt   des  Drehungskörpers   in    der  Höhe 

b '{' —   ZU    finden.      Sein   Inhalt    ist         •2a;r  =  ajrV*,    also   das 
Moment  Jlf„  =  (asr^r*)  (b  +  ^) ,  folglich 
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M 


*» 


-°-^T^4^'-""»»-  +  ^')- 


Im  letzteren  Falle  war  die  Summenformel  für  ganze  Exponenten  nicht 
ohne  weiteres  brauchbar,  denn  die  Kreisgleichung  (a:  —  a)*  +  (y  —  6)*  =  r* 

führt  auf  x  =  a  -{■-  Yr^  —  (y-~  ^)*j  wobei  rechts  erst  nach  Potenzen 

von  y  in  unendlicher  Reihe 

entwickelt  werden  müTste.  ^*  ***■ 

Der  gewonnene  Satz 
über  das  Gentrifiigalmoment 
sagt  nichts  Neues,  bietet 
aber  doch  för  viele  Flächen 
einen  bequemen  Weg  zur 
Berechnung.  Er  gilt  auch 
für  die  Fälle,  wo  x  oder  a^ 
durch  eine  unendliche  Reihe 
gegeben  ist,  sobald  man 
nur  im  Eonvergenzgebiete 
bleibt. 

327)  Negative  und  gebrochene  Exponenten. 
Ist  die  Querschnittsgleichung  von  der  Form 

wobei  unter  den  Exponenten  auch  negative  und  gebrochene  sind,  so 
ist  nach  Abschnitt  V.  C  (Nr.  179  bis  195)  zu  verfahren.  Tritt  in  der 
Querschnittsformel  für  den  Körper  oder  für  sein  statisches  Moment 
der  Exponent  —  1  auf,  der  als  Ausnahmefall  zu  betrachten  igt  und 
auf  den  natürlichen  Logarithmus  führt,  so  ist  einige  Vorsicht  nötig, 
denn  der  unendlich  werdende  Streifen  darf  nicht  zu  der  Fläche  ge- 
hören, die  untersucht  werden  soll.  Sind  sämtliche  Exponenten  gröfser 
als  —  1,  so  kann  der  Körper  von  Null  bis  zu  jeder  beliebigen  endlichen 
Höhe  y  berechnet  werden.  Kommen  Exponenten  vor,  die  kleiner  als 
—  1  sind,  so  darf  nicht  von  NuU  ausgegangen  werden,  da  dann  der 
entsprechende  Diagrammteil  im  allgemeinen  unendlich  grofs  wird. 
Dagegen  kann  die  Fläche  zwischen  einem  endlichen  y^  und  einem 
endlichen  y,  berechnet  werden. 

328)  Irrationale  und  transcendente  Querschnittsglei- 
chungen  können  insoweit  berücksichtigt  werden,  als  die  Ent- 
wickelung  von  q  in  unendliche  Reihen  möglich  ist.  Auch  hierüber 
ist  schon  vorher,  z.  B.  in  Nr.  195,  das  Nötige  mitgetheilt,  jedoch 
kann  auch  der  entsprechende  Abschnitt  in  Band  III  des  Method.  Lehr- 
buchs verglichen  werden.  Bei  der  Anwendung  der  Summenformel  er- 
hält   man  Reihen,    die   man    entweder   zu  geschlossenen  Ausdrücken 
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summieren  kami,  wovon  in  Nr.  195  einige  Beispiele  vorkommen,  oder 
bei  denen  man  auf  eine  geschlossene  Summierung  verziehten  mufs. 
Im  letzteren  Falle  erhält  man  Annäherungsresultate,  indem  man  eine 
hinreichende  Anzahl  von  Reihengliedem  summiert. 

329)    Sektoren     allgemeiner     Drehungskörper.      Ist     die 
F- Achse  die  Drehungsachse  für  eine  Fläche,  so  liegt  nach  Nr.  116  der 

Schwerpunkt  jedes  Sektors  des  entstehenden 
Drehungskörpers  in  der  Höhe 


/ 

r 
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2S9. 
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wo  Mxy  das  Centrifugalmoment  der  Fläche 
in  Bezug  auf  die  Koordinatenachsen,  My  ihr 
statisches  Moment  in  Bezug  auf  die  T- Achse 
ist.  Im  übrigen  ist  (nach  Nr.  47 — 50)  der 
Schwerpunkt  desjenigen  Kreisbogens  zu  be- 
stimmen, dessen  Radius 

e  == 


M. 


ist  und  dessen  Centriwinkel  der  des  Sektors 
ist.     Nach  Nr.  9  ergiebt  sich    als    Abstand 


es 


2c*  sin  — 


(>  =  r-  bezw.  Q  = 


wo  a  =  —  180«  ist. 
eic 


Die  Beispiele  aus  Nr.  49)  und  50)  mögen 
genügen. 

330)  Körperliche  Schraubengewinde. 
Im  Method.  Lehrbuche,  Teil  III,  Stereometrie, 
ist  an  Fig.  91  gezeigt,  dafs  der  Inhalt  der 
körperlichen  Schraubengewinde  ohne  weiteres 
nach  der  Guldinschen  Regel  berechnet  werden 
kann,  da  die  einzelnen  Sektoren  des  Drehungs* 
körpers  nur  in  ihrer  Lage  verschoben  sind, 
was  den  Inhalt  nicht  ändert.  (Dies  entspricht 
ganz  der  Flächenverschiebung  beim  Cavalie- 
rischen  Prinzip). 
Für  einen  voUen  Umgang  findet  man  also  nach  Nr.  116  den  Schwer- 
punkt folgendermafsen.    In  der  erzeugenden  Fläche  bestimme  man  den 

M  T 

Punkt  mit  den  Koordinaten  y  =  -^ ,  ic  ==  tJ  •    In  der  durch  diesen 


M  ' 


y 
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Fig.  241. 


Punkt  gehenden  Schraubenlinie  liegen  die  Schwerpunkte  aller  unend- 
lich kleinen  Sektoren.  Der  Schwerpunkt  dieser  Schraubenlinie  ist  zu 
suchen.  Er  liegt  in  halber  Höhe.  Seine  Ent- 
fernung von  der  Achse  stimmt  überein  mit 
der  des  Schwerpunktes  für  den  Ejreisbogen, 
in  den  sich  diese  Schraubenlinie  projizieren 
läfst,  wobei  übrigens  a>360°  sein  kann. 

Der  Beweis  für  die  Richtigkeit  dieses 
YerfEkhrens  ergiebt  sich  ebenfalls  aus  dem 
Prinzip  von  Cavalieri. 

Als  Beispiel  behandle  man  nach  Art  von 
Nr.  165  das  in  der  Figur  angedeutete  Trapez- 
gewinde. 

331)   Aufgabe.      Ein  Schraubengewinde 
entstehe  durch  Drehung  eines  Halbkreises  um   eine  unendlich  dünne 
Spindel  und  zwar  so,  wie  es  Fig.  242  darstellt.      Er  soll  im  Aufrifs 
genau  konstruiert  werden,  z.  B.  mit  Hülfe 
der  durch  die  Punkte  C,  D,  E,  F,  G,  B,  J 
gehenden  Schraubenlinien. 

Der  Inhalt  und  der  Schwerpunkt  sollen 
für  einen  halben  Umgang  bestimmt  werden. 

Das  Ausführen   der  Zeichnung  wird 
dem   Leser  überlassen.     Der  Inhalt  wird 

gleich  dem  der  Halbkugel,  also  J  = 

Der  Schwerpunkt  liegt  in  der  Höhe  von  8, 
Der  Punkt  K^  durch  den  die  Hülfs- 
schraubenlinie  geht,  hat  nach  Nr.  50  den 


2     « 


Abstand  AK  =  •---  r, 

16      ' 


demnach    ist     im 


Grundrifs     die      Schwerpunktsentfemung 
M^  Sj^  = =  ^  r,  was  dem  Schwer- 


er 


punkte  der  Halbkugel  entspricht. 

Für    einen    beliebigen    Umdrehungs- 
winkel findet  man  die  Lösung 


r  Bin  — 


a 


ebenso,  wie  in  Nr.  50. 


332)  Andeutung  über  parabolisch  abgeschnittene  Prismen 
und  Cylinder. 
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Fig.  243   stelle   ein  Prisma   bezw.  einen  Cylinder  in  Grund-  und 

Aufrifs  dar.    Derselbe  ist  durch  einen  parftboliBchen  Cylinder  2.  Ordnung 

abgeschnitten,  der  die  Grundrifsebene 

^»  "*  in   der  Geraden  A,B,  berührt.     Wie 

grofs  ist  der  Inhalt  des  Körpers  und 

wo  li^  sein  Schwerpunkt? 

AufLSsung.  Ist  die  Parabel- 
gleichung y  =  x',  so  steht  über  jedem 
Flächenteilchen  F  des  Grundrisses 
eine  Säule  Tom  Inhalte  fx*.  Der  ge- 
samte Eörperinhalt  ist  also 


Ayfiifi 


j^^f^  =  T., 


M.  =  x.J  ist, 
Schwerpunktes 


d.  h.  gleich  dem  Trägheitsmomente  der 
GrundriTsääche  in  Bezug  auf  die 
^ Achse  des  Grundrisses. 

Das  statische  Moment  jeder  kleinen 
Säule  in  Bezug  auf  die  Z-Achse  ist 
gleich  X  •  fx*  ■«  fsf*,  also  ist  das  des 
Körpers 

80  das  es  sich  um  ein  Flächeomoment 

dritter  Ordnung  handelt.    Da  zugleich 

folgt    als    die    eine    Koordinate    des    Eörper- 

_Jtt,_  JVv 

Das  statische  Moment  jeder  Säule  fx^  in  Bezug  auf  die  X-Achse  im 
GrundriTs  ist  zfx*  =  fx^s.     Das  des  gesamten  Körpers  ist 

Demnach  ist  die  zweite  Schwerpunktskoordinate 

Die  Schwerpunktshöhe  y^  wird  folgendermafsen  gefunden.  In  Bezug 
auf  die  Grundfläche  hat  jedes  Säulchen  fx^  das  statische  Moment 
\f(^  oder  -äfx^,  oder  endlich  -'-/"ic*.  Das  Gesamtmoment  in  Bezug 
auf  die  Grundfläche  ist  also  ^^If^,  also  die  Schwerpunktshöhe 
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Ahnlich  ist  es  bei  der  Parabel  y  =  cx^.' 

Bei  der  Parabel  y  =  a^  handelt  es  sich  um  die  Ausdrücke 

2f^,  2'^^'""^  Sf'^'y'  ^Uf^'"- 

An  diesen  Beispielen  erkennt  man  die  Bedeutung  der  Flächen- 
momente  höherer  Ordnung. 

Das  Beispiel  des  regelrecht  aufgestellten  Reohteckskörpers,  der 
in  solcher  Weise  abgeschnitten  ist,  läfst  sich  an  der  Hand  des  Früheren 
bequem  durchfähren.  Andere  Grundrifsformen  sind  schwerer  zu  be- 
handeln. 

Das  Abschneiden  kann  auch  mit  Hülfe  eines  Drehungsparaboloides 
p**'  Ordnung  erfolgen,  wobei  Polarmomente  höherer  Ordnung  auf- 
treten. 

Auf  diesen  Gegenstand,  der  nur  theoretische  Bedeutung  hat,  soll 
nicht  näher  eingegangen  werden.  Er  bietet  zahlreiche  Übungsbeispiele 
fär  die  höhere  Analysis. 

333)  Anwendungen  der  Schwerpunktslehre. 

a)  In  der  Mechanik  spielt  der  Schwerpunkt  Ton  Körpern  eine 
hervorragende  Rolle  als  Angriffspunkt  eines  Systems  paralleler  !([räfbe, 
in  ihm  greift  die  Resultante  der  einzelnen  Schwerkräfte  an,  und  zwar 
für  alle  möglichen  Stellungen  des  Körpers.  Die  elementare  Theorie 
der  einfachen  Maschinen  ist  dort  dadurch  zu  yerfeinem,  dafs  der 
Einfluis  des  Gewichtes  der  einzelnen  Teile  mit  eingerechnet  wird. 
Ein  interessantes  Beispiel  bietet  in  dieser  Hinsicht  die  Untersuchung 
über  die  Empfindlichkeit  der  Wage.  Dabei  handelt  es  sich  nicht 
nur  um   den  statischen,   sondern  auch  um  den  dynamischen  Einflufs. 

b)  Die  Stabilität  von  Mauern,  d.  h.  der  Widerstand  gegen  seit- 
lichen Druck  (Winddruck,  Wasserdruck,  Druck  von  Erdmassen,  Druck 
von  fehlerhaften  Dachkonstruktionen,  von  Gewölben)  hängt  ab  von 
dem  Momente  der  im  Schwerpunkte  angreifenden  Schwerkraft  in 
Bezug  auf  die  Kippkante  der  Mauer. 

c)  Die  Untersuchungen  über  labiles,  stabiles  und  indifferentes 
Gleichgewicht  von  sich  drehenden,  rollenden,  schwimmenden  Körpern 
beruhen  auf  der  Schwerpunktstheorie.  Die  bei  dem  stabilen  Zustande 
eintretenden  Pendelschwingungen  und  ähnliche  Erscheinungen  erfordern 
die  Kenntnis  derselben  Theorie. 

d)  In  den  Lehrbüchern  der  Mechanik  werden  die  Sätze  über  den 
Angriffspunkt    des    Auftriebs    bei    schwimmenden   Körpern 

HolaEmttller,  Ingenieur -Mathematik.    I.  17 
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vielfach  falsch  angegeben,  indem  der  AngriffspunH  in  yoUem 
Widerspruch  zu  den  Hebelgesetzen  einfach  in  den  Schwerpunkt 
der  verdrängten  WassermaSBe  gelegt  wird.  Die  Korrektur  einlebt 
sich  aus  Folgendem;  Der  Druck  p  bei  der  Stelle  Ä  in  Fig.  244 
zerlegt  sich  in  einen  Seitendruck  und  einen  Auftrieb.  Der  erstere 
ist  gleich  dem  Drucke  gegen  die  ent- 
*^*  ***  sprechende  Wandprojektion  des  Flächen- 

teilchens,   der  letztere  gleich  dem  Ge- 
wichte   der    verdrängten    Wassersäule. 
Der  Angriffspunkt  A  liegt  aber  doppelt 
so  tief,  wie  der  Schwerpunkt  der  Wasser- 
säule.    Da  dies  ttlr  alle  Säulchen  gilt, 
so    liegt    der    Angriffspunkt    des 
Auftriebs    im   Falle    der    Fig.  244 
senkrecht      unter     dem     Schwer- 
punkte der  verdrängten  Wassermasse  und  zwar  in  doppelter 
Tiefe.      (Darin   liegt    eine    Anwendung   des   Prinzips    von    Oavalieri 
versteckt.) 

Ist  der  Körper  vollständig  untergetaucht,  so  findet  dasselbe  statt. 
Ist  nämlich  in  Fig.  24f>  S„  der  Schwerpunkt  der  verdrängten  Wasser- 
maase,   S„  der  Schwerpunkt  der   darüber  schwebenden   Wassermasse, 
Sg  der  Schwerpunkt  des  Gesamtraums,  und 
i'is  wa  sind    J„,    J„    und    Jg    die    entsprechenden 

Räume,  so  ist  in  Bezug  auf  die  Niveauääche 
KL  das  gesamte  statische  Moment  gleich  der 
Summe  der  Einzelmomente,  d.  h.  (wenn  die 
Schwerpunktstiefen  mit  („,  t  und  t^  be- 
zeichnet werden) 


demnach  ist  die  Schwerpunktstiefe  der  ver- 
drängten Wassermasse 

JJ„~-JJ„ 

Dies  gilt  für  jede  Gestalt  und  Lage  des  untergetauchten 
Körpers,  auch  kann  dabei  S„jS„  eine  schräge  Gerade  sein. 

Die  Auftrieb 3 Verhältnisse  gestalten  sich  nun  falgendennaTsen. 
Nach  unten  drückt  den  Körper  die  Wassermasse  des  Raums  J^,  nach 
oben  druckt  ihn  die  dem  Gesamtraume  J.,  entsprechende  Wassermasse. 
Die  Resultante  beider  Kräfte  ist  J^  —  J^^J^.  Nun  liegt  der  Angriffs- 
punkt A„  doppelt  so  tief  wie  S^,  also  in  der  Tiefe  2(o;  der  Angriffs- 
punkt Ag  liegt  ebenso  in  der  Tiefe  2  t,,.  Die  beiden  Kräfte  sind  ent- 
gegengesetzte, der  Angriffspunkt  bleibt  nach  bekanntem  Satze  derselbe. 
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wenn  man  die  Richtungen  der  Kräfte  ändert,  wenn  sie  nur  entgegen- 
gesetzte bleiben.   In  der  Fig.  246  sind  die  Kräfte  der  DeutUchkeit  halber 

in  horizontale  Lage  gedreht  worden.    Dort  stelle  Ä„B  die  Kraft  Ja,  AgC 

die  Kraft  Jg  vor.  Macht  man  dann  Aol)  =  ÄgC  und  AgE  =  —  ÄoB, 
dann  giebt  DE  auf  AoAg  den  Schnittpunkt  Au  als  den  Angriffspunkt 
der  Resultante.  Dabei  mufs  nach  dem  Gesetz  der  statischen  Momente 
in  Bezug  auf  KL  sein 


Jg  •   atg  —  tßo'2to  =  e/u  •   tu 

Demnach  ist  die  Tiefe 


Fig.  84«. 


2) 


2  (J„  t„  —  J^  t„) 
4*    \    9  9  o   Ol 


d.  h.  das  Doppelte  von  der  Tiefe 
des  Punktes  Sa. 

(Auf  diesen  Umstand  hat  meines 
Wissens  zuerst  Herr  Ingenieur 
H.  Ha  dicke  in  einem  Schriftchen  vom 
Jahre  1881  aufmerksam  gemacht, 
welches  unter  dem  Titel  „der  Angriffs- 
punkt des  Auftriebs"  bei  Orell  und 
Füssli  in  Zürich  erschienen  ist.  Die 
hier  gegebene  Darlegung  ist  allerdings 
einfacher  und  kürzer.) 

AuF  =  Ju  stellt  die  Resultante  dar.  Bringt  man  sie  in  Au 
entgegengesetzt  an,  so  herrscht  zwischen  den  Kräften  AqB,  AgC  und 

—  AuF  Gleichgewicht.     Die  Resultante  ist   senkrecht  nach  oben  ge- 
richtet zu  denken. 

Der  horizontale  Seitendruck  gegen  den  Körper  ist  in  jeder 
Richtung  genommen  gleich  Null.  Er  besteht  aus  zwei  gleichen 
und  entgegengesetzten  Komponenten,  deren  Gröfse  man  folgender- 
mafsen  findet.  Man  projiziere  den  Körper  auf  eine  senkrechte  Wand, 
die  zugleich  senkrecht  gegen  die  gewählte  Richtung  liegt  (z.  B.  auf  eine 
der  senkrechten  Koordinatenebenen).  Der  eine  Teil  des  Seitendrucks 
ist  dann  gleich  dem  statischen  Momente  M^  der  Projektionsfläche  in 
Bezug  auf  die  Wasseroberfläche,  der  Angriffspunkt  liegt  in  der  Tiefe 

-jTjr  y    wo    Tq    das    Trägheitsmoment,    Mq   das    statische    Moment    der 

Flache  in  Bezug  auf  die  Wasseroberfläche  ist.    Die  andere  Koordinate 

M 
wird  mittels  der  Formel    J^  gefunden,  wo  Mj,y  das  Centrifugalmoment 

der    Projektionsfläche    in    Bezug   auf    den    Schnitt    der    Wasserfläche 
und  der  senkrechten  Koordinatenebene  ist.     (Vgl.  Nr.  113.)    Jetzt  ist 

17* 
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die  Lage  und  Gröfse  der  betreflFenden  Druckresultante  genau  bestimmt. 
Die  andere  ist  ihr  entgegengesetzt  und  gleich  grofs,  die  Summe  beider 
also  Null.  Das  Gesagte  gut  für  jede  beliebige  Gestalt.  Damit 
ist  die  Statik  untergetauchter  Körper  erledigt. 

e)  Stabilität  eines  Schiffskörpers  in  schräger  Lage.    Ist  S 
der  Schwerpunkt  des  Schiffskörpers,  p  das  gesamte  Gewicht  des  Schiffes, 
so  ist  der  Auftrieb  nach  Archimedes  gleich  — |).    Ist  S^,  der  Schwer- 
punkt     der      verdrängten 
^«  247.  Wassermasse,  so  liegt  der 

Angriffspunkt  A  des  Auf- 
triebs doppelt  so  tief. 
Das  Moment  des  Kräfte- 
paares ist  für  diese  Lage 
des  Schiffes  gleich  pe.  Da 
es  ein  aufrichtendes  ist, 
kann  das  Schiff  noch  einen 
Winddruck  vom  Momente 
—  jpe  aushalten,  ohne  zu 
kentern. 

f)  Dreht  sich  ein  Körper 
um  eine  beliebige  Achse, 
so  ist  die  entstehende  Centrifugalkraft  gleich  der  Centrifugalkraft  der  im 
Schwerpunkte  vereinigt  gedachten  Masse.  Im  allgemeinen  greift  sie 
aber  in  einem  anderen  Punkte  an  und  giebt  für  jeden  Punkt  der 
Achse  ein  bestimmtes  Centrifugalmoment.  In  der  Regel  zerlegt  man 
die  gesamte  Centrifiigalwirkung  in  eine  im  Schwerpunkte  angreifende 
Kraft    und    in    ein    Kräftepaar,    dessen    Ebene    besonders    konstruiert 

werden  mufs  (vgl.  Fig.  101  für  den 
Fall   ungleicher   Kräfte).     Die   drei 
Hauptachsen    des     Centralellipsoids 
sind  freie  Umdrehungsachsen.     Das 
Problem  kann    also  nur  mit  Hülfe 
der   körperlichen  Trägheitsmomente 
zum  Abschlufs  gebracht  werden.  — 
Über  die  Centrifugalkraft,  die  einen 
um  seine  Achse  drehenden  Rotations- 
körper zerreifsen   will,  vgl.  Nr.  49. 
g)  Wird  ein  physisches  Pendel 
vom   Gewicht  p   aus   der  Ruhelage 
gebracht  und  hebt    sich  dabei  sein 
Schwerpunkt  um  A,   so  ist  die  geleistete  Arbeit  gleich  jp  •  ä.     (Läfst 
man     es    in     die    Ruhelage    zurückschwingen,    so    wird    der    tiefste 
Punkt    mit    einer    Drehungsgeschwindigkeit    passiert,    die    sich    aus 


Fig.  248. 


B 
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T-^=^ph  als  ^  =y  -^  berechnen   läfst.     Die    Schwingungsdauer 

ist  t  =  Jrl/— ,   ^ö   Z  =  ^  ist.) 

h)  Ist  ein  Hebel  AB  durch  Lasten  p  und  q  ins  Gleichgewicht 
versetzt  und  dreht  man  ihn  um  C,  so  bleibt  der  Schwerpunkt  S  beider 
Lasten  in  derselben  Höhe.  Entsprechendes  gilt  vom  Gleichgewichts- 
zustände anderer  einfacher  oder  zusammengesetzter  Maschinen,  z.  B. 
Rad  und  Welle,  alle  Arten  von  Flaschen-  und  Rollenzügen,  schiefe 
Ebenen,  Schraubenmechanismen  u.  s.  w.  Hierher  gehören  Fragen  des 
indifferenten  Gleichgewichtes.  Dazu  gehört  eben,  dafs  bei  ein- 
tretender Bewegung  der  Schwerpunkt  sein  Niveau  nicht  ändert. 

i)  Wird  ein  Körper  durch  einen  Stofs  fortgeschleudert,  so  bewegt 
sich  sein  Schwerpunkt  in  einer  Parabel  (im  allgemeinen  Falle  in  einem 
Kegelschnitte)  und  aufserdem  finden  Drehungsbewegungen  statt,  die 
mit  Hülfe  der  Trägheitsmomente  zu  untersuchen  sind.  Dies  ist  ein 
Fall  des  sogenannten  Schwerpunktprinzips.  Zur  Lehre  vom  excen- 
trischen  Stofse  ist  ebenfalls  die  Kenntnis  der  körperlichen  Trägheits- 
momente nötig. 

k)  Bewegen  sich  zahlreiche  kosmische  Massen  nur  in  Folge  der 
gegenseitigen  Anziehung,  so  bleibt  der  Schwerpunkt  des  Systems  in 
Ruhe.  Wurde  vorher  jeder  Masse  ein  Stofs  gegeben,  so  bewegt  sich 
der  Schwerpunkt  des  Systems  in  gerader  Linie.  Handelt  es  sich  nur 
um  zwei  Körper,  so  bewegt  sich  der  Schwerpunkt  in  gerader  Linie 
und  beide  Körper  drehen  sich  in  Ellipsen  um  den  Schwerpunkt  des 
Systems  (allgemeiner  in  Kegelschnitten). 

1)  Dafe  in  der  Theorie  der  Gewölbe  der  Körperschwerpunkt  eine 
wichtige  Rolle  spielt,  ist  selbstverständlich.  Dasselbe  gilt  noch  von 
vielen  anderen  Lehren  der  Mechanik,  auf  die  jetzt  nicht  eingegangen 
werden  soll.    Über  die  Flächenschwerpunkte  sei  noch  folgendes  gesagt: 

m)  Bei  Schiefsversuchen  gilt  der  Schwerpunkt  sämtlicher  Treff- 
punkte als  mittlerer  Treffpunkt.  Bei  den  Untersuchungen  über  die 
Abweichung  rotierender  Langgeschosse  wird  er  zu  Grunde  gelegt. 

n)  Soll  bei  einer  Gleichung  w*®"  Grades  durch  eine  Substitution 
das  zweite  Glied  entfernt  werden,  so  handelt  es  sich  um  eine  Ver- 
legung des  Nullpunktes  des  Koordinatensystems  nach  dem  Schwer- 
punkte der  Wurzelpunkte,  mögen  diese  nun  reell  oder  imaginär  sein. 
(Die  Gleichung  darf  auch  komplexe  Koeffizienten  haben.) 

o)  Strömt  in  n  Punkten  einer  sehr  grofsen  Platte  Elektrizität  in 
den  Quantitäten  v^y  v^,  .  .  .  Vn  ein,  imd  wird  sie  in  grofser  Entfernung 
abgeleitet,  so  gehen  die  Asymptoten  der  Stromlinien  durch  den 
Schwerpunkt  der  mit  dem  Gewichte  v^,  v^,  .  .  .,  v«  zu  belegenden 
Einströmungspunkte. 


Abschnitt  IX. 

Die  Trägheits-  und  Centrifugal-Momente  der 

wichtigsten  Körper. 


A.  Allgemeines. 

334)  Während  der  vorige  Abschnitt  die  polaren,  die  axialen 
und  die  Plan-Momente  erster  Ordnung  behandelte,  sollen  hier 
die  entsprechenden  Momente  zweiter  Ordnung  abgeleitet  werden. 
Die   fiir   die  Mechanik  wichtigsten  sind,   wie  sich  zeigen  wird,    die 

axialen,  während  die  Plan- 
Fig  249.  momente  zur  Berechnung 

z  der     ersteren     verwendet 

werden  können. 

335)  Begriff  des 
Planmomentes  zweiter 
Ordnung. 

Ist  m  ein  kleines  Körper- 
teilchen  (in  der  Mechanik 
ein  Massenteilchen),  wel- 
ches von  den  Koordinaten- 
ebenen die  Abstände  Xj  y,  z 
hat,  so  nennt  man  mx^j 
my*,  mt?  die  Planmomenie 
zweiter  Ordnung  des  Massenteilchens  in  Bezug  auf  die  entsprechenden 
Koordinatenebenen,  die  als  die  Ebene  FZ,  ZX  und  XF  bezeichnet 
werden  mögen.  Handelt  es  sich  um  einen  Körper,  so  ist  sein  Trag- 
heitsmoment  eine  Summe  solcher  Ausdrücke,  also 


=  v 


mx^,   T, 


,=^nty^ 


=  v 


wr 


Dabei  beziehen  sich  die  Marken  der  T  auf  die  Ebenen.  Die  T  sind 
die  Planmomente  zweiter  Ordnung  oder  die  Trägheitsmomente  in  Bezug 
auf  die  drei  Grundebenen  des  Koordinatensystems. 
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336)  Begriff  des  Axialmomentes  zweiter  Ordnung. 

Ist  r  der  Abstand  eines  Körperteilchens  7h  von  der  X-Achse,  so  ist 
mr^  das  Azialmoment  zweiter  Ordnung  oder  das  axiale  Trägheitsmoment 
des  Teilchens  in  Bezug  auf  diese  Achse.    Für  den  ganzen  Körper  ist 


r,»^' 


mr 


s 


das   axiale  Trägheitsmoment  oder  das  Axialmoment  zweiter  Ordnung 
fiir  diese  Achse. 

Da   r*  ==  y^  -|-  z^  ist,    so   folgt  mr^  =  my^  +  ^^^   ^^^  wx^ 

oder 

ebenso  ist 

Also: 

Jedes  axiale  Trägheitsmoment  ist  gleich  der  Summe 
zweier  Planmomente  zweiter  Ordnung  in  Bezug  auf  Ebenen, 
die  sich  in  der  Achse  des  ersten  Momentes  rechtwinklig 
schneiden. 

337)  Begriff  des  Polarmomentes  zweiter  Ordnung. 

Ist  Q  der  Abstand  des  Körperteilchens  m  vom  Nullpunkte  des 
Koordinatensystems,  so  ist  mg^  sein  Polarmoment  zweiter  Ordnung 
in  Bezug  auf  diesen  Punkt.     Für  den  ganzen  Körper  ist 

das   polare  Trägheitsmoment  oder  das  Polarmoment  zweiter  Ordnung 
in  Bezug  auf  jenen  Punkt. 

Nun  ist  aber  (>*  =  a:^  +  2/^  +  ^^7  folglich  auch 

wtp*  =  nix^  +  my^  -f-  mz^, 
ebenso 

^W  ^^tnx'  +^my»  +^mg\ 

also 

Folglich: 

Jedes  Polarmoment  zweiter  Ordnung  ist  die  Summe  von  drei 
Planmomenten,  deren  Ebenen  durch  den  Pol  des  ersten  Momentes  gehen 
und  dabei  auf  einander  senkrecht  stehen. 

Natürlich  ist  auch 

was  auch  leicht  in  Worte  zu  kleiden  ist. 


I 
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338)    Yerschiebungssatz    für    das    Planmoment    zweiter 
Ordnung. 

Handelt  es  sich  um  das  Planmoment   T,  =^  mx^,  wobei   die 

Ebene  YZ  durch  den  Schwerpunkt  des  Körpers  gehen  soll,  und  ver- 
schiebt man  die  Ebene  parallel  zu  sich  selbst  um  +  ^,  so  geht  der 
Abstand  x  über  in  o?  +  e,  also  wird  das  neue  Trägheitsmoment 

Ti  =^m  ix  +  ß)*  =^mx^  +^nie^  +^2mex, 

oder  in 

Ti  =^mx^  +  e^^ni  +  2e^mx. 

Hier  ist  ^jmx^  das  ursprüngliche  Trägheitsmoment  T,,  e^^^m  =  (^J 
das  Produkt  aus  dem  Körperinhalte  und  dem  Quadrate  der  Ver- 
schiebungstrecke, ^  mx  das  statische  Moment  des  Körpers  in  Bezug 

auf  die  durch  den  Schwerpunkt  gehende  YZ^Ebene,  also  gleich  Null, 
so  dafs  man  hat 

T,  =  T,  +  e'J. 

Folglich  gilt  der  Satz:  Verschiebt  man  die  Ebene  des  Trägheits- 
momentes aus  der  Schwerpunktslage  um  +  e,  so  wächst  es  um 

6*J,  d.  h.  um  das  Produkt 

Flg.  250. 

z 


aus  dem  Körperinhalte 
und  dem  Quadrate  der 
Verschiebungsstrecke. 


339)  Verschiebungs- 
satz für  das  axiale  Träg- 
heitsmoment. 

Ist  T,  das  axiale  Träg- 
heitsmoment eines  Körpers 
in  Bezug  auf  eine  durch  den 
Schwerpunkt  gehende  Achse, 
z.  B.  die  X-Achse  in  Fig.  250 
und  verschiebt  man  die  Achse  um  -f-  c,  so  verwandeln  sich  die  Koordi- 
naten y  und  jer  in  (y  —  y^)  imd  [z  —  jgrj,  und 


geht  über  in 
oder  in 

r  =  V 


T,  =^m  (y  -  y,y  ^^rni  {z  -  zj 


1    ^  ^y^+^^yl—^'^^^yyi+^^^*+^,^^\—^^^^^i' 
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Wie  im  vorigen  Abschnitte  wird  ^2myy^  =  0  und  ^2fnzz^  =  0 
dagegen 

V 


^ 


^ 


y«  =  ^V»»  =  y*J    und     V»»jf*  =  /J  Vw  =  «JJ. 


Man  erhält  also 

^i  =  ^., + y?'^+ 2;, + ^J.^  =  (2-,. + y ,)  +  J- (y*  +  ^?)  =  T. + j«*. 

Folglich  gilt  der  Satz:  Verschiebt  man  die  Achse  eines  Trägheits- 
momentes aus  der  Schwerpunktslage  um  e,  so  wächst  das 
Trägheitsmoment  um  das  Produkt  aus  dem  Inhalte  und  dem 
Quadrate  der  Verschiebungsstrecke. 

340)  Der  Satz  Tj  =  I,  +  c*  J  gilt  auch  vom  Polarmomente 
zweiter  Ordnung.    Der  Beweis  ergiebt  sich  ebenso,  wie  vorher  aus 

T,  =^m  (X  -  x,y  +^m  (y  -  y^)«  +^m  (z  -  z,y, 

was  sich  auf  Tg  -{-  ^J  reduziert. 


Fig.  851. 


B.  Die  einfaehsten  Formen^  besonders  von  der  Ordnung  Null. 

341)   Aufgabe.      Die    wichtigsten   Trägheitsmomente    des 
Rechteckskörpers 
zu  berechnen. 

Auflösung.  Sind 
a,  b  und  c  die  drei 
Kanten,  so  hat  in  Fig. 
251  jeder  Horizontal- 
Bchnitt  die  Fläche  ab 
und  in  Bezug  auf  die 
Grundfläche,  wenn  y 
der  Abstand  ist,  das 
Trägheitsmoment  a  b  y^. 
Dies  giebt,  wenn  man 
die  Schichtenformel  an- 
wendet, fOr  den  ganzen 

Korper  das  Plan- 
ck c' 

moment  6  a  -r-  oder  J—  • 
3  3 

Für  die  parallele  Schwerpunktsebene  wird  nach  Nr.  338 


r.-4--j(iy 


TU 


abc^ 
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In   Bezug   auf  die   durch   den   Schwerpunkt   gehenden   Koordinaten- 
ebenen  ist  also 


rp       O&C" 


12    '        "  12 

Die  Axialmomente  für  die  durch  8  gehenden  Koordinatenachsen  werden 


12 


Jr    rp       _i       rp       ____  flOC        . 


12 
12 


12      '       12  12 

Das  Polarmoment  för  den  Schwerpunkt  wird 


12 


T,=  T^y  +  ly,  +  T.,^^-^  {a'  +  h^  +  (?)  =  ^,d^, 


12 


WO  d  die  Hauptdiagonale  ist. 


Flg.  852. 


324)   Aufgabe.      Die    wichtigsten   Trägheitsmomente    für 
den  Kreiscylinder  zu  berechnen. 

In  Fig.  252  ist  jeder  Horizontalschnitt 
gleich  r*;r,  sein  Trägheitsmoment  beim 
Abstände  y  von  der  Grundfläche  ist  in  Bezug 
auf  diese  gleich  r^Tcy^.  Nach  der  Schichten- 
formel ergiebt  sich  =  —  als  Träg- 
heitsmoment des  ganzen  Körpers  in  Bezug 
auf  die  Grundfläche. 

Für  die  horizontale  Schwerpunktsebene 
wird  nach  Nr.  338 

T.y 3-  -  {r'Tth)  (-)  =  -j^  =  _. 

Das  Polarmoment   der  Grundfläche   ist   in 


z 


Bezug   auf  ihren    Mittelpunkt   gleich         ^ 

folglich  das  Trägheitsmoment   des    ganzen 

Körpers  in  Bezug  auf  die  jgr- Achse  gleich  —^  =  -—  =  T,- 

Für  jede   der   beiden    durch   die  j? -Achse  gelegten  Koordinaten- 
ebenen ist  das  Trägheitsmoment  des  Körpers  halb  so  grofs^  also 

T   —i!l     T    —irl 

-Ltx  ^     ;        J-y»  ^     • 

Für  die  durch  S  gehende  rr-Achse  ist 
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fÜr^'die .  y- Achse  durch  5»  ist  ebenso 

Das  Pohirmoment  zweiter  Ordnung  für  S  ist 

Mechanische  Aufgaben  über  den  Cylinder  siehe  unter  Nr.  84,  86,  89, 
93,  94,  96  bis  106,  wo  es  sich  um  Säulen,  Achsen  und  Trieb  wellen, 
um  schwingende  Pendel  u.  dgl.*  handelt. 

343)  Das  wichtigste  Axialmoment  des  Hohlcylinders 
mit  den  Radien  r  und  r^. 

Für   den  Kreisring   ist   das   polare  Trägheitsmoment   -r -- 

=  -  (r*  —  rj(  (r*  -|-  r J)  ==  -  (r^  +  ^i)>  ^*^  entsprechende  Axialmoment 
des  Cylinders  ist  also  -  -  (r*  -|-  rf )  =      (r^  +  r\).    In  der  Mechanik  ist 

statt  J  die  Masse  m  =  -  einzusetzen,  wo  p  in  Kilogrammen,  g  =  9,81 

in  Metern  gegeben  werden  kann.     (Besser  ist  es,   mit  Tonnen  und 
Metern  zu  rechnen.) 

Hierzu  vergleiche  man  die  Aufgaben  unter  86,  88,  90  über 
hohle  Achsen,  Hohlsäulen,  Schleif-  oder  Mühlsteine  und  Schwimgringe. 


344)  Das  Gegebene  reicht  auch 
hin,  in  die  Theorie  der  Atwoodschen 
Fallmaschine  einzuführen.*)  Ist 
nämlich  m  die  Masse  des  treibenden 

Übergewichtes,    2  (y  j  =  Wj   die  der 

beiden  Schleppgewichte,  m^  die  des 
Ringes,  m^  die  jedes  durchgehenden 
Radarmes,  wobei  der  schraffierte  Körper 
doppelt  genommen  ist,  wofür  die 
Achse  weggelassen  ist,  so  hat  man 
als  gesamtes  Trägheitsmoment 


Fig.  25.S. 


(m -\- m,)  r*  +  2 .'^^' -\- 


m. 


(X'  +  r?) 


12 


denn    die   aufgehängten    Gewichte    bewegen    sich   mit   derselben    Ge- 
schwindigkeit, als  ob  sie  am  Rande  des  Kreises  angebracht  wären,  so 

*)  Dieses  und  die  folgenden  Beispiele  aus  der  Dynamik  können  auch  an 
Nr.  43  angeschlossen  werden. 


268 


AbschniU  IX. 


dafs  der  Widerstand  durch  (m  +  m^  r^  dargestellt  ist.  Für  obiges 
kann  man  schreiben 

denn  die  Flächendiagonale  d^  des  Rechtecks  ist  gleich  2r^.  Das 
statische  Moment  der  Triebkraft  ist  p  =  mg.  Die  Beschleunigung 
am  Radius  1  wird  nach  der  Mechanik 


stat.  Moment  der  Triebkraft 
'  gesamtes  Trägheitsmoment  ^ 


mr 


(m  +  n»i)  r«  + 


aw^rj    ^    WjCr^  +  rJ) 


3 


+ 


•>> 


Die  Beschleunigung  am  Radius  r  ist  r-mal  so   grols,  also  hat   das 
treibende  Übergewicht  die  Beschleunigung 


Sil 


mr' 


(m  +  *^*i)  1'*  + 


2  m^rl       »«3  (r*  +  rj) 


3 


+ 


Die  Fallbewegung  des  Übergewichtes  geschieht  nach  den  Formeln 
^  "=  9i^7  ^  =  V^'i^?  ^  "^  y2^i/i.  Die  Fadenspannung  des  rechts 
hängenden   Fadens    ist  (w  +  ~j  (^  —  ß^i),   die    des  links  hängenden 

-^  (^  +  fi'i);  di®  Reibung  hat  die  Differenz  beider  Spannungen  zu  über- 

tt 

winden,  wenn  kein  Gleiten  stattfinden  soll. 

Einige  Beispiele  werden  zeigen,  wie  leicht  sich  jetzt 
Fig.  854.       jj^j^  Hülfe  des  Satzes  von  der  Erhaltung  der  Arbeit  ge- 
A\f  wisse  Bewegungsprobleme  ansetzen  lassen. 

345)  Aufgabe.  Ein  Cylinder,  Um  den  ein  bei 
A  befestigter  Faden  gewickelt  ist,  falle  senkrecht 
herab,  werde  aber  durch  den  Faden  zur  Um- 
drehung gezwungen.  Welches  sind  dieBewegungs- 
formeln? 

Auflösnng.     Ist  sein  Gewicht  jp,   und  senkt  er  sich 
um  Ä,  so  ist  die  Arbeit  der  Schwerkraft  pÄ.    Ist  die  ent- 
sprechende Fallgeschwindigkeit  v,  so  ist  die  Drehungsgeschwindigkeit 

an  der  Peripherie  ^  =  - ,  die  Arbeitswucht  (Energie)  also 


(1\ 

mr*  \r/ 


8  Q 


2       '         2  2       '       2       2 

Ebenso    grofs   mufs   die    geleistete  Arbeit  ph   oder  mgh   sein. 
mgh  =  jtnv^    folgt    v  =  Yjgh  =  ]/2  {jg)h,    wahrend    die 


Aus 

ent- 
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sprechende  Formel  beim  freiem  Falle  lautet  |/2^ä.  An  Stelle  von  g 
tritt  also  hier  ^/^gj  die  drei  Fallformeln  sind  demnach  hier 

Durch  den  Drehungszwang  wird  also  die  Fallge- 
schwindigkeit für  jeden  Zeitpunkt  auf  %  der  freien  Fall- 
geschwindigkeit herabgesetzt. 

Wie  grofs  ist  die  Faden  Spannung  bei  diesem  Beispiele?     Es 

ist  ^^  —  gi  =  g  —  j9  "^  s^  ^^®  Spannung  also  *»  3=  f  •    Oder  wenn 

man  den  Vorgang  eingehender  analysieren  will:  Die  Fadenspannung 
ist   die  Kraft,  welche  die  Drehung  hervorruft.     Die  Beschleunigung 

der  letzteren  ist  am  Rande  ^  g^  am  Radius  1  also  y  =  —-    Gleichzeitig 

ist  aber 

Moment  der  Kraft        p^r        2p^ 

'^  ~~  Trägheitsmoment        mr*         mr^ 

'~2~ 

wo  p,  die  drehende  Kraft  ist.    Es  folcrt  —^=^,  d.  h.  »,  =  ^  =  ^ • 

Die  Fadenspannung   beträgt   also   nur   den   dritten  Teil 
des  Cylindergewichtes.     Dieses  Resultat  soU  später 
zur  Aufklärung   über   gewisse  Reibungsverhältnisse  be-         ^**  *^ 
nutzt    werden.     Statt  den  Faden  bei  A  zu   befestigen,  r^\A 

kann  man    ihn   dort  über  eine  leicht  bewegliche  Rolle 

legen    und   durch    das  Gewicht   ^  anspannen.     Der  am 

Faden  herabrollende  Cylinder  j)  hält  dann  dem  Gewichte  ^     Pwä 

das   Gleichgewicht,    wie    leicht    experimentell    bestätigt 
werden  kann. 

Gewöhnlich  wird  die  behandelte  Aufgabe  anders  angegriffen. 
Man  betrachtet  B  als  augenblicklichen  Drehungspunkt  des  Cylinders, 

so  dafs  das  Trägheitsmoment  -^  um  mn^  zu  vermehren  und  gleich 
-j-wr*  zu  setzen  ist.  Das  Moment  der  Triebkraft  in  Bezug  auf  B  ist  jpr, 
also    ist    die    Winkelbeschleunigung   y  ==  -~ —  =     -^  =  r-^  •      Der 


^-> 


|mr«        ^^^'        ^^ 


Punkt  M  befindet  sich  am  Radius  r,  bewegt  sich  also  mit  der  Ge- 
sch windigkeit  g^  =  —-r  =  -^g.     Das  Resultat  ist  dasselbe  wie  oben. 


3r  8 


346)  Noch  stärker  läfst  sich  der  Fall  verlangsamen,  wenn  der  Faden 
nicht  um  die  Scheibe  oder  den  Cylinder,  sondern  um  eine  Achse 
mit  dem  kleineren  Radius  q  gewunden  wird.     (Vgl.  Nr.  93.) 
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Ist  die  Fallgeschwindigkeit  v,  so  ist  jetzt  die  Winkelgeschwindigkeit 
-&•  =  ~ .  Vernachlässigt  man  das  Gewicht  der  Achse,  welches  ein- 
zurechnen übrigens  keine  Schwierigkeiten  macht,  so  wird  die  Arbeits- 
wucht 

.  mv"'    .     T»* myl    .    mr*    \q£   mv^    r^  +  2q^ 

^         "2~    '        2~         "  2       '       2     '     2  2     '       2  e« 

Setzt  man  dies  gleich  der  Arbeit  ph  der  Schwerkraft,  d.h.  =  fngh, 
so  folgt  ^ 

An  Stelle  von  g  in  der  Freifallformel  v  =  Y^gh  tritt  also 

2  g» 

9i—9'  r*+2g»^ 

was  als  Beschleunigung  in  die  drei  Bewegungsformeln  einzuführen  ist. 

Macht  man  z.  B.  r  =  10(>,  so  wird  ffi  =  ffioog»  +  2g' '^  bi'  ^^^ 
Fallgeschwindigkeit  wird  also  der  51.  Teil  der  Freifallgeschwindigkeit. 
(Entsprechende  Versuche  über  Unterrichtszwecke  lassen  sich  mit  dem 
Rade  der  Atwoodschen  Fallmaschine  machen,  um  deren  Achse  man 
Fäden  gewickelt  hat.) 

Die  Fadenspannung  wird  hier  gröfser  als  bei  der  vorigen  Aufgabe, 

denn  es  i^t  g  —  g^  =  g  —  g ^,  ^^^^  =  ^,  ^  ^^-„  also  die  Spannung 

,t^T'2  «  ^^    M  ^o  t'     Oder,  wenn  man  die  obige  Betrachtung  wieder- 

2  p» 
holen    will:    Aus    g^=  g  ^  ■   » -^    folgt    als    Winkelbeschleunigung 

(am  Radius  1)  y  =  ?^  =    ,  _^^   ^  •     Dieselbe  Winkelbeschleunigung 

wird  durch  die  Fadenspannung  jp^  hervorgerufen,  so  dafs  auch 

Eraftmoment  p^  q 

'^        Trägheitsmoment        mr* 

ist.  Aus  der  Gleichsetzung  der  rechten  Seiten  ergiebt  sich  die 
Fadenspannung 

mgr*  pr* 

Pi  ~  r*+  2^*  ~  r*+"  2q*  ' 

Ist  z.  B.  r  =  10  p,  so  folgt  p^  =  ^p,  wo  jp  das  Cylindergewicht  ist. 

Man  bemerkt,  dafs  bei  der  Herabsetzung  der  Freifallbeschleunigung 
von  g  auf  gj^  die  Fadenspannung  um  ^  des  Gewichtes  vermindert  wird. 
Dies  bestätigt  die  obige  Bemerkung  über  den  Ausdruck  m(g  —  g^). 
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Fig.  256. 


Der  Grund,  weshalb  wir  auf  die  Fadenspannung  überhaupt  ein- 
gingen, wird  sich  aus  der  folgenden  Aufgabe  ergeben. 

347)  Der  Cylinder  ist  wiederum  mit  einem  Faden  um- 
wickelt. Das  Ende  desselben  sei  aber  bei  A  an  der  schiefen 
Ebene  mit  Neigung  a  befestigt, 
auf  welcher  der  Cylinder  herab- 
rollen soll.  Beschleunigung  und 
Fadenspannung  sollen  berechnet 
werden,  ohne  dafs  die  Reibung 
berücksichtigt  wird. 

Beim   senkrechten  Fall   ergab   sich 

unter    Drehungszwang    v  =y2ijg\h. 
Man  braucht  nur  l  sin  a  für  h  zu  setzen, 

um  hier  v  =  y2  {^yj  l  sin  a  zu  finden,  so  dafs  an  Stelle  Yong^  =  |-^  jetzt 

)7i  =  Y^sina    als  Beschleunigung   tritt.     Man    kann    aber   auch    so, 

wie  vorher,  die  Gleichung  der  Erhaltung  der  Arbeit  benutzen,  oder 
auch  B  als  Drehungspunkt  betrachten.  Das  statische  Moment  der 
Schwerkraft  in  Bezug  auf  B  ist  dann  pr  sin  a,  das  Trägheitsmoment 

aber      — (-  wr*  =  j^^^-     Es  folgt  die  Winkelbeschleunigung 


prsin  u 


2  g  sin  a 

S  f 


2 


also   für  3f,  d.  h.   f&r  den  Radius  r,  das  r-fache  oder  g^  =  -g  sin  a. 
Die  Drehung  wird,  wenn  keine  Reibung  vorhanden  ist,  durch  die 

Fadenspannung  p^  hervorgerufen,   so   dafs  auch  ist:  y  =  — -,  =      \  • 
Gleichsetzung  beider  Ausdrücke  für  y  giebt 


2 


mg  8in  er         jd  sin  a 
Pi  —         3-        —  —3  -  • 

348)  Diese  Fadenspannung  giebt  uns  an,  wie  grofs  die 
Reibung  mindestens  sein  mufs,  um  das  Herabgleiten  zu  ver- 
hindern und  die  Cylinderbewegung  zu  einer  rein  rollenden 
zu  machen. 

Ist  also  der  Reibungskoeffizient  für  Gleitung  ^,  die  Reibung  selbst 

f}  sm  et 

also  hier  ^p  cos  a,  so  ist  im  vorliegenden  Falle  ^ip  cos  a  =-   ^ — ,  d.  h. 


3 


ft  =  I  tang  a. 


Bei    den    gleitenden    Körpern    ist    bekanntlich    der    Koeffizient 
^  =  tang«;    man    hat    also    für    den    rollenden    Cylinder    das 
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bemerkenswerte  Resultat,  dafs  sein  Gleiten  schon  durch  den 
dritten  Teil  derjenigen  Reibung  verhindert  wird,  die  einen 
nicht  rollenden  Körper  vom  Gleiten  abhält.  Mit  anderen 
Worten:  Bei  nicht  rollenden  Körpern  findet  das  Gleiten 
bereits  statt  bei  tang  «  ^  ft,  bei  dem  rollenden  Cylinder  erst 
bei  tang  a^3ft.  Die  Steigung  der  schiefen  Ebene  darf  also 
hier  die  dreifache  sein,  ohne  dafs  Gleitung  stattfindet.*) 

Ist  z.  B.  der  Reibungskoeffizient  (i  =  0,2,  so  folgt  aus  tang  a  =  0,2 
der  sog.  Reibungswinkel  11®  18'  40".  Sobald  die  Neigung  gröfser  ist, 
beginnen  ebenflächige  Körper  zu  gleiten.  Der  rollende  Cylinder  aber 
gleitet  erst  bei  tang  «  =  2ft  =  0,6,  d.  h.  bei  «  =  30»  57'  50".  Sobald 
der  Winkel  kleiner  ist,  findet  lediglich  ein  Rollen  statt,  und  ab- 
gesehen von  der  geringfügigen  roUenden  Reibung  gelten  die  oben 
entwickelten  Bewegungsformeln.    Ist  dagegen  die  Neigung  gröfser,  so 

findet  Rollen  und  Gleiten  zugleich 
^8  267.  statt.     Dies  ist  ein  ganz  anderer  Fall 

mit  besonderen  Bewegungsgleichungen. 

Später  soll  auf  diesen  schwierigen  Fall 

noch  eingegangen  werden. 

349)    Das    obige   Resultat   ändert 

sich  sofort,  wenn  der  Cylinder  unter 

Auflagerung  auf  eine  Achse  auf 

der  schiefen  Ebene  herabrollt. 

Zunächst  werde  hier  wiederum  die 

Reibung  weggedacht,  dafür  aber  ein  Faden,  der  bei  A  befestigt  ist, 

um  die  Achse  gewunden.     Nach  Art  der  obigen  Entwicklung  erhält 

man  als  Beschleunigung  des  Punktes  M 


9i  =g^\na-i 


2  p« 


r»  +  2  p 


i; 


als  Winkelbeschleunigung  (am  Radius  1)  also 

y        g        r«  +  2p** 

Die  Fadenspannung  p^   am  Radius  q  giebt  aber  für  dasselbe   y 
den  Wert 


mr' 


mr' 


*)  In  mehreren  Lehrbüchern  und  Abhandlangen  finden  sich  in  dieser  Be- 
ziehung irrtümliche  Ableitungen,  die  auf  der  falschen  Annahme  fufsen,  dafs  der 
iieibungswinkel  derselbe  bliebe. 
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Aus  der  Gleichsetzung  beider  Werte  ergiebt  sich  als  Faden- 
spannung 

mgr*smcc         jpsinar* 
P^  ~  V«  +'2'q*  ~  r*"+T^ ' 

Ist  z.  B.  r  =  10(>,  so  wird  ^^  =psin  a~-     Ebenso   grofs  mufs 

die  gleitende  Reibung  sein,  wenn  das  Gleiten  verhindert  werden   und 

blofses  Rollen  stattfinden   soll.      Der  Koeffizient    berechnet    sich    für 

den  Grenzfall  aus 

p  sinar* 

also 

im  gewählten  Beispiele  also  a  ==  ^  tang  a,    so   dafs   der  Grenzwinkel 

aus  tang  a  =  50  f*  zu  berechnen  ist. 

Ist    z.  B.    wieder  (i  =  0^2,    so    wird    der    Grenzwinkel,    wie  aus 

tang  a  =  5ö  ■  0,2  folgt,  a  =  11^  31'  50",  während  er  für  nur  gleitende 

Körper  war:  11®  18' 40".  Der  Unterschied  ist  also  jetzt  ein 
weit  weniger  auffallender  als  bei  dem  einfach  aufliegenden 
Cylinder,  wo  der  eine  Winkel  fast  dreimal  so  grofs  war  als  der 
andere. 

Ein  entsprechender  Versuch  kann  wieder  gemacht  werden,  indem 
man  das  Rad  der  Atwoodschen  Fallmaschine  mit  der  Achse  auf 
zwei  parallel  gestellte  Lineale  legt  und  so  auf  schiefer  Ebene  herab- 
rollen läfst.  Angenommen,  der  Reibungskoeffizient  wäre  0,2,  so  würde 
bei  a  gröfser  als  11®  31' 50"  fast  nur  ein  Herabgleiten,  kaum  ein 
Rollen  bemerkbar  sein,  während  ein  Cylinder  noch  bei  nahe  30®  58' 
einfach  herabrollen  würde.  Für  (>  =  0,  d.  h.  für  unendlich  dünne 
Achsen,  hört  der  Unterschied  ganz  auf. 

Versuche  dieser  Art  sind  mit  so  einfachen  Hülfsmitteln  durch- 
zuführen und  werfen  so  überraschendes  Licht  auf  die  entsprechenden 
Punkte  der  Bewegungslehre  und  der  Reibungstheorie,  dafs  ihre  Nicht- 
berücksichtigung in  den  Lehrbüchern  eine  erhebliche  Lücke  bedeutet. 

350)  Nur  noch  ein  Beispiel  für  die  schiefe  Ebene  sei  angegeben: 
das  der  herabrollenden  Kugel  unter  dem  Einflüsse  der  Reibung 
oder  des  um  den  grofsten  Kreis  gelegten  Fadens.  Das  Trägheits- 
moment der  Kugel  war  schon  in  Nr.  174  abgeleitet  worden.  Die 
Arbeitsgleichung  würde  hier  lauten 

A  =pl  am«  =  -2--  +  (,- mr^)  ^  =  -g-  +  (t'»''*)  -g"  =  ^  T  " 

HolzmQllory  Ingenieur- Mathematik.    I.  IB 
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Aus  der  Gleichung  folgt  als  Geschwindigkeit  des  Mittelpunktes 

als  Beschleunigung  desselben  also  j^f^  =  y^f  sin«,  sodafs  die  Winkel- 
beschleunigung ist 

5  ^  sin  a 

y  ^ 

Die  Fadenspannung  p^  giebt  aber  die  Winkelbeschleunigung 

'^  T         2       ,        2mr 

d 

Gleichsetzung  beider  Werte  bestimmt  die  Fadenspannung  als 

Vi  =  \f  sin  a. 

Ersetzt  man  für  den  Qrenzfall  p^  wieder  durch  die  Reibung,  so 
folgt 

ftp  cos  a  =  yjp  sin  a , 
d.  h.  f*  =  y  tai^g  '"^     ^iid     tang  a  ==  y  ft. 

Daraus  ergeben  sich  wiederum  entsprechende  Folgerungen.  Beim 
Reibungskoeffizienten  /li  =  0,2  würde  tang  «  =  y  0,2  =  0,7  den  Grenz- 
winkel a  =  340  39' 30"  (statt  1P18'40")  für  das  blofse  RoUen  er- 
geben. 

351)  Da  die  Lehrbücher  elementaren  Charakters  auf  die  ent- 
wickelten Unterschiede  keine  Rücksicht  nehmen,  konmien  bisweilen 
gelegentlich  der  Reibung  unmögliche  Beispiele  vor,  durch  welche  die 
bestehenden  Unklarheiten  noch  unterstützt  werden.    Fast  nirgends  wird 

man    z.  B.    folgende     naheliegende 
^«  ^^^  Aufgabe  gestellt  oder  berücksichtigt 

finden: 

Ein  Cylinder  vom  Gewichte 
p   werde  durch  eine   an    seiner 
Achse  angreifende  Horizontal- 
kraft py^  auf  horizontaler  Bahn 
bewegt.    Wie  grofs  mufs  die  gleitende  Reibung  mindestens 
sein,  damit  nicht  Gleitung,,  sondern  nur  Rollen  entstehe? 

Zunächst  werde  wieder  von  der  Reibung  abgesehen  und  das 
Rollen  durch  einen  Faden,  der  bei  A  befestigt  und  um  den  Cylinder 
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geschlungen  ist,"  erzwungen.  Legt  nun  der  Angriffspunkt  den  Weg  h 
zurück^  so  ist  die  Arbeitsgleichung 

A  =p,h  =  -^  +  T-  =  --  +  —  -^-  -  =  jtnv*. 
Daraus  folgt  die  Geschwindigkeit 

för  den  Punkt  M  also  die  Beschleunigung  ^^  =  ^?!^  und  demnach 
die  Winkelbeschleunigung  y  =  r^  •  Wie  früher  ist  zugleich  die 
Fadenspannung   A :  y  =  ~^  =  t~  ,    und    durch    die    Gleichsetzung 

ermebt  sich  -^  =  r-^  oder  ix,  =  %  • 
^  mr        Smr  ^^         S 

Wie  grofs  also  auch  das  Gewicht  und  der  Radius  des 
Cylinders  seien,  die  Fadenspannung  ist  in  allen  Fällen  der 
dritte  Teil  der  Zugkraft. 

Soll  demnach  auch  ohne  Faden  nur  Rollung  ohne  jedes 
Gleiten  stattfinden,  so  mufs  die  Reibung  mindestens  der 
dritte  Teil   der  Zugkraft  sein.    Sie  ist  aber  in  diesem  Falle  ftjp, 

also  ist  der  Minimalwert  filr  ^  zu  berechnen  aus  fip  ==  ^ ,  d.  h.  er 
ist  fi  =  |^. 

Sobald  ft < ^  oder  Pi>  Sfip  ist,  findet  Gleitung  und  Rollung 

zugleich  statt^  und  ganz  neue  Bewegungsgleichungen  sind  zu  bilden. 
Ist  z.  B.  ft  =  0,2,  so  mufs  p^  unterhalb  Ofip  bleiben,  damit  nur 
Rollung  stattfinde. 

Unter  dieser  Bedingung  bewegt  sich  dann  Jf,  abgesehen  von  der 
geringfügigen  rollenden  Reibung,  nach  den  Formeln 


die  Drehung  aber  gehorcht  den  Formeln 

Smr   '  2  3  mr    '  r       Smr 

352)  Wie  aber  erfolgt"  die  Bew[egung,  wenn  jene  Be- 
dingung nicht  stattfindet,  d.h.  wennpj>3/ip  ist? 

Die  Lösung  ergiebt  sich  durch  folgende  Hülfsaufgabe,  die  auch 
an  sich  nicht  ohne  Interesse  ist. 

18* 
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Ein  Fadeu   sei   um  einen   Cylinder  vom  Gewichte  p  ge- 
schlungen;   er   werde    durch    eine    Kraft   q   bei   Ä   senkrecht 

nach    oben    gezogen.      Wie    bewegen    sich    die 
Fig.  259.  Punkte  M  und  Ä^  und  wie  dreht  sich  der  Cy- 

linder? 

Auflösung.  Man  zerlege  p  in  q  und  p  —  q.  Die 
Kraft  q  und  die  nach  oben  gerichtete  ( — q)  bilden  das 
Kräftepaar,  welches  den  Cylinder  in  Drehung  versetzt, 
die  Kraft  p  —  q  zieht  ihn  nach  unten.     Die  Drehung 

qr  2q 


A- 


erfolgt  also  mit  der  Beschleunigung  y  = 


(T) 


m 


Die 


also  am  Rande  mit  der  Beschleunigung  g^  = 
Senkung    des    Punktes    M    geschieht    mit    der    Be- 
schleunigung g^  = •     Der  Punkt  B   senkt   sieh 

erstens  mit  der  Beschleunigung  g^,  steigt  aber  zweitens 
mit  der  Beschleunigung  ^j,   seine  wirkliche  Beschleu- 
nigung, ebenso  die  von  Ä,  ist  demnach 


9%—9i  = 


m 


1? 
7n 


p  —  ^q 


m 


(Ist  2>  =  3  ^r,  so  steht  A  still,  was  mit  dem  früher  behandelten  Falle 
übereinstimmt.) 

Es  ist  nicht  überflüssig,  auch  hier  den  Satz  von  der  Erhaltung 
der  Arbeit   zu   prüfen.      Die   Arbeitswucht   der   bewegten   Masse    ist 

-(- Ty*     Ist   h   die   Senkung   von   itf,    so   ist  t?  =  y2^2A,    also 

tu  v' 

—-  =  mg^h  =  (p — .q)h.     Ist   femer   cd    der   Drehungsweg   für   den 
Radius    1,     so     ist     die    Winkelgeschwindigkeit    -9- =  ]/2y(D,    also 

Y  2 


•  y(o  = 


mr*    2  q 


mr 


CO  =  qr<o.     Nun    ist  aber  (o  :h  =  y  :g^ 


=  _^  .  ^     ^    alaQ  0,  =-:  -  -^  —  .    Folglich  ist  T-    =  qrco  =  — 

nir        m     '  r(p  —  o)  ®  2^  p  —  q 


p  —  q 
2g«Ä 


Die    Summe     der    Arbeitsfähigkeiten    ist    also    (jp  —  s)  Ä  -|-  -^^^ 

=  — ^3~  [p  +  3g^  —  ^^PQ]'    Ist  dies  eben  so  grofs  wie  die  geleisteten 

Arbeiten?    Die  Kraft  p  hat  den  Weg  h  nach  unten,  die  Kraft  q  den 
Weg  A^  nach  oben  zurückgelegt;   die  Leistungen  sind  also  zusammen 

ph  —  qhy    Es  ist  aber  h^:h=g^:g^  =  - — :;^-    „-  }  ^Iso  h^  =  h     — 

jP  X 


tn 


m 


und    qh^==  qh   --_^ '     Die  Arbeitsleistung   ist   also  ph  —  qh      _~~ 
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=  — ^—  [p^  +  3  3*  —  2jpg].     Dies  stimmt  mit  dem  obigen  Resultate 
überein,  die  Giltigkeit  des  Satzes  ist  also  nachgewiesen. 

353)  Die  Anwendung  auf  das  Reibungsproblem  ist  nun  sehr  einfach. 
Das  Gewicht  des  Cylinders  sei  wiederum 

p,   die  ziehende  Kraft  p^y  die  gleitende  ^**  ^^' 

Reibung  q  =  fip  und  Pi  >  3  gr^  wie  voraus-  y^      X 

gesetzt  werden  musste,  um  Rollung  und  [      A^    \     ^     ^'     > 

Gleitung  zugleich  zu  erhalten.  Die  rollende  V           J   ^ 

Reibung   bleibe    unberücksichtigt.     Die  ^:'/'  :/\'^y^^>J^A!^\y/'';^^ 
Beschleunigung    der     Drehung     erfolgt 

durch     das     Eräftepaar  +  q    am    Radius    r,    ist    also    y  =  7-^  ,- 

=  — r  =  -^  •  Aß  dßr  Peripherie  ist  die  Beschleunigung  gi=^  2  fig 
Der  Kraftüberschufs  p^  —  Q  =Pi  —  /*P  bringt  die  davon  unabhängige 
Beschleunigung  von  M  hervor,  und  diese  wird  g^  =  — —  -^  •  Die 
Schleifung  des  Punktes  B  hat  die  Beschleunigung 


m  *  "^  m 


(Das  Schleifen  ist  Null,  sobald  jj^  =  3(ip  ist.  Es  findet  statt,  sobald 
|>i  >  3f*|)  ist,  es  findet  nicht  statt,  sobald  PiK'^^p  ist.  Die 
Anfangsgeschwindigkeit  war  als  Null  vorausgesetzt.)  Der  von  M 
zurückgelegte  Weg  l  verhält  sich  zum  Reibungswege  i^  wie  g^  zu  g^ 
Die  Arbeitsgleichung  würde  sein 

wo  der  letzte  Posten  die  Reibungsarbeit  ist.     Dafs  aber 

Pj  —  9[k  =  -2-  +  -2~ 

ist,  war  schon  bei  dem  Hülfsbeispiele  nachgewiesen  worden. 
Die  Bewegungsgleichungen  für  M  sind 

die  Gleichungen  für  die  Drehung  sind 

r      '  2    r       '  fr 

Das  Schleifen  geschieht  nach  den  Formeln 
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Ist  die  Reibung  (ip>-^,  so  wirkt  sie  trotzdem  stets  nur  in  der 

Stärke  fip  =  ^-     Setzt  man  dies  ein,   so  wird  das  Schleifen  Null, 

und  die  Formeln  werden  die  früheren. 

Die  Richtigkeit  des  Ganzen  kann  man  erproben,  indem  man 
untersucht,  ob  der  Satz  von  der  Erhaltung  der  Arbeit  gewahrt  bleibt. 
Man  legt  dabei  bequem  das  Ende  der  ersten  Sekunde  zu  gründe. 

An  einem  allgemeineren  Beispiele  soll  dies  durchgeführt  werden; 
der  Abwechselung  halber  werde  dabei  die  Behandlung  geändert. 

354)  Ein  beliebig  gestalteter  Körper  rolle  unter  Achsen- 
lagerung  von    schiefer   Ebene   herab.     Die  Achse   habe   den 

Radius     (>,     und     ihre    Mittellinie 
Fig  261.  gehe   durch   den  Schwerpunkt  des 

Körpers.       Wie     erfolgt     die     Be- 
wegung? 

Zunächst  sei  die  Reibung  Null  und 
das  Drehen  durch  den  bei  Ä  befestigten 
und    um    den    Cylinder    geschlungenen 
Faden    erzwungen.     Die   Bewegung    ist 
Drehung  um  M  und   gleichzeitige  Ver- 
schiebung oder  auch  Drehung  um  den  jedesmaligen  Berührungspunkt 
B   allein.      Das   Moment   der   Schwerkraft   in   bezug   auf  diesen    ist 
jjsina,  die  Winkelbeschleunigung  also 

PQ  sina  mg  sin  a 

^  ~  T  +  mg^  ~  ^  T  +  wp* ' 

Ebenso  grofs  ist  die  Winkelbeschleunigung  der  Drehung  um  M. 
Die  geradlinige  Beschleunigung  von  M  ist 

PQ*  sinoe  mp'  sina 

Die  Fadenspannung  ist 
p^  =  mg  sin«  —  mg^  =  mg  sin«  (l  —  ^T^^)  =  n%g  sin«  ^q-^^. 

Soll  die  Reibung  den  Faden  ersetzen,  so  muss  sein 

T 

der  Koeffizient  also 

Der  Reibungswinkel  für  gegebenes  ^  folgt  schliefslich  aus 

tanga==fA V~^' 
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Ist  tang  a  kleiner,  so  findet  die  Bewegung  nach  den  soeben 
berechneten  Beschleunigungen  ^^  und  y  statt.  Ist  tang  a  gröfser,  so 
findet  Gleitung  und  RoUung  zugleich  statt.  Die  Drehung  entsteht 
durch  das  Kraftepaar  +  fip  cos  a  mit  dem  Hebelarme  q,  hat  also  die 
Winkelbeschleunigung 

HP  C08  ag fimg  cos  tt 

Vi  ^  9  j»         5 

der  Kraftüberschuss  j?  sin  a  —  (tp  cos  a  giebt  die  fortschreitende  Be- 
schleunigung  für  M,  nämlich 

p  sin  a  —  tt«  cos  cf  /  .  v 

9i  = :;f^ =flr  (sma  —  ii  cosa). 

An  der  Peripherie  ist  die  Drehbeschleunigung 

^Lp  cos  cfp'  /i  w  cos  ap' 

9%  —  Yx9  = j =  9 T ' 

die  Beschleunigung  des  Schleifens  ist  also 

9i=9i—9i^9  (sma  —  fi  cosa — V"^/ ' 

(Das  Schleifen  ist  N  ull,  sobald  (i  <  tang  a  —  ^  ^  ist,  die  Probe 
stimmt  also.  Ist  die  Reibung  gröfser,  so  wirkt  sie  trotzdem  nur  wie 
die  Fadenspannung,  nämlich  nach  dem  Gesetze  |[t=»tanga — -^7?—-) 


355)  Eine  weitere  Probe  werde  gemacht,  um  zu  zeigen,  wie  es 
sich  bei  Reibungsproblemen  mit  dem  Satze  von  der  Erhaltung  der 
Arbeit  gestaltet. 

Ist  zunächst  Z^  der  von  M  zurückgelegte  Weg,  so  ergiebt  sich 
der  Gleitungsweg  aus  der  Proportion  ^s  :  ^i  =  ^s  :  9i  als 

sin  a  —  II  cos  a ' 

L  =  J.  ?«  =  L . ^—  • 

»  1  ^j  1  Sin  a  —  ffr  cos  a 

Man  setze  nun  folgende  Arbeitsgleichung  an: 
Arbeit   der  Kraft  =  Energie  der  Massenbewegung  +  Reibungsarbeit, 
oder 
Arbeit   der  Kraft  —  Reibungsarbeit  ==:  Energie  der  Massenbewegung, 

also 

T  +  mg* 
sin  a  —  tt  cos  a -^ ,  «, 

pL  sin  a  —  up  cos  aL . — =  -5 — r  -^  v ' 

^  ^  ~^  *  sin  a  —  ft  cos  a  2       '  a 
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Ist  diese  Gleichung  richtig?    Als  Zeitpunkt  wähle  man  z.  B.  das 
Ende  der  ersten  Sekunde.     Dann  ist 

('i  =  ^  (sin  a  —  fi  cos  a),    v  =^  g  (sm  a  —  ft  cos  a) ,    ^  =  y  =  ^-^-—^ — ^  • 

Durch  Einsetzung  dieser  Werte  formt  sich  die  linke  Seite  um  zu 


P9 
2 


fsin^  a  —  2  ft  sin  a  cos  a  -)-  ft*  cos*  a  —  ^   ^ 


Fig.  262. 


Die  rechte  Seite  führt  auf  denselben  Wert.    Die  Probe  mit  dem 
Satze  Ton  der  Erhaltung  der  Arbeit  stimmt  also  gleichfells. 

Dem  Leser  bleibe  es  überlassen,  eine 
ganze  Schar  hierher  gehöriger  Aufgaben, 
z.  B.  solche,  bei  denen  es  sich  um  das 
Hinau&oUen  handelt,  selbst  anzusetzen.  Um 
jedoch  zu  zeigen,  wie  man  die  Schwierig- 
keiten des  Ansatzes  in  mannigfacher  Weise 
überwinden  kann,  behandeln  wir  noch  ein 
verwandtes  Beispiel. 

356)  Ein  Faden  sei  über  eine  leicht- 
bewegliche Bolle  gelegt,  deren  Masse 
Null    sei.     An    dem  Ende  Ä  sei  ein   Gewicht  befestigt,   das 
andere  Ende  sei  um  einen  Cylinder  vom  Radius  r  und  vom 

Gewichte  p^  geschlungen,  der  infolge 
der  Fadenspannung  und  Schwerkraft 
abrollen  wird.  Wie  erfolgen  die  ein- 
zelnen Bewegungen? 

Auflösung.  Sinkt  Ä  mit  der  Beschleu- 
nigung g^  statt  g,  so  bleibt  die  Fadenspannung 
S  =  (ß  —  g^)  ^-  Da  die  Masse  der  oberen 
Rolle  als  Null  angenommen  ist,  so  herrscht 
auf  der  andern  Seite  dieselbe  Fadenspannung. 
Damit  ist  die  Aufgabe  auf  eine  fiühere 
zurückgeführt,  bei  der  es  sich  um  die 
Fadenspannung  g  statt  S  handelte,  nur  ist 
noch  die  Unbekannte  g^  darin.  Dort  erfolgte 
die   Drehung   mit    der  Winkelbeschleunigung 


Fig.  263. 


4 


y  = =  — ^^ — ^L  an  der  Peripherie  also  mit  öt,  =  —  =  — ?-^ — ^^, 

M  dagegen  sank  mit  der  Beschleunigung  g^  =  -~-  -  =  -  *  ^  ~  *^^«  v^ZT  ^ . 

Die   beiden  Bewegungen  von  B  sind   entgegengesetzt,    die   wirkliche 
Bewegung  also 


9i 


1 


3m^  —  ^1  „  _  ^^Pt—  Pi 
^2  =  Q^     I  W  9=9 ^ 


Die  Trägheits-  und  Cenirifugalmomentc  der  wichtigsten  Körper.       281 

und  dies  ist  zugleich  die  Beschleunigung  g^  von  Aj  sodass 

3w,flf  —  3w,5f,  —  m^g 

Daraus  folgt 

"         3»w,  +  m^  ^  ~"  ^  3j^,  +  i>i 

Dies   in  die  Gleichungen  für  y  und  g^  eingesetzt^  giebt  die  Winkel- 
beschleunigung 

^        4^*»^        ^        ^Pt9  _ 
^        r[3t»,  +  mj        r  [3p,  +!>,]' 

für  M  aber  die  Beschleunigung 

^1         ^  Wj  +  31/4        ^  Pi  +  3ft  ' 

Setzt  man  z.  B.  ^^  ==  Sjpj,  so  wird,  wie  in  einem  früheren  Bei- 
spiele, fl'g  =  0,  g^  =  ^  g.    Setzt  man  i?^  =  oo ,  so  wird  ^^g  =  g,  womit 

A  die  gröfste  mögliche  Geschwindigkeit  erhält.    Dabei  wird  5^1  =«  , 

was  die  geringste  Senkungsbeschleunigung  für  M  giebt.  (Ein  Steigen 
von  M  würde  nur  möglich  sein,  wenn  man  das  Gewicht  p^  durch  eine 
Kraft  ersetzte,  die  nicht  an  die  Maiimalbeschleunigung  g  gebunden  ist.) 
Berücksichtigt  man  die  Masse  der  oberen  Rolle,  so  wird  die 
Lösung  nicht  viel  schwieriger,  nur  ist  natürlich  die  Fadenspannung 
rechts  eine  andere,  als  links.  Ist  nämlich  die  Spannung  links  wieder 
S  =  m^  ig  —  g^j  so  würde,  da  die  Rolle  am  Rande  die  Beschleunigung  g^ 

erhält  und  ihre  auf  den  Rand  reduzierte  Masse  -^  ist,  für  die  Spannung 
rechts  nur  übrig  bleiben  S ^ g^  oder   S^  =  m^{g  —  g^ ^ g^ 

=  ^9  —  9%  (^2  +  ^) ■     ^^^  J^*^^  ^  i^*  ^^®  Aufgabe  zu  behandeln 
wie  vorher. 

357)  Auch  die  Schwungradtheorie  läfst  sich  mit  den  bisherigen 
Hülfsmitteln  behandeln.  Man  kann  bei  gegebener  Schwungmasse  die 
GröXse  der  Schwankungen  in  der  Geschwindigkeit  und  umgekehrt  aus 
der  zulässigen  Schwankung  die  Schwungmasse  berechnen.  Über 
dieses  Kapitel  vergleiche  man  den  Anhang. 

Zu  entsprechenden  Beispielen  können  noch  herangezogen  werden 
der  Drehungskörper  mit  symmetrischem  Schnitt  in  Nr.  125,  besonders 
der  ringförmige  Wulst  in  Nr.  126,  die  Kugelbetrachtungen  in  Nr.  174 
und  175,  besonders  die  Stofs-  und  Pendeltheorie,  die  Energiezunahme 
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der  sich  zusammenziehenden  Erde  in  Nr.  177^  die  Drehungsparaboloide 
verschiedener  Ordnung  in  der  Tabelle  des  Abschnittes  188. 

Man  erkennt;  welch  reichen  Ubungsstoff  man  schon  an  diese  ein- 
fachsten Eörperformen  anschliefsen  kann,  und  wie  viele  wichtige  Kapitel 
der  Mechanik  nur  mit  Hülfe  der  Trägheitsmomente  erschlossen  werden 
können. 

358)  In  ähnlicher  Weise  wie  der  Kreiscylinder  und  der  Bechtecks- 
körper  können  andere  senkrechte  Cylinder  und  Prismen  bezüglich 
der  Trägheitsmomente  behandelt  werden,  da  jede  der  früher  besprochenen 
ebenen  Flächen  als  Grundfläche  genommen  werden  kann. 

Man  beginnt  mit  T^    Ist  J^der  horizontale  Querschnitt,  so  folgt 

-g-,   und   für  den 
Ist  femer  L  das  eine 


Fy^  als  sein  Trägheitsmoment,  also   wird  T„  = 
Schwerpunktsschnitt  wird  T.,  =  ^  =  ''^' 


12  12 

axiale  Trägheitsmoment  der  Grundfläche,  so  ist  txh  das  des  Körpers  für 
den  entsprechenden  senkrechten  Schnitt,  d.  h.  es  ist  Txt  =  txh,  Ist  t^ 
das  andere  Axialmoment  der  Grundfläche,  so  wird  Ty,=>  tyh.  Für  die 
senkrechte  Schwerpunktsachse  wird  nun  T,  =  T^,  +  Ty,,  für  die  durch 
den  Schwerpunkt  des  Körpers  gelegte  X-Achse  wird  Ta  =  Tyx  +  T^xf 
für  die  F- Achse  Ty  =  T,y  +  T;cy.  Endlich  wird  das  Polarmoment 
für  den  Schwerpunkt  des  Körpers  Tp  =  Txy  +  Ty,  +  T,,. 

(Auch  für  schräge  Prismen  und  Cylinder  lassen  sich  gewisse 
Momente  leicht  berechnen,  andere  aber  erfordern  Kenntnisse  des 
nächsten  Abschnittes.  So  läfst  sich  z.  B.  das  schiefe  Parallelflach  oft 
in  ein  senkrechtes  Prisma  und  zwei  Dachkörper  zerlegen,  welche 
letzteren  aber  der  Ordnung  1  angehören.) 

Fig.  864. 


359)  Im  AnschluTs  an  Fig.  130  lassen  sich  auch  die  Trägheits- 
momente der  Körper  von  der  Ordnung  Null  stereometrisch  ver- 
anschaulichen. Wegen  der  Querschnittsformel  qy  =  Ty^  handelt 
es  sich  um  eine  Darstellung  durch  Körper  von  der  Ordnung  2.     So 


Fig.  866. 
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ist  z.  B,  das  Trägheitsmoment  des  ersten  Körpers  in  Fig.  264  gleich  dem 
Inhalte  des  zweiten  parabolischen  und  auch  des  dritten  Körpers^  sobald 
nur  die  letzteren  statt  der  Orundfläche  G  die  Grundfläche  Gh^  erhalten. 
Das  Axiahnoment  des  ersten  in  Bezug  auf  die  senkrechte  Achse 
kann  man  durch  ein  Prisma  oder  einen  Cylinder  von  derselben  Höhe 
darstellen^  dessen  Grundfläche  gleich  dem  polaren  Trägheitsmomente 

der  Grrundfläche  des  ersten  Körpers  ist.    Ist  letztere  z.  B.  ein  Quadrat 

b* 
von  der  Seite  6,  so  hat  man  für  die  Hülfskörper  die  Grundfläche  — 

zu  nehmen. 

Da  hier  und  später  ßir  die  Linien 
mehrfach  Ausdrücke  höherer  Dimension  auf- 
treten^ so  sei  an  folgendes  erinnert. 

360)  Um  Ausdrücke  wie  a*,  a*,  a\  ...  als 
gerade  Linien  darstellen  zu  können,  mufs 
man  neben  der  Länge  a  noch  die  Länge 
der  Einheit  kennen.  Man  bUdet  nun  aus  1 
und  a  ein  beliebiges  Dreieck  OA^A^^  setzt 
auf  OA^  ein  ähnliches,  auf  OA^  wiederum 
ein  ähnliches  und  fährt  so  fort,  dann  erhalt 
man  OA^  als  a*,  OA^  als  a',  OA^  als  a^  u.  s.  w. 
Dies  folgt  aus  Proportionen  wie  l:a  =  a:x 
oder  a:  a^  =  a^ :  X  u.  s.  w. 

Schaltet  man  als  Winkelhalbierende  die  mittleren  Proportionalen 
zweier   aufeinanderfolgenden    Strahlen   ein,    so    erhält   man  auch  die 

18  6 

Langen  für  a* ,   a* ,   a*    u.  s.  w.     Fährt  man  nach  unten  fort,   so 

erhält    man   zunächst   — ,    -r,    -,    u.  s.  w.,    oder,   was   dasselbe   ist, 

a~^,  a~*,  o-',  u.  s.w.     Die  so  entstehenden  Eckpunkte  liegen  auf 

einer  logarithmischen  Spirale.    Hat  man  diese  korrekt  gezeichnet  und 

läfst    man    die   Winkeltheilung    mit   Hülfe    des   probeweisen   Zirkel- 

abstechens  auf  einem  Kreisbogen  zu,  so  kann  man  alle  Potenzen  von 

a  mit  rationalem  Exponenten  im  Prinzip  konstruieren.     Dreiteilung 

des  Winkels  y  giebt  dann  bis  zur  Spirale  reichende  Strahlen  von  der 
j_  ^ 

I^nge  a'  und  a^' 


C.  Korper  von  der  Ordnung  1. 

361)  Der  symmetrische  Dreieckskörper  mit  rechteckiger 
Grundfläche. 

Ist  G  ^==  ab  der  Oberschnitt,  so  ist  der  Horizontalschnitt  in  der 
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9 

Höhe   z   gleich    G  j- ,   also   sein  Trägheitsmoment    in  Bezug  auf  die 


G 


untere  Fläche  -^^  r*,  so  dafs  nach  der  Schichtenformel  ffir  den  ganzen 

Körper  wird 


Flg.  S66. 


■^"~  h  4 


Gh' 


=  J 


Verlegung  nach  dem  durch 
S  gelegten  Horizontal- 
schnitte giebt 


xy 


'--H\^) 


=  ^  Oder  auch  -^  ■ 

(Oder:  Der  durch  x  ge- 
legte   senkrechte    Dreiecks- 

schnitt  hat  in  Bezug  auf  die  X-Achse  das  Moment  -^  ^  demnach  ist  für 

den  ganzen  Körper  das  Planmoment  Txy  =  -^  a  =  -j^  •) 

Der  durch  x  gelegte  senkrechte  Dreiecksschnitt  hat  nach  Nr.  32 
in  Bezug  auf  die  senkrechte  Mittellinie  das  Moment  — ,  folglich  ist 
für  den  ganzen  Körper 

'24   * 


In  Bezug  auf  den  durch  x  gelegten  senkrechten  Dreiecksschnitt  hat  der 
Körper  nach  der  Prismenformel  T,x  =  -^  - 


Fig.  267. 


Für    die   durch   den   Körperschwerpunkt    gelegten   Koordinaten- 
achsen erhält  man  also 
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r,= 


18 


Ja 


J¥ 


Jh' 


+  li-  =  ik(2*^  +  3A   ^.  =  ^  +  ^  =  7^(3ft*  +  4Ä0, 


T.-='^  + 


Ja*    .    J6»         J 


12     '     24 
Das  Polarmoment  für  S  wird 


24     '     18 


j 


Nach    der   Querschnittsformel    —  is^   kann    das    Trägheitsmoment 

Tu  dargestellt  werden  durch  die  in  Fig.  267  gezeichneten  parabolischen 
Cylinder  dritter  Ordnung  oder  durch  das  Drehungsneiloid,  dessen  Profil 
durch  semikubische  Parabeln  gegeben  wird. 

Auch  für  die  anderen  Trägheitsmomente  lassen  sich  Darstellungen 
finden^  die  als  Ubungsbeispiele  dienen  mögen. 

362)  Das  Drehungsparaboloid. 

Der  Schnitt  in  Höhe  j?  ist  6r  ^ ,  sein  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf 


G 


die  Grundfläche  -j-  jsr®,  also  wird  wie  vorher 


h 
Jh* 


Fig.  268 


'y  18  86" 


T    —^hl  — 
•^••~  Ä    4   "~    2    ' 

Der    Radius   in   Höhe   z  ist  ryjry    das 

Polarmoment  des  zugehörigen  Kreises  ist 

— -rä-  =  -r«  ^^  also  ist  nach  der  Schichten- 

fonnel  für  den  ganzen  Körper  in  Bezug 
auf  die  jer- Achse 


^-'":  !"-^'*~  2Ä»  3 


Ghr* 
2     3 


Jr* 
3 


Halb  so  grofs  sind  die  Momente  Ta.^  =  T^^ 

==  '——- '   In  Bezug  auf  die  durch  S  gelegten  Koordinatenachsen  x  und  y 

hat  man  also 

r,  =  T,,  +  T..  =  J-g;  +  ^)  =  i^  (Ä«  +  3r*). 

Ebenso  grofs  ist  Tj^.     Endlich  ist 

363)   Bemerkung   über   die   Körper   von   der   Ordnung  1. 
Bei  allen  diesen  Körpern,  also  auch  beim  elliptischen  Paraboloid  und 
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bei  den  umgekehrt  aufgestellten  parabolischen  Gewölben  von  beliebiger 

Grundfläche,   findet  man   zunächst  Txy  =  -r^  •     (Dies  gilt  auch  von 

den  entsprechenden  Schrägkörpem,  die  aber  vorläufig  ausgeschlossen 
bleiben  sollen.)  Ty^  und  T,a.  ergeben  sich  mit  Hülfe  der  beiden  Axial- 
momente des  Horizontalschnittes,  T,  mit  Hülfe  des  Polarmomentes,  wo- 
bei man  die  Summenprobe  machen  kann.  T«  und  Ty  sind  leicht  zu 
bilden,  ebenso  Tp. 

Auch  die  Stumpfe  dieser  Körper  sind  leicht  zu  berechnen, 
da  nur  der  Ausdruck  für  h^  vom  Ausdrucke  für  h^  abzuziehen  und 
dann  auf  den  Schwerpunkt  zu  reduzieren  ist. 

D.  Körper  von  der  Ordnung  2. 

364)  Der  senkrechte  Kreiskegel. 

Der  Schnitt  in  der  Höhe  0  ist,  wenn  G  die  Grundfläche  bedeutet, 
c 
rt^^,  das  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  die  Ebene,  auf  die  der  Kegel 

mit  der  Spitze  gestellt  ist,  wird  aus  q  =  j-^jg*^  nach   der  Schichten- 

formel  als  Tu  =  p^  =  -r-  abgeleitet.  In  Bezug  auf  den  Horizontal- 
schnitt durch  den  Schwerpunkt  wird 

Gh^       Gh/s^\^ 


^-  =  T-t(W=^«^'- 


Für  die  senkrechte  Achse  hat  der  Querschnitt  in  Höhe  e  das  Trägheits- 
moment 

2  h*    '      2  2h*   ' 

Die  Schichtenformel  giebt  für  den  ganzen  Körper 

'       2h*  6  10    ~    3    '  10  lö"' 

Für  jeden  vertikalen  Hauptschnitt  wird  das  Trägheitsmoment  halb  so 
grofs,  also  ist 

BJr* 


Daraus  folgt 


T  =  T    = 

J.y,    —    J.,x   —        20 


Ebenso  grofs  ist  Ty.     Das  Polarmoment  in  Bezug  auf  den  Schwer- 
punkt wird 
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365)  Parabolischer  Cylinder.  Der  in  Fig.  269  dargestellte 
parabolische  CjHnder  zweiter  Ordnung,  der  symmetrisch  von  zwei 
parabolischen    Flächen    begrenzt    ist,    hat    in    Höhe    z    den    Quer- 


schnitt  j-^e^ 

^,      SO 

dafs     wie 

vorher 

T.= 

6 

3      6 

3  JA* 

6 

Fig.  269. 


wird-   Pur  den  Schwerpunkts- 
schnitt wird 

wobei  J  =  -r-    ist. 

9 

Der  Oberschnitt  habe  in  Bezug  auf  seine  Mittellinien  die  Trägheits- 
momente 

dann  sind  für  den  in  Höhe  e  liegenden  Horizontalschnitt  die  Momente 


(»1-5 


12 


Lll  JV  —  R^tfi     und 

Für  den  ganzen  Körper  also  wird 

rp    _   ha^  h'        a^bh        abha* 

and 


6«  = 


ah* 
21  Ä' 


Z' 


JL  tat  ~^ 


a6»  Ä' 


84 
ah^h 


3    84 


ahhl\ 
3    12 


Ja« 

28 


12  Ä«  8  36  3     12  12 

Das  letzte  Resultat  könnte  direkt  nach  der  Prismenformel  hingeschrieben 
werden.    Folglich  ist 

J^x -^xy-T-^MX  —   ftn  '^    ^    io    9A0V  ' 


80 


12 


r=T    4-T   —  ?L:?'ä« -!-  —  =  — (21  Ä*  + 20a«), 
^y  — -^«y-r -^y«—  8q'*    -^    28         560^ 

Das  Polarmoment  fttr  den  Schwerpunkt  wird 
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=  i  ~  (63  Ä«  +  60  a*  +  140  b') . 

366)  In  derselben  Weise  sind  alle  Arten  von  senkrechten  Körpern 
zweiter  Ordnung  zu  behandeln,  z.  B.  sämtliche  senkrechten  Pyramiden 
und  Kegel,  wobei  die  letzteren  beliebige,  z.  B.  auch  elliptische  Grund- 
fläche haben  können. 

Die  Trägheitsmomente  dieser  Körper  können  ebenfaUs  veran- 
schaulicht werden,  z.  B.  Tu  durch  den  von  der  Parabel  vierter  Ordnung 

X  =  j^^z^  begrenzten  parabolischen  Cylinder,  dessen  Inhalt  rt-e  =  ":r- 

ist.     Für    ihn    kann    auch    ein    Drehungskörper   eintreten,    der   von 
Parabeln  zweiter  Ordnung  begrenzt  ist.    Sein  Schnitt  in  der  Höhe  y  ist 

x^3C  =  rk^ }    so    dafs    die    Gleichung    der    begrenzenden    Kurve    ist 

Die  Stumpfe  der  Körper  zweiter  Ordnung  sind  nach  der  Subtraktions- 
methode zu  behandeln,  indem  man  vom  Körper  von  der  Höhe  li^  den 
von  der  Höhe  \  abzieht. 

E.  Korper  gemischter  Ordnung  bis  zur  zweiten  Potenz. 

367)  Die  Kugel.  Dieser  Körper  ist  bereits  in  Nr.  174  behandelt^ 
und  zwar  ist  fiir  ihn 

T^=Ty,=  T,,=  '~^f^ic  =  \jr\     also     T,  =  T^  =  T.  =  4  Jr^, 

das  Polarmoment  in  Bezug  auf  den  Mittelpunkt  aber  gleich  -^Jr^^ 
Demnach  ist  derjenige  Radius,  dessen  Quadrat  fiir  alle  Kugelpunkte 

S      7     t 

das    mittlere    ist,    zu    bestimmen    aus    qI  =  — j     =jr^,    so    dafs 

Qp  =  ry  ^    ist.     Dagegen    ist   der  axiale  Trägheitsradius    q  ==  ryj y 

der   auf  den   Hauptschnitt   bezogene   Trägheitsradius    der  Halbkugel 

^^  . 
— « 

p  =  rj/y;  ^ö  Ä^s  9/=  — r~  folg*^-    Für  den  Horizontalschnitt  der 

2" 

Halbkugel  in  der  Höhe  z  ist  nach  174 

Demnach   kann  das  Trägheitsmoment  der  Halbkugel  veranschaulicht 
werden   durch  den  parabolischen   Cylinder,  der  von  der  Parabel  ge- 
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mischter  Ordnung   x  =  f^nz^  —  ns^  begrenzt  wird,    oder  durch  den 
Drehungskörper,  dessen  Schnitt  in  der  Höhe  y  ist 

woraus  sich  die  Gleichung  der  begrenzenden  Kurve  als 

a^  =  r^z^  —  jEf* 
ersriebt. 


Fig.  270. 


368)  Das  Drehungsellipsoid  mit  den  Halbachsen  a  und  h. 

Geschieht  die  Drehung  der  Ellipse  um  die  Achse  h,  so  tritt  an 

Stelle  des  Kreisschnittes  Vit  der  Schnitt  a^jtj  an  Stelle  seines  Polar- 

momentes  -^  tritt  -  - ,  das  letztere 

entsteht  also  aus  dem  ersteren  durch 

Multiplikation   mit  ^-    Dasselbe  gilt 

von  jedem  Horizontalschnitte.  Dem- 
nach wird  das  Axialmoment  des 
Sllipsoids  (F- Achse  als  senkrecht 
betrachtet) 

oder,  da  der  Inhalt  des  Ellipsoids  gleich  -^h^n  '  r«  "=  T  ^^^^  ^^*'? 

Für  jeden  senkrechten  Hauptschnitt  ist  das  Moment  halb   so  grofs, 
also 

Das   Moment   T^x  ergiebt  sich  aus  dem  Kugelmomente,  indem  man 
jeden  Horizontalschnitt  mit  ri  multipliziert,  was 

giebt.     Demnach  wird 

T.  =  T.,  +  T«  ==  I  Ja*  +  5  «^*  =  i  J{a^  +  h*) 

=  ^  a*J«  (o«  +  6«)  =  T. . 
Endlich  folgt  als  Polarmoment 

Holzmttller,  Ingenieur -Mathematik.    I.  19 
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Der  Radius^  dessen  Quadrat  unter  den  Badienquadraten  aller  Ellipsoid- 
punkte  das  mittlere  ist,  ergiebt  sich  aus 


ß2  _P  ___L_i 

^P~  J   ~  5 


als 


=  l/*i 


+  2  a* 


5 

Der  axiale  Trägheitsradius   ist  für  die   F- Achse  q   =ay~,  für  die 

X-Achse  und  Z- Achse  q   =  ^Yä*  -{- b^ .     In  Bezug  auf  die  Haupt- 
schnitte des  Halbellipsoids  erhält  man  für  dieses 


^xv 


9».= «Vi,  9,.-byi- 


xy  "fyz 

Dieselben  Resultate  ergeben  sich  auf  Grund  der  Gleichung 

J.  +  f-.  =  1     oder     x^  =  a^  —  ^^y^, 
woraus  sich  die  Trägheitsmomente  der  Querschnitte  als 

ergeben,  auf  deren  jedes  die  Schichtenformel  anzuwenden  ist. 

Entsteht  das  Drehungsellipsoid  durch  Drehung  um  die  Achse  r/, 
so  sind  in  allen  Formeln  a  und  b  zu  vertauschen. 

369)  Das  dreiachsige  EUipsoid.  Die  Achsen  seien  der 
Gröfse  nach  a,  b  und  c,  den  Koordinatenachsen  des  vorigen  Beispiels 
entsprechend.  Das  neue  EUipsoid  entsteht  aus  dem  vorigen  durch 
konstante  Verkürzung  aller  horizontal  nach  hinten  gehenden  Achsen 

c 

mittels  des  Faktors   —•     Jeder  Horizontalschnitt  wird  in  demselben 

a 

Verhältnis  verkleinert,  folglich  wird 

Tsx  =  A  a^b^x  •  —  =  ^  ab^cz, 

•*  15  (j  15  ' 

oder,  da  -^abcjt  der  Inhalt  des  Körpers  ist. 

Der    horizontale   Hauptschnitt    hat    in   Bezug   auf  die   rr -Achse    das 

3  4 

Trägheitsmoment   — r— ,   welches  aus   --—   (dem   des  Kreises)   durch 
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Multiplikation  mit  -^  entsteht.    So  ist  es  in  jedem  Horizontalschnitt^ 
folglich  wird 

Jeder  solche  Schnitt  hat  in  Bezug  auf  die  jgr- Achse  das  Moment  -^— , 

welches   aus   dem    des  Kreises,    d.h.  aus   — r— ,  durch  Verkleinerung 

mittels  des  Faktors  —  entsteht.     Demnach  wird 

a 

Jetzt  folgt 

T.  =  T„  +  T,,  =  1  j(a«  +  6«). 
Endlich  ist  das  Polarmoment 

Dividiert  man  jedes  Moment  durch  J,  so  erhält  man  das  Quadrat  des 
entsprechenden  Trägheitsradius.  So  ist  z.  B.  der  Radius,  dessen  Qua- 
drat unter  allen  Radienquadraten  das  mittlere  ist, 


P=K~    5 


Dieselben  Resultate  ergeben  sich  aus  der  Untersuchung  der  Schnitte 
in   der  Höhe  i/,  nur  treten  dabei  irrationale  Ausdrücke  auf. 

370)  Kugelabschnitt.    Nach  Nr.  313  ist  der  Horizontalschnitt 

qy  =  x^jt  =  2rjty  —  ^y^, 
also  das  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  die  Grundebene  der  Fig.  22^ 

2rsty^  —  Äy*. 
Für  den  Körper  von  Höhe  h  wird  also 

Tu  =  2rx  --  —  Ä  -  • 

4  6 

Der  Schwerpunkt  erfordert  nach  Nr.  313  Verschiebung  um 

h     8r  —  3h 

^'  ~  I '  3r  —  h  ' 

so  dafs  für  die  Horizontalebene  durch  8 

19* 
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ist,  was  sich  noch  vereinfachen  läfst.     Hier  ist  es  aber  vorzuziehen, 
mit  den  Hülfswerten  A,  und  J  zu  rechnen. 

Das  Polarmoment  des  Schnittes  in  Höhe  y  ist 

3,  =  ^  =  2  (äry  -  y*)*  =  J  (4r»y«  -  4ry»  +  y*). 

Demnach  wird  für  den  Körper  in  Bezug  auf  die  senkrechte  y- Achse 

J..  _  J  (4H  »:  _  4r  V  +  »J)  -  '4-  (!r!  _  ,*  +  ».). 

Für  jeden  senkrechten  Hauptschnitt  wird  das  Moment  halb  so  grofs, 
also 

Die  durch  den  Schwerpunkt  gelegten  Koordinatenachsen  geben  neben 
dem  obigen  Ty  noch 

ebenso 

was  ziemlich  komplizierte  Formeln  giebt,  aber  keine  Schwierigkeiten 
macht. 

371)  Kugelschicht.  Sind  r,  h^  und  h^  gegeben,  so  ist  mit 
den  Formeln  in  Nr.  314a  zu  arbeiten.  Sind  a,  b  und  h  gegeben^  so 
ist  die  Formel 

x^  =  (a*  —  Ä«  -  2hz)  +  2  (>  +  h)  y  —  y^ 

aus  Nr.  314b  anzuwenden,  aus  der  sich  die  Momente  a;^y*,  — ,  —^ 

leicht  ableiten  lassen.     Die  Resultate  werden  mit  Hülfe  der  Schichten- 
formel auf  den  ganzen  Körper  ausgedehnt. 

372)  Ellipsoidschichten.  Sind  die  Schichten  durch  parallele 
Schnitte  zu  den  Hauptebenen  begrenzt,  so  sind  die  Formeln  aus  denen 
für  die  Schicht  einer  ebenso  hohen  Kugel  abzuleiten.  Am  ein- 
fachsten geht  man  von  den  Hauptschnitten  aus. 

Die  Kugel  vom  Radius  6  hat  in  der  Höhe  y  den  Schnitt 

x^^  =  V%  —  y^K. 
Der  des  Ellipsoids  wird  daraus  abgeleitet,  indem  man  zunächst  mit 

OL  C  • 

-Ty  dann  mit  y-  multipliziert,  was 
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acn 


giebt.     Man  erhält  für  die  Schicht  von  0  bis  y  den  Inhalt 
z.  B.  von  0  bis  b  den  Inhalt  des  Halbellipsoids  y^^^^- 

7ig.  871. 


Multipliziert  man  den  Schnitt  mit  y^,  so  erhält  man  in  Bezug 
auf  die  Grundfläche  sein  Trägheitsmoment 

Für  die  Schicht  von  0  bis  y  ergiebt  sich  also 
Für  das  HalbeUipsoid  wird  z.  B. 


ac^n 


4     ^ 


was 


Die  Grundfläche  hat  in  Bezug  auf  x  das  Trägheitsmoment 

aus   dem  der  Kreisfläche,  -7-   durch  Multiplikation  mit  y^-  (erst  mit 

-j-y   dann  mit  ^\  hervorgegangen  ist.     So  ist  es  mit  jedem  Schnitte, 

also    auch  mit  der  ganzen  Schicht  von  0  bis  y.     Es  folgt  aus  dem 
entsprechenden  Trägheitsmomente  der  Kugelschicht,  welches  mit  Hülfe 

von   ^  =  J  (6*  —  y^f  =  J  (**  —  26*y^  +  f)  berechnet  wird  und 
sich  als 


294  Abschnitt  IX. 

ergiebt, 

Für  die  Schicht  von  0  bis  b  z.  B.  ergiebt  sich 


ca°it 


In  Bezug  auf  ss  hat  die  Grundfläche  das  Trägheitsmoment  — j— ,  was 

14  8 

aus  ~T-  durch  Multiplikation  mit  -^  hervorgeht.    Aus  dem  Momente 
der  Kreisschicht  von  0  bis  y,  d.  h.  aus 

ergiebt  sich  also 

Der  Schwerpunkt  der  EUipsoidschicht  liegt  in  derselben  Höhe,  wie 
der  der  Kreisschicht.     Für  letztere  ist 

.    _  M  _         Y  ~  '^  i        Zy    2h*  — y* 


1  8 

Die  Reduktion  auf  den  Schwerpunkt  und  die  Berechnung  von  Txy  Ty,  I» 
und  Tp  für  sein  Koordinatensystem  sei  dem  Leser  überlassen,  da  es 
sich  um  ganz  einfache  Rechnungen  handelt. 

Damit  ist  auch  die  Angelegenheit  der  EUipsoidsegmente  und  der 
beliebigen  Horizontalschichten  erledigt,  denn  dabei  sind  nur  Subtrak- 
tionen oder  Additionen  auszuführen. 

373)  Das  Drehungshyperboloid. 

Man  benutze  Figur  und  Grundformeln  des  Abschnittes  316,  wo  sich 

1)  ^'^a'  +  ^y* 

ergeben  hatte,  während  die  Schwerpunktshöhe  war 

Die  Trägheitsmomente  der  in  Höhe  y  liegenden  Horizontalschicht 

sind  x^^y^,    —  und  —^ ,  was  mit  Hülfe  von  1)  leicht  auszurechnen 

ist.     Die  Formeln  werden  denen  des  Drehungsellipsoids  analog. 

Der  Übergang  zum  dreiachsigen  Hyperboloid  erfolgt  ebenso, 
wie  der  vom  Drehungsellipsoid  zum  dreiachsigen  Ellipsoid. 
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374)  Für  das  zweimantelige  Drehungshyperboloid  sind 
die  Formeln  des  Abschnittes  317  zu  Grunde  zu  legen,  mit  denen  ebenso 
leicht  zu  rechnen  ist.  Auch  dort  bietet  der  Übergang  zur  dreiachsigen 
Form  keine  Schwierigkeiten. 

Die  Prismatoide  sind  auf  Grund  des  Abschnittes  318  zu  behandeln 
und  haben  geringeres  technisches  Interesse,  ohne  auf  Schwierigkeiten 
zu  filhren. 

F.  Einige  Körper  höherer  Ordnung. 

375)  Ganz  analog  sind  die  Körper  höherer  Ordnung  zu  behandeln, 
bei  denen  Formeln  wie 

a;  =  a  +  &y  +  cy*  +  (?y«  H 

oder 

a;«  =  a  +  fty  +  cy^  +  rfy*  H 

malsgebend  sind.  Namentlich  die  mit  diesen  Formeln  zusanunen- 
hängenden  Drehüngskörper  bieten  interessante  und  einfache  Ubungs- 
beispiele. 

Sind  die  entsprechenden  Reihen  unendliche,  so  hat  man  sich  im 
Konvergenzbereiche  zu  halten. 

Hätte  man  das  dreiachsige  EUipsoid  direkt  berechnet,  so  hätten 

sich  als  Horizontalschichten  Ellipsen  mit  den  Halbachsen  ay  =  -gy6* — j/^ 

und  Cy  =  jy(^  —  y*  ergeben,  was  auf  Trägheitsmomente  von  den 
Formen 

ayCyTiy^   oder   "^r  V^^~—f)  (c*  —  y\ 

o  o 

nO)  c       'na  c       tcu  c    /«    •    i9\ 

4    ;      4    '      ^     ^  y  ^    y^ 

geführt  haben  würde,  die  sämtlich  irrational  sind.  Die  Irrationalitäten 
können  mit  Reihenentwickelung  mittels  des  binomischen  Lehrsatzes 
behandelt  werden,  was  langwierig  ist  und  zu  den  anschauungsmäfsig 
abgeleiteten  Resultaten  zurückführen  mufs. 

376)  Bezüglich    der    entsprechenden    Drehungskörper    lassen 

sich   einige  Resultate  des  Abschnittes  IV  benutzen.     Hierher  gehört 

die  Formel 

,    ^  Centrifugalmoment 

'        statisches  Moment 
im  Abschnitte  116  und  der  dazu  gehörige  Synmietriefall,  die  Formel 
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des  Abschnittes   125   über   den   dort  behandelten  Symmetriefall  mid 
das  Beispiel  des  Ringkörpers  mit  Kreisquerschnitt^  für  den  in  Nr.  126 

T  =  2Qr^7C^  (p«  -f  4-  ^)  berechnet 

Fig.  272.  ^  ^  \v       I      4        / 

ist,  so  dafs  Txy  und  T,y  halb  so 
grofs  sind. 

Schwerer  ist  T,^  zu  be- 
rechnen. Der  Schnitt  in  der  Höhe 
y  über  dem  horizontalen  Haupt- 
schnitte hat  die  Radien 


Die  Schnittfläche  wird  also 


^y  =  ^  (^1  —  ^2)  =  ^  (^1  +  ^2)  (^  —  «2)  =  ^2(>  •  2yr^  —  y^ 


Ihr   Trägheitsmoment   in    Bezug   auf  den   horizontalen   Hauptschnitt 
ist  also 


1) 


([yV^  =  ^Q^y^Vr^  —  y-' 


Fig.  278. 


Der   variable  Ausdruck  y^]/r*  —  y^   ist   aber  weiter  nichts,   als  das 

Trägheitsmoment  der  Querlinie  des  Viertelkreises 
in  Bezug  auf  den  horizontalen  Durchmesser.  Die 
Anwendung  der  Schichtenformel  auf  diesen  Aus- 
druck giebt  also  ftir  die  Schichten  von  0  bis  r  das 

Trägheitsmoment    des    Viertelkreises,    d.  h.  —  • 


Demnach  giebt  4y*]/r*— y*  für  dieselben  Schichten 


den  Ausdruck 
Körpers  wird  demnach 


r*« 


4 

4 
ftlr  den  ganzen  Körper  entsteht 

2) 


Für   die    obere   Hälfte    des 


r^n 


Txz  =  2()3r  -^  =  2Qntx, 

wo  tjc  das  Trägheitsmoment  des  Kreisschnittes   fiir  die  a:- Achse  be- 
deutet.   Aus  Txs  und  den  übrigen  Trägheitsmomenten  folgt  nun  leicht 

T.=  T.=  Qf^x  ((»» +  A  r«)  ^j[^+l  r»)  und  T,^J  (p«  +  »-»). 

377)  Satz  für  Guldinsche  Körper,  deren  erzeugende  Fläche 
symmetrisch  gegen  eine  Parallele  zur  Drehungsachse  ist 
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Fig.  274. 


Hat  der  Körper  die  nebenstehende  Gestalt  und  hat  der  in  der 
Höhe  y  liegende  Horizontalschnitt  die  Radien  e^  und  e^,  so  ist  die 
Fläche    des    Schnittes    gleich 

%  \e\  —  eA  und  sein  Träg- 
heitsmoment in  Bezug  auf  die 
Ebene    xz    ist   %  {e\  —  eA  y* 

=  2«^--^(e,-e^y\    Da- 


bei  ist 


«1  +«1 


die  Entfernung 


Q  der  Symmetrielinie  von  der 
Achse,  (e^  —  e^  y*  ist  das  Träg- 
heitsmoment des  Flächenquer- 
schnittes in  Bezug  auf  die 
X-Achse,  welches  ^ar  sei.  Folg- 
lich   ist   nach   der  Schichtenformel    für   den    ganzen  Körper 

Txz  =  2Qntx- 

Nun  war  in  Nr.  125  für  solche  Körper  gezeigt,  dafs  Ty  =  J'f()*  +  3(>Jj 

war,  so  dafs  Ty,  =  T,y  =  i  j/^^  +  SpJ)   ist,  demnach  ist  für  den 
vorliegenden  Symmetriefall 

T,  =  T,  =  Txy  +  Tx,  =  i  J(p  +  %q\)  -f  2Qntx 

und 

Tp  =  J  (q^  +  39,')  +  2Qntx  =  2q7C  [F  (q'  +  Sq])  +  t.]. 

Hier   bedeutet  (»^  den  Trägheitsradius  der  Fläche  in  Bezug  auf  die 
Symmetrieachse. 

Daraus  folgt,  dafs  eine  grofse  Zahl  von  Drehungskörpem,  von 
denen  die  mit  Hülfe  von 


a;  =  a  +  fty  +  <^y  +  ^y  + 


•   •    « 


erzeugten  nur  spezielle  Fälle  sind  (es  handelt  sich  um  den  Sonderfall 
Q  =  0)  bezüglich  ihrer  Hauptschnitte  vollständig  behandelt  werden 
können.  Die  für  Räder,  Kreisscheiben,  Kugeln,  Hohlcy linder  u.  dgl. 
gelosten  Aufgaben  über  die  Energie  drehend  und  fortschreitend 
bewegter  Körper,  über  excentrischen  Stofs  und  Pendelbewegungen, 
über  Fadenspannung  und  Rollen  und  Gleiten  auf  schiefer  und  hori- 
zontaler Ebene  lassen  sich  also,  soweit  es  sich  um  die  Hauptschnitte 
und  Hauptachsen  handelt,  auch  für  die  hier  besprochenen  Drehungs- 
körper lösen. 
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G.  Der  Drehungssatz  f&r  die  Trägheitsaehsen, 

Einige  Hülfsaufgaben  der  Raumgeometrie  werden  vorausgeschickt. 
377)  Aufgabe.     Eine  Gerade   OA   bilde  mit  der  X-Achse  und 

F- Achse  die  Winkel  a 
^«  '''  und  ß.  Welchen  Winkel 

y    bildet    sie    mit    der 
Z- Achse? 

Auflösting.      Sind 

^i>  Vi}  K    ^®   Koordi- 
naten von  Äy  so  ist 

x^  =  r  cos  a, 
yi  =  r  cos  /J, 
g^^=r  cos  y, 
aus 

x\  +  y\  +  z\=f^ 

folgt  also 

r*  cos^  a  +  r^  cos*  ß-\-r^  cos*  y  =  r*,  oder  cos*  a  +  cos*  ß  +  cos*  y  =  1. 
Demnach  bestimmt  sich  y  aus 

cos  y  =  ]/l  —  cos*  a  —  cos*  ß, 

379)  Aufgabe.  Die  Punkte  A^  und  A^  mit  den  Koordinaten 
^1?  yi^  ^1  ^^^  ^27  y«?  ^2  seien  gegeben.  Wie  grofs  ist  ihre 
gegenseitige  Entfernung? 


Fig.  876. 


Auflösung.  Pj  und  P^  seien  die  Projektionen  der  Punkte  A^ 
und  A^  auf  die  Grundebene,  Q^  und  Q^  die  von  P^  und  P,  auf  die 
r- Achse,  femer  sei  P^B  ||  Q^Q^,  A^B  \\  P^P^,  dann  ist 
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^  =  ?  +  (^,-^i)*  =  (^»-a;i)*  +  (y2-y,)*  +  (^.-^i)', 


also 


i  ==  >/(^^  x,y  +  (y,  -  y,y  +  («r-  ^i)^ 


Fig.  278. 


380)  Aufgabe.  Eine  Ge-  *^8  "7. 
rade  OJ^  bilde  mit  den 
Koordinatenachsen  die 
Winkel  o^,  /Jj  und  y^,  eine 
andere  Gerade  OA^  die 
Winkel  Og,  ß^  und  y^.  Der 
Schnittwinkel  q  der  beiden 
Geraden  soll  berechnet 
werden. 

AufLöBung.     Der   Cosinus- 
satz giebt 

P  =  ff  +  r J  —  2  rir2  cos  9, 

so  dafs 

2r,r,coHip  =  r*  +  rl-]^  =  (xl-^yl-\-eO  +  (f4  +  yi  +  zt) 

—  [(«1  —  «»)*  +  (yi  —  y»)*  —  ih  —  ^»)*]  =  2«!«,  +  2yiyj  +  2  «i«,. 
Folglich  ist 

oder 

cos  9  =  cos  a^  cos  o^ 

+ cos  /Sj  cos  /Ig  +  cos  y^  cos  y^ . 

381)  Anffeabe.  Wie 
grofs  ist  die  Entfernung 
e  eines  Punktes  x,  y,  0 
von  einer  Geraden  OAy 
die  mit  den  Koordinaten- 
achsen die  Winkel  a,  /J,  y 
bildet? 

Auflösung.    P  sei  der  gegebene  Punkt,  Q  seine  Projektion  auf  die 
Gerade,   OF^r  büde  mit  den  Achsen  die  Winkel  S,  Vy  ^^  ^^nn  ist 

€«  =  r«  —  Oö^  =  (rr*  +  J/^  +  ^*)  —  (^  ^^®  ^^* 

=  a;«  +  y2  ^  ^2  _  ^2  (^^g  ^  ^08$  +  COS /5  COS  I?  +  COS  y  COS  g)«, 

also,  da  r  cos  J  «=  a?,  r  cos  rj  =  y^  r  cos  f  =  ^  i^; 
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1)  e^  =  x^  -\-  y^  -^-  z^  —  (x^  cos*  cf  +  y*  cos*  /J  +  ä*  cos*  y) 

—  2xy  cos  a  cos  ß  —  2yz  cos  ß  cos  ij  —  2zx  cos  y  cos  cc 
oder 

e*  =  ÄJ*  (1  —  cos*  a)  +  y*  (1  —  cos*  ß)  -f-  ^*  (1  —  cos*  y) 

—  2  a;y  cos  a  cos  j3  —  2  y^er  cos  ß  cos  y  —  20X  cos  y  cos  a, 
also 

2)  c*  =  rc*  sin*  a  +  y*  sin*  /J  +  ;ef*  sin*  y 

—  2xy  cos  a  cos  ß  —  2yz  cos  /S  cos  y  —  2jsx  cos  y  cos  a. 

Die  Ausziehung  der  Quadratwurzel  giebt  e. 

Im  Folgenden  soll  jedoch  eine  andere  Formel  angewendet  werden, 
die  dadurch  entsteht^  dafs  man  in  Formel  1)  die  Klammer  mit 
cos*  a  +  cos*  ß  +  cos*  y  =  1  multipliziert,  wodurch  nichts  geändert 
wird.     Dabei  erhält  man  nach  leichter  Umformung 

3)  e*  a«  (y*  *}-  0^)  cos*  a  +  (^^  +  ^^)  cos*  /J  +  (a;*  +  y*)  cos*  y 

—  2  a;y  cos  a  cos  /J  —  2  y;er  cos  ß  cos  y  —  2  je?a;  cos  y  cos  a. 

382)  Aufgabe.  Die  axialen  Trägheits-  und  Centrifugal- 
momente  eines  Körpers  in  Bezug  auf  ein  Koordinatensystem 
seien  bekannt.  Wie  grofs  ist  sein  Trägheitsmoment  in  Bezug 
auf  eine  Achse  OÄ^  die  mit  den  Koordinatenachsen  die 
Winkel  a,  ß  und  y  bildet? 

Auflösung.  Nach  Gleichung  3)  des  vorigen  Abschnittes  handelt 
es  sich  um 

^me*  =  cos*a  (^i^y^  +  ^mjg*)  +  cos*/5  (^mz^  +  ^wx*) 

+  cos*  y  (  y  ma:*  +  ^my*)  —  2  Jfary  cos  «  cos  ß 
—  2  Jfy,  cos  ß  cos  y  —  2  Jlf^x  cos  y  cos  a, 

oder,  da  ^  my*  +^  w^*  =  T,«  +  Txy  =  ^'a;  ist  und  entsprechend  die 
anderen  Klammem  sich  umformen, 

1)  r=  T;,  cos*a  +  Zj  co8*/3  +  T,  cos*y 

—  2  Jfry  cos  a  cos  ß  —  2  Jfy^  cos  ß  cos  y  —  2  -Sf,,  cos  y  cos  cc. 

Das  gesuchte  Trägheitsmoment  kann  also  mit  Hülfe  der  Axial- 
momente und  der  Centrifugahnomente  leicht  bestimmt  werden. 

383)  Bedeutung  der  Centrifugalmomente.  Ein  Körper 
drehe  sich  um  die  Z- Achse,  und  P  sei  die  momentane  Lage  eines 
Körperteilchens,  dessen  Entfernung  von  der  Drehungsachse  gleich  e 
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Fig.  279. 


sein  möge.     Ist  d"  die  Winkelgeschwindigkeit,  so  entsteht  die  Centri- 
fiigalkraft   p  =  me^^,    die    in    den    Richtungen    der    Koordinaten- 
achsen die  Komponenten 
Px  =  twß-ö**  cos  I     und 
Pp=me^^ cosi^  hat,  wo- 
für man  schreiben  kann 

p,=wa:^*,  Py  =  myd'^. 

Die  statischen  Momente 
dieser  Komponenten  in 
Bezug  auf  die  Grund- 
ebene sind 

und 

Ist  d*  =  1 ,  so  hat  man 

JMxz  =  ^fnx0  und  Jfy,  =  ^  ntyn, 

wobei  X  und  0,  ebenso  y  und  0  ihre  Rolle  vertauschen  können.    Also: 

^mxz  =  Mx9    ist   zu   deuten   als   das  Moment   der  X-Kom- 

ponente  der  Centrifugalkraft  für  einen  sich  um  die  jgf-Achse 
drehenden  Körper  in  Bezug  auf  die  Ebene  XY,  oder  es  be- 
deutet das  Moment  der  Z-Komponente  der  Centrifiigalkraft  für  einen 
sich  um  die  X-Achse  drehenden  Körper  in  Bezug  auf  die  Ebene  YZ. 
In   beiden   Fällen    ist  jedoch    die    Winkelgeschwindigkeit   d'  =  1    zu 

setzen.  Entsprechend  sind   ^  mye  und  ^  m2X  zu  deuten. 

Beispiele  für  Berechnung  der  Centrifugalmomente  soUen  unten 
gegeben  werden. 

384)  Das  Trägheitsellipsoid. 

Man  führe  in  Gleichung  1)  des  Abschnittes  382  die  Radien  der 
Trägheitsmomente  im  früheren  Sinne  ein,  und  zwar  mittels  der 
Gleichungen 

9*J=T,  qIJ=T,,   9lJ=T„  Q^J^-T,, 

dividiert  man  dann  beiderseits  durch  «7,  so  erhält  man 

p*  =  qI  cosa  +  qI  cos/3  +  qI  cosy 

—  2  Mgy  cos  a  cos  ß  —  2  M^,  cos  ß  cos  y  —  2  M^x  cos  y  cos  a. 

Man  berechne  hieraus  q  und  trage  den  reciproken  Wert  —  von  0 

aus   auf  der  Achse   OA   ab.     Bezeichnet   man    die  Koordinaten  des 
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111 
Endpunktes  mit  x,  y,  z^  so  daXs  —  cos  u  =  x,  —  cos  /5  ==  y,  —  cos  y  =  z 

"  V  V 

ist,  so  kann  man  fiir  sämtliclie  Cosinus  ihre  Werte  GO^a  =  xQj 
cos/3  =  yQf  cosy  =  iSQ  einsetzen,  worauf  sich  beiderseits  q^  weghebt. 
Die  Gleichung  geht  über  in 

1  =  qIx'  +  Qy  -\-Qy-2  M,^xy  -  2  M^,yg  -  2  M,,zx. 
Führt  man  auch  hier  für  die  q  die  reciproken  Werte  ein,  also  o^  =  — , 
6i  =  — ,  q  =  — ,  so  lautet  die  Gleichung 

^  +  ?ä  +  ^  —  2  Jfxyicy  —  2  My.yz  —  2  M.^zx  =  1. 

a\        o\        q 

Der  geometrische  Ort  der  Endpunkte  aller  -   ist  also  eine  Fläche 

zweiten  Grades.     Nun  besteht  aber  ein  Trägheitsmoment  ^mr*  aus 

lauter  positiven  Gliedern,  kann  also  im  allgemeinen  nie  Null  sein. 

Kann  aber  q  nicht  Null  werden,   so  kann  —  nicht  unendlich  werden, 

d.  h.  die  Fläche  besitzt  keine  unendlich  fernen  Punkte,  sie  ist  also 
ein  EUipsoid,  aber  nicht  ein  Paraboloid  oder  Hyperboloid.  Sie 
heifst  das  Trägheitsellipsoid  des  Körpers  für  den  Punkt  O. 
Ist  0  der  Schwerpunkt,  so  heifst  die  Fläche  das  Centralellipsoid 
des  Körpers. 

385)  [Dasselbe  Resultat  hätte  Gleichung  1)  des  Abschnittes  381 
gegeben.     Man  hätte  erhalten 

^^me^  =^]mx^  sin^a  -f-  ^ wy^  sin*/S  -|~  ^ ^^^  sin^y 

—  2Mxy  COS  a  cos  ß  —  2  Jfy,  cos  ß  cos  y  —  2  Mtx  cos  y  cos  a 
oder 

1)  T=Ty,  sin^  a  +  T,,  sin«  ß  +  T.y  sin«  y 

—  2  Mjcy  COS  a  cos  ß  —  2  Myg  cos  ß  cos  y  —  2  M,x  cos  y  cos  a, 

so  dafs  man  das  Axialmoment  T  auch  mit  Hülfe  der  Planmomente 
berechnen  kann.    Führt  man  die  Trägheitsradien  ein,  so  ergiebt  sich 

Q^^Qy,  sin« «  +  Q^^  sin«  ß  +  q^^  sin«  y  —  2  Jf  ^  cos  a  cos  ß 

—  2  M    cos  ß  cos  y  —  2  M    cos  y  cos  a . 

Berechnet  man  hieraus  q  für  jede  Achse  und  trägt  man  den  reciproken 
Wert  —  ein,  so  mufs  man  dieselbe  Fläche  erhalten,  wie  vorher.    Hier 
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giebt  aber  —sin«  nicht  eine  Koordinate  x,  sondern  den  Abstand  von 

der  X-Achse,  dessen  Quadrat  gleich  y^  +  z^  ist.  Ebenso  ist  es  mit 
den  andern  Gröfsen.  Nach  beiderseitiger  Division  durch  q  erhält 
man 


1  =  y'  +f!  +  '1±^  +  ^yl_2M,yXy  -2My,yz-2M,,zx, 

«2  ^2  ^2 

oder 

—  2MxyXy  —  2My»yz  —  2Mga:ZXj 

wo  Og,  &gy  e:^  die  reciproken  Werte  für  die  Radien  der  gegebenen  Plan- 
momente bedeuten.    Da  aber  T^y  -{-  Tyt  =  Ty  ist,  so  ist  -  +  -^  =  -j , 

Ca  «2  ^2 

ebenso  ist  es  mit  der  andern  Summe,  also  stinmit  die  neue  Ellipsoid- 
gleichung  mit  der  früheren  überein.] 

386)  Jedes  Ellipsoid  hat  aber  drei  Hauptachsen  a,  6,  c,  für  die 
seine  Gleichung  lautet 

?*  -i_  y*  j_ !'  _  1 

Hier  fehlen  die  Teile  — 2MxyXy  —  2My^yz — 2M,xZXy  also 
müssen  für  die  Hauptachsen  als  Koordinatenachsen  die 
Centrifugalmomente  gleich  Null  sein.  Dies  gilt  von  den  Haupt- 
achsen für  jedes  Trägheitsellipsoid  eines  Körpers. 

Geht  man  also  von  den  Hauptachsen  eines  solchen  aus,  so  ver- 
einfacht sich  die  Bestimmungsgleichung  für  ein  Trägheitsmoment  zu 
folgender  Gestalt: 

T=  T^cos^a-f  TyCOs^/S-f  T,  cos^- 

387)  Aufgabe.  Gegeben  seien  drei  Trägheitsmomente  T^ 
in  Bezug  auf  drei  beliebige  Achsen  durch  0,  die  mit  den 
Hauptachsen  die  Winkel  a^,  /J^,  y^,  Og,  /3g,  y^^  «g,  /Sg,  y^  bilden. 
Die  Momente  für  die  Hauptachsen  sollen  bestimmt  werden. 

AufloBting.     Man  stelle  folgende  Gleichungen  auf: 

Tx  cos^  «j  +  Ty  cos*  ft  +  T,  cos«  Yi  =  T^y 

Tx  cosX  +  Ty  cos^ft  +  T,  C0SV2  =  T^y 

Tx  cosX  +  Ty  cos«/Jj  +  T,  cosVs  =  ^s  • 

Sie  sind  in  Bezug  auf  die  gesuchten  T  vom  ersten  Grade,  lassen  sich 
also  leicht  auflösen. 
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388)  Bemerkung  über  die  Dynamik. 

Der  Umstand,  dafs  die  Centrifiigalmomente  für  die  Hauptachsen 
jedes  Trägheitsellipsoides  versehwinden,  ist  fttr  die  Dynamik  von  be- 
sonderer Bedeutung. 

Aus  Abschnitt  4  ist  bekannt  (ebenso  durch  die  Deutung  in 
Nr.  383),  dafs  bei  der  Drehung  eines  Körpers  um  eine  feste  Achse  an 
dieser  ein  umstürzendes,  d.  h.  auf  Änderung  der  Achsenrichtung 
wirkendes  Kräftepaar  zur  Geltung  kommt.  Dieses  Kräftepaar 
wird  aber  nach  obigem  Null,  wenn  der  Körper  sich  um  eine 
der  Hauptachsen  des  ihm  zugehörigen  Trägheitsellipsoides 
dreht.  Dann  also  bleibt  nur  eine  auf  Parallelverschiebung  der  Achse 
hinarbeitende  Centrifugalkraft  übrig.  Geht  aber  die  Drehungsachse 
durch  den  Schwerpunkt  des  Körpers,  oder  handelt  es  sich  um  das 
Centralellipsoid,  so  ist  auch  die  letztere  Kraft  gleich  Null,  so  dafs 
weder  Kraft  noch  Kräftepaar  wirken.  Daraus  folgt  im  letzteren 
Falle: 

Dreht  sich  ein  Körper  um  eine  Hauptachse  des  Central- 
ellipsoides  seiner  Trägheitsmomente,  so  wird  die  Achse  durch 
die  Drehung  in  keiner  Weise  beeinflufst,  d.  h.  sie  übernimmt 
die  Rolle  einer  freien  Achse. 

Angenommen  z.  B.  der  Erdkörper  oder  vielmehr  das  an  seine 
Stelle  zu  setzende  ideale  Geoid  sei  ein  homogenes  dreiachsiges 
Ellipsoid,  dessen  Hauptachsen,  wie  sich  zeigen  wird,  mit  denen  seines 
Trägheitsellipsoides  zusammenfallen,  angenommen  femer,  die  Drehung 
finde  um  eine  der  Hauptachsen  statt,  so  würde  diese  Drehungsachse, 
vorausgesetzt  dafs  keine  äufseren  Kräfte  störend  einwirken,  ihre 
Richtung  im  Räume  konstant  beibehalten. 

Würde  jedoch  durch  irgend  welche  äufsere  Einwirkung,  z.  B.  durch 
hinreichend  wuchtigen  Anprall  eines  Meteorsteins  oder  eines  Welt- 
körpers eine  andere  Achse  zur  Drehungsachse  gemacht,  die  nicht 
Hauptachse  ist,  so  würde  deren  Richtung  nicht  konstant  bleiben, 
sondern  näher  zu  untersuchenden  Schwankungen  unterworfen  sein. 

Wird  ein  homogener  Rechteckskörper  emporgeschleudert,  so  be- 
wegt sich  sein  Schwerpunkt  in  einer  Parabel  und  aufserdem  findet 
Drehung  um  eine  Schwerpunktsachse  statt.  Ist  zufällig  eine  der 
Mittellinien  die  Drehungsachse,  so  behält  sie  wahrend  des  Wurfes  ihre 
Lage  bei,  sonst  aber  ist  dies  nicht  der  Fall.  Hierbei  ist  selbst- 
verständlich vom  Luftwiderstande  abgesehen. 

389)  Fälle  besonderer  Einfachheit.  In  vielen  Fällen  ist  die 
oben  angegebene  Berechnung  der  Hauptachsen  nicht  nötig,  da  man 
direkt  aus  der  Gestalt  des  Körpers  auf  ihre  Lage  schliefsen  kann. 
Ist  z,  B.  die  ZF- Ebene  eine  Symmetriebene  des  Körpers,  so  gehört 
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zu  jedem  Elemente  mxy  des  Centrifugalmomentes  ein  symmetrisches 
in  ( —  x)y  =  —  tnxffy  so  dafs  je  zwei  einander  aufheben.     In  diesem 

Falle   ist  also  ^^  mxy  =  0  und  ^^  tnxsi  =  0  und  jedes  auf  der  Sym- 

nietrieebene  errichtete  Lot  ist  Hauptachse  für  das  Trägheitsellipsoid^ 
welches  zu  seinem  PufspimTcte  gehört.    Wählt  man  den  Schwerpunkt, 
so  hat  man  die  eine  Hauptachsenrichtung  fQr  das  Centralellipsoid. 
Sind  zwei  Symmetrieebenen  vorhanden,  z.  B.  die  Ebene  ZY  und 

X^,  so  ist  wegen  der  ersteren  ^  mary  =  0  und  ^^mxz  =  0,  wegen 

der  zweiten  ^^myz  =  0  (und  ^^niyx  =  0).     Weil  für  jeden  Punkt 

ihrer  Schnittlinie  alle  drei  Momente  verschwinden,  hat  man  in  jedem 
sofort  in  den  Loten  und  den  Schnittlinien  die  drei  Hauptachsen  des 
Trägheitsellipsoides.  Wählt  man  den  Schwerpunkt,  so  hat  man  die 
des  CentraleUipsoides. 

Sind  drei  Symmetrieebenen  vorhanden,  die  nicht  durch  ein  und 
dieselbe  Qerade  gehen,  so  hat  man  in  ihren  Schnittlinien  die  Haupt- 
achsen des  CentraleUipsoides. 

Gehen  hingegen  die  drei  Symmetrieebenen  durch  eine  Gerade, 
so  ist  für  jeden  Punkt  der  Schnittlinie  das  Trägheitsellipsoid  ein 
Drehungsellipsoid  mit  der  Geraden  als  Achse.  Wählt  man  den 
Schwerpunkt,  so  hat  man  das  centrale  Drehungsellipsoid. 

Werden  die  letztgenannten  drei  Symmetrieebenen  durch  eine 
vierte  (rechtwinklig)  geschnitten,  so  handelt  es  sich  um  das  centrale 
Drehungsellipsoid.  Dies  ist  z.  B.  der  Fall  bei  jedem  regelmäfsigen 
Prisma.  Bei  einer  gewissen  Länge  desselben  ist  das  centrale  Drehungs- 
ellipsoid eine  Kugel,  in  anderen  Fällen  ist  die  Drehungsachse  die 
kleinere  oder  die  gröfsere  des  Drehungsellipsoides.  Beim  ßechtecks- 
körper  hat  man  den  Fall  der  Kugel,  wenn  er  ein  Würfel  ist.  Man 
versuche  den  Fall  der  Kugel  bei  dem  dreiseitigen,  sechsseitigen  u.  s.  w. 
regelmäfsigen  Prisma  aufzufinden.    Beispiele  folgen  in  Nr.  398  und  400. 

Bei  jedem  regelmäfsigen  Körper  ist  das  Centralellipsoid  eine  Kugel. 

390)  Folgerungen  aus  der  Existenz  des  Trägheits- 
ellipsoides. 

a)  Weil  jeder  Halbmesser  den  umgekehrten  Wert  des  ihm  zu- 
gehörigen axialen  Trägheitsmomentes  angiebt,  so  braucht  man  nur 
die  drei  Haupttragheitsmomente  zu  kennen^  um  geometrisch  oder 
rechnerisch  sämtliche  für  das  durch  0  gehende  Strahlenbündel  zu 
finden. 

b)  Sind  a,  6,  c  die  nach  der  Gröfse  geordneten  Hauptachsen,  so 
entspricht  die  längste  a  dem  kleinsten  Trägheitsmoment,  die  kürzeste  c 
dem  gröfsten  für  das  vorliegende  Strahlenbündel. 

Holcmflller,  Ingenieur -Mmthematik.    T  20 
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c)  Es  war  für  beliebig  gerichtete  Koordinaten  durch  einen  be- 
liebigen Punkt  ftir  den  gegebenen  Körper 

J-xy  "T"  J-y»  =  J-yj       •*-y*     I     -^^^  ^'^^  -^ *  9       -^-tx  "T"  -^xy  ^=^  -'*; 

J-xy  "7"  -^y»  "T"  -^zx  ^'^  -^py 

folglich  ist 

T,  +  i;,  +  T,  =  2  (T,,  +  T,,  +  Z,)  =  2  Tp 
und 

J-p  =^  J.y  -f-  -i-tx  ^^^  -^  s  "T   -'«y  ^^*  -^-  "t    -^y»  • 

Diese  Gleichungen  lassen  sich  auch  schreiben  als  folgende 

9ly'^Ql,  =  9l>     P',  +  pL  =  P';     C^L  +  P2y  =  PL 

Ql  +  9l  +  Ql-HQly  +  9l  +  9l)  =  ^9h 

9l  =  9l  +  9l^  =  p!  +  9ly  =  9l  +  9lr 

Die  polaren,  axialen  und  planen  Trägheitsmomente  hängen  also  einfach 
zusammen,  und  die  verschiedenen  Arten  von  Trägheitsradien  lassen 
sich  durch  Pythagoreische  Addition  oder  Subtraktion  aus  einander 
ableiten. 

d)  Aufgabe.     Die  Tragheitsradien  q  y  q  ,  q    seien  bekannt,  wie 

findet  man  alle  übrigen  mit  diesen  Achsen  zusammenhängenden 
Tragheitsradien  ? 

AuflÖBung.    q.^V^VqI  +  qI  +  qI'    9.,  =  K9p  — P*' 


P..  =  }/9F=^'    9„  =  l/^f^ 


e)  Aus  p|  +  Py  +  pj  =  2(>*  folgt  der  Satzf  Die  Summe  der 

Trägheitsmomente  für  je  drei  auf  einander  senkrechte 
Achsen  ist  eine  konstante  Gröfse,  nämlich  gleich  dem 
doppelten  Quadrate  des  polaren  Trägheitsmomentes. 

Daraus  folgt  der  geometrische  Satz: 

Die  Summe  der  Quadrate  der  reciproken  Werte  je 
dreier  auf  einander  senkrechter  Halbmesser  des  EUipsoides 

ist  eine  konstante  Gröfse,  und  zwar  gleich  — j  +  p  +  i* 

f)  Ist  femer  der  Satz  bekannt,  dafs  die  Summe  der  Quadrate 
je  dreier  konjugierter  Halbmesser  des  EUipsoides  konstant  ist^  so 
kann  man  für  die  entsprechenden  axialen  Trägheitsmomente  folgern, 
dafs  die  Summe  ihrer  reciproken  Werte  konstant  sei,  nämlich 

gleich    -  +  _  -f       . 

^rt  ^6  -^c 
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391)  SatB.  Legt  man  durch  einen  Punkt  einer  der  Haupt- 
achsen des  Centralellipsoides  Parallele  zu  den  beiden  andern 
Hauptachsen^  so  hat  man  für  den  Punkt  die  Richtungen  der 
drei  Hauptachsen  des  zugehörigen  Trägheitsellipsoides. 

Beweis.  Wird  der  Punkt  rr  =  a  auf  der  X-Achse  zur  Unter- 
suchung genommen^  so  handelt  es  sich  in  Bezug  auf  diesen  um  die 
neuen  Koordinaten  |  =  (a;  —  a),  ^  =  y,  t  =  ^-  Die  Centrifugal- 
momente   fiir    das    neue   Koordinatensystem    sind    also    1)    ^^  m^i^ 

=  ^m  (x  —  (i)z  =  ^^mxy  — ^may  ^=^^inxy  —  aJy^  =  0,  denn 

^  mxy  war  im  alten  Systeme  gleich  Null^  da  es  sich  um  die  Haupt- 
achse des  Centralellipsoides  handelte,  und  der  Schwerpunktsabstand  y^ 
ist  gleich  Null,  denn  er  liegt  im  Mittelpunkte  des  Centralellipsoides. 

2)  ^;  miyg  =  ^^myz  =  0  aus  entsprechendem  Grunde. 

3)  ^tnti  =^^ine  {x  —  a)  =^inxz  — ^maz  =  ^^mxz 
—  aJz^  =  0,  ähnlich  wie  vorher. 

392)  Yerschiebungssatz  für  das  Centrifugalmoment. 
Verschiebt  man  den  Nullpunkt  des  Koordinatensystems 

um  — a,  — b,  — c  vom  Schwerpunkte  weg,  so  werden  die 
Centrifugalmomente  jlfty,  My,,  M^x  in  M^y  4"  ^^6 J,  Myt  -|-  ^<^Jy 
Mx,  -f-  caJ  verwandelt. 

Beweis,  y^mxy  geht  über  in^m(a;  +  a)  (y  +  V)  =^mxy 
-|-  a^jmy  +  6^  mx  +  ab^jm. 

Dabei  ist^  wy  ==  0   und  y\inz  =  0,    weil   es   sich   um   den 

Schwerpunkt  als  Nullpunkt  des  Koordinatensystems  handelt.  £s 
bleibt  übrig 

M:^^y^  =  M:cy  +  abj. 

m 

Ebenso  ist  es  bei  den  beiden  andern  Momenten. 

393)  Ist  in  Mxy  +  abJ  eine  der  beiden  Koordinaten  a,  b  gleich 
Null,  so  ist  der  Zusatz  Null.     Folglich: 

Verschiebt  man  das  Centrifugalmoment  auf  einer  Schwer- 
punktsachse, so  bleibt  es  ungeändert. 

Ist  die  Schwerpunktsachse  nun  Hauptachse  des  Centralellipsoides, 
so  bleibt  der  Wert  des  Centrifugalmomentes  gleich  Null,  wenn  man 
es  auf  dieser  verschiebt. 

394)  Anwendimg.  Für  den  Schwerpunkt  der  Kugel  sind  in 
Bezug  auf  beliebig  gerichtete  Koordinatenachsen  rr,  y,  z  die  Centri- 

20* 
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fugalmomente  gleich  Null,  weil  sämtliche  Achsen  Hauptachsen  sind. 
Verschiebt  man  nach  —  a,  —  6,  —  c,  so  erhalt  man 

Ebenso  ist  es  bei  allen  Körpern  mit  drei  Symmetrieebenen, 
welche  die  drei  Hauptachsen  des  Gentralellipsoides  geben.  Man  kann 
also  für  beliebige  parallele  Koordinatenebenen  sofort  die  Centrifugal- 
momente  hinschreiben. 

395)  Bisweilen  lassen  sich  die  Centrifagalmomente  leicht  für 
andere  Koordinatenachsen  berechnen,  bei  Sektoren  von  Drehungs- 
körpem  z.  B.  in  Bezug  auf  die  Drehungsachse  0  und  die  zugehörigen 
Achsen  x  und  y.  Dann  hat  man  die  Verschiebung  nach  dem 
Schwerpunkte  hin  vorzunehmen,  wobei  der  Ausdruck  abJ  bezw. 
bcJf  caJ  abzuziehen  ist.  Einige  Beispiele  sollen  später  gegeben 
werden. 

396)  Aufgabe.  In  Bezug  auf  die  Hauptebene  eines 
Trägheitsellipsoides  seien  bekannt  T^y,  Ty.,  T,a?.  Wie  grofs 
ist  das  Trägheitsmoment  T  in  Bezug  auf  eine  durch  den 
Koordinatennullpunkt  gelegte  Ebene,  die  mit  den  Haupt- 
ebenen  j/je?,  0x,  xy  die  Winkel  a,  ß  (und  y)  bildet? 

Auflösting.     Zunächst  bestimmt  sich  y  aus  der  Gleichung 


cosy  =  yi  —  cos^a  —  cos^/5. 

Aus  Gleichung  1)  des  Abschnittes  385  folgt  für  das  Lot  l  auf  der 
gegebenen  Ebene,  welches  mit  den  Achsen  dieselben  Winkel  a,  /5 
und  y  bildet, 

Ti  =  Ty,  sin^a  +  T,,  sin^/5  +  T^y  sinV, 

denn  die  Centrifugalmomente  fallen  weg.  Folglich  ist  für  die 
gegebene  Ebene  im  Anschlufs  an  390  c 

T=  Tp  -  T,  =  Ty,  +  T,,  +  T,y  -  (Ty,  sin««  +  T,,  sm^ß  +  T^y  sinV) 

oder 

T  =  Ty,  cos»  a  +  T„  cos^  ß  +  T^y  cos*  y. 

Die  Formel  für  Planmomente  ist  also   ganz  analog  der  Formel 
für  die  Axialmomente. 

397)  Möglichkeit  von  Fixpunkten.     Früher  wurde   gezeigt^ 
dafs  für  jede  ebene  Fläche  zwei  Fixpunkte  existieren,  in  Bezug  auf 


Die  Trägheits-  und  Centrifugalinomente  der  wichtigsten  Körper.       309 

welche  die  Trägheitsellipse  ein  Kreis  ist.  Es  fragt  sich,  ob  solche 
auch  für  jeden  Korper  in  dem  Sinne  vorhanden  sind,  dafs  das  Trägheits- 
ellipsoid  in  Bezug  auf  sie  eine  Kugel  ist,  so  dafs  auch  hier  Erleichte- 
rungen eintreten  würden.  Es  wird  sich  zeigen,  dafs  dies  im  allgemeinen 
nicht,  sondern  nur  unter  gewissen  Bedingungen  der  Fall  ist. 

Man  gehe  von  denl  Koordinatensysteme  der  Hauptachsen  des 
Centralellipsoides  mit  dem  Schwerpunkte  als  Nullpunkt  aus.  Soll  ein 
Punkt  mit  den  Koordinaten  a,  6,  c  ein  Fixpunkt  sein,  so  müssen  die 
durch  ihn  gelegten  Parallelen  zu  den  Koordinatenachsen  Hauptachsen 
sein,  denn  jede  Gerade  durch  den  Mittelpunkt  ist  für  die  Kugel 
Hauptachse.  Für  diese  Parallelen  müfsten  also  die  Centrifugalmomente 
yerschwinden,  d.  h.  es  müTste  sein 

1)     y^m(y  —  h)(z  —  ()  =  0^    2)     Vm(^  —  c)  (o;  —  a)  =  0, 


3)     ^^  m{x  —  a)  {x  —  6)  =  0. 


2 

Zunächst  soll  die  erste  dieser  Gleichungen  untersucht  werden.  Sie 
lautet 

^ myz  —  b  ^ ma  —  c^ my  +  6c  ^ m  =  0. 

Weil    die   Koordinaten   Hauptachsen    waren,    ist    ^  myz  =  0   als 

zugehöriges  Centrifiigalmoment.     Femer  ist  b^  mz  =  hj0s,  wo  J 

der  Inhalt  des  Körpers,  Zg  sein  Schwerpunktsabstand  ist.  Dieser  aber 
ist  NuU,    denn   es   war   vom  Centralellipsoid    ausgegangen,    also    ist 

b^fnz  =  0.     Ebenso   ist  c  ^;  wy  =  0.    Die  Gleichung  beschränkt 

sieh  auf  bc^^ m  =  bcJ=  0.  Da  J  als  Körperinhalt  von  Null  ver- 
schieden ist,  mufs  das  Produkt  bc  =  0  sein. 

Ebenso  giebt  die  zweite  Gleichung  die  Bedingung  ca  =  0,  die 
dritte  die  Bedingung  ab  =  0. 

Erste  Bedingung  dafür,  dafs  der  Punkt  ein  Fixpunkt  sei,  ist  also, 
dafs  zwei  der  Koordinaten  a^b^c  gleich  Null  sind,  d.  h.  der  Punkt  mufs 
auf  einer  der  Koordinatenachsen  liegen,  d.  h.  auf  einer  Hauptachse. 
Angenommen  nun,  der  Punkt  habe  die  Koordinaten  a,  6  =  0,  c  =  0, 
er  liege  also  auf  der  durch  den  Schwerpunkt  gehenden  X-Achse,  so 
siüd,  wenn  T,,  T^,  T,  die  Trägheitsmomente  in  Bezug  auf  die  Haupt- 
achsen bedeuten,  die  in  Bezug  auf  die  durch  den  Punkt  gelegten 
Parallelen  genommenen  T,,  Ty  +  aV,  T,  +  <^^J^  (Verschiebungssatz). 
Da  sie  aber  gleich  grofs  sein  sollen,  so  folgt  zunächst  aus  Ty  -f-  a^J 
=  T,  -f  aV,  dafs  Ty  =  T,  sein  mufs,  d.  h.  das  ursprüngliche  Central- 
ellipsoid mufs  ein  Drehungsellipsoid  mit  der  X-Achse  als  Drehungs- 
achse  sein.     Femer   folgt   aus   T^  =  Ty  +  a^J,   dafs   T,  >  Ty   und 
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ebenso  Tx  >  T,  sein  muTs,  d.  h.  die  X-Achse  ist  die  kleinere  Achse 
der  Ellipse,  durch  deren  Umdrehung  das  Centralellipsoid  entstanden 
ist.  Ist  dies  der  Fall,  so  findet  man  a  reell  aus  der  Gleichung 
i;  =  Ty  +  a^J  als 


«-±y!i-- 


—  T 

y 


Folglich:  Soll  es  Punkte  geben,  für  die  das  Trägheitsellipsoid 
eine  Kugel  ist,  so  mufs  das  Centralellipsoid  ein  durch 
Drehung  um  die  kleinere  Achse  entstandenes  Drehungs- 
ellipsoid  sein.  Je  nachdem  diese  Drehungsachse  die  X-Achse, 
Y-Achse  oder  Z-Achse  ist,  hat  man  auf  ihr  die  Punkte  zu 
suchen  in  der  Entfernung 


S  X 


„  _  ±1/^^',    odor  »  -  +yi^-,    c  -  +>/ 

Dafs  diese  Bedingung  nicht  nur  notwendig,  sondern  auch  hin- 
reichend ist,  ergiebt  sich  aus  der  Probe  für  a.  Ist  nämlich  das 
Centralellipsoid  durch  Drehung  um  die  X-Achse  entstanden,  so  ist 
zunächst  Ty  =  T^,  und  wenn  die  X-Achse  die  kleinere  Achse  war, 
Tx  >  Ty.     Folglich  giebt  es  auf  der  X-Achse  Punkte 


x=±y 


T   —  T 

X  y 

— - — ?  =  a. 


In  Bezug  auf  jeden  der  beiden  Punkte  ist  — ^-^^ — -  oder  T^.  =  Ty  +  a^J 


T^  —  T. 

T 

und  da  Ty  =  T^  ist,    Tx  =  Tt  +  a^J^    Weil  die  drei  Momente  gleich 
sind,  ist  das  Trägheitsellipsoid  för  die  beiden  Punkte  eine  Kugel. 


398)  Beispiel.  Das  quadratische  Prisma  mit  den  Kanten 
a,  a,  Ä. 

Die  Mittellinien  sind  Hauptachsen  des  Centralellipsoids,  und  zwar 
soll  h  der  Achsenrichtung  z  entsprechen.  Die  Hauptträgheitsmomente 
sind  dann 

Ty  =  ^^{a'+h%  Ty  =  ^^{h^  +  a^),   T,  =  ^  (a«  +  a«)  =  |a^ 

also  ist  Tx  =  Ty,  so  dafs  es  sich  um  ein  centrales  Drehungsellipsoid 
handelt.    Ist  nun  h  <  a,  so  giebt  c  =  +  y  -^—j — -  zwei  reelle  Werte, 

nämlich  c  = +T/y  —  ~~i2 ~  ^^  i  r  ~li —     Diese  Punkte  sind 
die  Fixpunkte,  wie  auch  die  Probe  ergiebt. 
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Ist  a  =  Ä,  so  fallen  die  Punkte  +  c  in  den  Schwerpunkt, 
und  es  handelt  sich  um  den  Würfel,  dessen  Centralellipsoid  eine 
Kugel  ist. 

399)  Bemerkung.  Für  jedes  regelmäfsige  Prisma  und  für  jedes 
Prisma  oder  jeden  Cylinder  mit  mehr  als  zwei  durch  die  Achse  gehenden 
Symmetrieebenen  ist  das  Centralellipsoid  ein  Drehungsellipsoid,  z.  B.  mit 
der  j9-Achse  als  Drehungsachse.  Es  läfst  sich  also  stets  eine  Höhe  h 
so  bestimmen,  dafs  das  Centralellipsoid  eine  Kugel  wird.  Diese  Höhe 
ist  der  Grenzwert  für  die  Existenz  von  Fixpunkten. 

400)  Beispiel    des   regelmäfsigen    dreiseitigen   Prismas. 

^  _  m^yj     b*hy^  _  h*hys 

^*~        48        "^       96     '—^'^y     ^'~       48      ■ 

Setzt  man  T,  =  I^,  so  folgt  h  =  &>^- 

Für  diese  Höhe  ist  das  Centralellipsoid  eine  Kugel,  bei  geringerer 
Höhe  aber  sind  zwei  leicht  zu  berechnende  Fixpunkte  vorhanden, 
nämlich  in  der  Entfernung 


&*Ä]/3        2  6«Ä»i/ir 


= + y^v^ = ±1  /  -% — ^ —  ±y^ 


—  2Ä^ 


-jYhh 


24 


401)  Entsprechendes  gilt  von  den  Planmomenten.  Handelt  es 
sich  wieder  um  a;  =  a,  ist  also  Txy  =  Ta?,,  so  bleiben  diese  beiden 
Momente  für  a  unverändert,  nur  Tyg  verwandelt  sich  in  Ty,  +  a^J. 

SoU  nun  Ty,  +  aV=  T,^.  sein,  so  folgt  a  =  +]/^"^^^^%  was 
mit  »  =  +  K  ——j—^  identisch  ist.     Ebenso  ist  im  Falle  b 


T     —  T 

•^My  xy 


-^-— ,  im  FaUe  c  dagegen  c  =  +  |/-^ 

Bedeutung  und  Anwendbarkeit  der  Fixpunkte  sind  also  für  Körper 
weit  geringer,  als  für  ebene  Flächen,  weil  nur  der  DrehungsfaU  ins 
Auge  zu  fassen  ist. 

402)  Die  Aufgabe,  mit  Hülfe  der  Fixpunkte  die  Momente 
für  beliebige  Ebenen  und  Achsen  zu  finden,  ist  genau  nach 
Fig.  122  zu  lösen,  denn  man  kann  das  Koordinatensystem  so  legen, 
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dafs  die  Schnittlinie  der  durch  8  gelegten  Schragebene  mit  der  F- Achse 
zusammenfallt.     (In  der  Figur  ist  dann  y  statt  a  zu  schreiben.) 
Die  Gleichung  für  Flächen 

p2  =  pj,  cos«  a  +  qI^  cos»  ß  +  Qly  cos*  y 
oder  die  für  Achsen  geltende 

Q^  =  qI  cos*  a  +  Pf  cos*  ß  '■\-  qI  cos*  y 

vereinfacht  sich  dann  dadurch,  dafe  ß  =  90*^  und  y  =  90®  —  a  wird, 
also 


bezw. 


Da  nun 


9«  =  92^sin*y  +  p*^cos*y, 
p*  =  p*  sin*  y  -{-  q]  cos*  y. 


-±i/^'^-±y^- 


-+v«'.,-<i:,-+yi>:- 


.2 


.4^ 


wird,  so  ergiebt  sich  dieselbe  Berechnungsmethode,  wie  bei  Fig.  122, 

und  es  wird 

j)  bezw, 

9^  =  Ql+PtPr 


403)  Einige  Beispiele  von 
Centrifugalmomenten. 

Quadrant  desKreiscjlinders. 
In  der  Lage  der  Figur  ist  die  Schicht 

in  der  Höhe  y  gleich  — ,  ihr  Schwer- 
punktsabstand von  der  Ebene  YZ  ist 

4  r 

— ,  das  entsprechende  Moment  also 


i/ 


0 


-T-  *  8~  "^  T 7  ^*s  Centrifugalmoment 

in  Bezug  auf  die  Grundebene  also  —  y . 

Für  den  Körper  von  Höhe  h  erhält 
man  also 


2?  r»Ä«       r'Ä« 

Ebenso  grofs  ist ^myz.     Dagegen  XBi^mex  folgendermafsen 


^' 


zu  berechnen.     Die  Schicht  im  Abstände  x  ist  gleich 


Die  Tragheits-  und  Centrifugalinomente  der  wichtigsten  Körper.       313 


^J5 .  CT)  =  Äj/H  -  a:% 

der   Schwerpunktsabstand   von   der   Ebene  XY  ist  jYr^  —  x^ ,   das 

entsprechende  Moment  also  ~  (r*  —  x^) .     Dies  mit  dem  Abstände  x 

h  h 

multipliziert  giebt  —  r^x  —  -^x^  -    Für  den  ganzen  Körper  von  0  bis  r 

entsteht  ^r^-r^  —  tt"^  "ä"    ^^^  Verlegung  nach  dem  Schwerpunkte 
des  Körpers  hin  bietet  keine  Schwierigkeit. 


404)  Dreieckskörper.     Schicht  in  Höhe  y  ist  «^y,  Schwer- 
punktsabstand von  Ebene  YZ  ist  t  t  y  ?  ^^^  entsprechende  Moment 


2  h 


ab 


also  .7jr,  y*,  das  Centrifiigalmoment  för  die 


2  h 
Grundebene  also 


Fig.  281. 


ah* 


2h*y  ' 
Körper  von  0  bis  h  entsteht  also 


Für    den    ganzen 


^CT  a**  h* 


SJkl 


8 


Die  Schicht  o,jry  hat  von  der  Ebene 
ILY   den    Schwerpunktsabstand        und  das 


statische  Moment 


a«6 


,  y,  dies  mit  y  multipli- 
ziert, giebt  für  die  Grundebene  des  Centrifugal- 
moment  -^  y^ .    Für  den  g«inzen  Körper  wird 

Im  Abstände  x  hat  man  die  Schicht 

AB  '  CD  =  a   h  — r —  =  ah j-  x. 

0  b 

Ihr  Abstand  von  der  Ebene  XF  ist  — ,  also  das   statische  Moment 

-g  A  —  Yi  ^  •    ^^®^  ^^^  ^^  ^  2^  multiplizieren  und  giebt  das  Centri- 

a*  a*h 

fugabnoment  -^hx  —  Yb^^ '     ^^^  ^^^  ganzen  Körper  wird 

xn  a'hb*        a*hb^        a^b^h 
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Die  Verlegung  nach  dem  Schwerpunkte  hin  macht  keine  Schwierig- 
keiten. 

In  ähnlicher  Weise  lassen  sich  parabolische  Cjlinder  jf"  Ordnung 

und    entsprechende    Sektoren    von    Drehungsparaboloiden    behandeln, 

auch  kann  man   zu  DrehungskÖrpem  Übergehen,  deren  Profilkurven 

Parabeln  gemischter  Ordnung  an- 

"»  «*  gehören,  z.  B.: 

405)  Quadrant  eines  pars 
boliBchen    Drehungskörpera 

In  Höhe  y  ist  a;  :=  X*^*'  *^^ 
Viertelkreisschicht  ist  aleo 

sein     Schwerpunktsabstand     von 


der   Ebene    YZ  ist 
also  das  Moment 


_  ifty' 


b't/*jt    iby*        b'y' 


Dies    mit    y  multipliziert    giebt 

~g   als    das  Centrifugalmoment 

der    Schicht  in   Bezug    auf    die 

Grundebene.  Fflr    den    ganzen 
Korper  wird 

Der  Schwerpunkt  des  Körpers  liegt  nach  der  parabolischen  Tabelle 
(Seite  143)  in  der  Höhe  y,'=^^,  ^ie  der  des  ToUständigen  Körpers. 

Zur  Berechnung  des  andern  Abstandes  kann  die  Methode  der 
konzentrischen  Kreise  benutzt  werden.  In  Fig.  282  ist  einer  der  Teil- 
cylinder  angedeutet.  Ist  x  sein  Kadins,  so  ist  die  Onmdltnie  -^, 
die  Höhe  h  —  y  =  h :^Vx  ,  also  die  Mantelfläche 

XTt  t  ^1       Ä      -,  1 —  Tlh  Jth         T 

—  h  —  —  ~=-yz  •=  —  X :r^x'  . 

2  2   yb  2  2j/i 

Sein    Schwerpnnktsabstand    von   der   Ebene    TZ   ist    — ,    also    das 
statische  Moment  in  Bezug  auf  diese 
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2x  Tch 


2a?  yth     -^ 


X  — 

*     2  n  2yT 


x^  =  hx^  — 


Ä   4- 


Vb 


X 


8 


LäTst  man  die  Radien  yon  0  bis  h  wachsen,  so  erhält  man  das  statische 
Gesamtmoment  des  Körpers  als 

Dividiert  man  dies  durch  den  Körperinhalt  -^  '^^^-^  =  —^  ?  so  folgt 


20  5 


als  Schwerpunktsabstand  x^  =  ^^  •    Verlegt  man  endlich  das  Centri- 


8].t 


&«Ä 


fiigalmoment  -^  nach  dem  Schwerpunkte ,  so  ist  abzuziehen 


24 


T         20  6     ÖÄ     ft"«Ä  5   Ttira 


21 9K      6 


20 


so  dafs  man  hat 


811 


604 


406)  Das  zweite  Centralellipsoid. 

Bildet   man   ein  Centralellipsoid,   dessen  Hauptachsen  nicht  die 


Fig.  283. 


reeiproken  Werte  der  Radien  a,  6,  c,  sondern  diese  selbst  sind,  so 
ist  seine  Oleichung 

?'  j.  y*  j.  1"  =  1 


Die  Tangentialebene  ABC  in  Figur  283,  die  sich  in  einem  Punkte 
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X,  y,  z  der  Fläche  an  diese  legen  läfst,  hat,  wie  leicht  zu  zeigen  ist, 
die  Gleichung 

Setzt  man  y  und  z  gleich  Null,  so  folgt  für  Ä  der  Abstand  OÄ  =  x=  — 
Ist  OD  das  Lot  vom  Nullpunkte  auf  die  Fläche,  so  wird  für  dessen 
Winkel    mit   der   X-Achse  —  ^  — f  =  cos  a.      Ebenso    cos  /3  =  ^, 

sc  (l  o 

Iz 
cos  y  =  -y  •    Daraus  kann  man  bilden 

a»  cos« «  -f  6«  cos«  ß  +  <^  cos«  y  =  i«  Q  +  g  +  ^  =  P, 

denn  weil  der  gegebene  Punkt  auf  der  Fläche  des  Ellipsoides  liegt,  ist 
die  letzte  Klammer  gleich  1.  Nach  Abschnitt  385  ist  aber  der 
Ausdruck  links,  wenn  man  wie  hier  von  den  Hauptachsen  des 
Centralellipsoides  ausgegangen  ist,  gleich  dem  Werte  des  TiiLgheits- 
radius  für  die  Achse  mit  den  Winkeln  a,  /3,  y. 

Das  von  C  leb  seh  eingeführte  und  von  Culmann  vielfach  be- 
nutzte zweite  Centralellipsoid  hat  also  die  Eigenschaft,  dafs  die 
Lote  vom  Nullpunkte  auf  die  Tangentialebenen  den  Längen 
der  Trägheitsradien  für  die  betreffenden  Achsen  entsprechen. 

Will  man  demnach  zu  einer  durch  0  gehenden  Geraden  das  zu- 
gehörige axiale  Trägheitsmoment  eines  Körpers  finden,  so  lege  man 
senkrecht  gegen  die  Gerade  eine  Tangentialebene  des  Centralellipsoides, 
diese  schneidet  von  der  Geraden  die  Länge  q  des  gesuchten  Trägheits- 
radius ab. 

Denkt  man  sich  also  im  Schwerpunkte  eines  Körpers  beliebig 
viele  Achsen  gezogen,  jede  von  der  Länge  des  Trägheitsradius,  und 
in  den  Endpunkten  Normalebenen  errichtet,  so  unihüllen  diese  das 
zweite  Centralellipsoid. 

Wie  die  zweite  Centralellipse,  so  ist  auch  das  zweite  Central- 
ellipsoid von  besonderer  Verwendbarkeit.  Dabei  sind  jedoch  Kennt- 
nisse über  die  konfokalen  Flächen  zweiten  Grades  nötig,  deren  drei 
Gruppen,  die  der  EUipsoide,  der  ein-  und  zweimanteligen  Hyperboloide 
sich  rechtwinklig  durchsetzen.  So  hat  z.  B.  Bin  et  (Joum.  de  Tecole 
polyt.  XVI,  Seite  41)  folgendes  bewiesen:  Kennt  man  das  zweite 
Centralellipsoid  eines  Körpers  und  sucht  man  die  Richtung  der  Haupt- 
achsen für  einen  beliebigen  Raumpunkt,  so  braucht  man  nur  für  die 
drei  zum  Centralellipsoid  konfokalen  Flächen,  die  durch  den  Punkt 
gelegt  werden  können,  in  diesem  die  Normalen  zu  errichten,  wodurch 
man  die  gesuchten  Achsenrichtungen  hat.  Auch  die  Längen  lassen 
sich  leicht  berechnen. 
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Man  vergleiche  hierzu  die  in  den  Vorbemerkungen  besprochene 
Abhandlung  von  Clebsch  und  den  betreffenden  Abschnitt  in  den  Lehr- 
büchern der  analytischen  Mechanik^  z.  B.  bei  Schell,  ebenso  in  der 
Graphischen  Statik  von  Gulmann. 

Hier  ist  das  zweite  Ellipsoid  nur  der  Vollständigkeit  wegen 
genannt. 

407)  Bemerkungen  zur  Methode  von  Reye.  Heye  hat  in 
Schlömilchs  Zeitschrift^  Band  X,  Seite  432  u.  s.  f.  gezeigt,  wie  man 
für  die  Zwecke  der  Mechanik  einen  Körper  durch  einen  Massenpunkt 
ersetzen  kann,  ähnlich  wie  in  Abschnitt  VII  F  die  ebene  Fläche  durch 
drei  Punkte  ersetzt  wurde.  Auch  auf  diese  ziemlich  viel  Vorkenntnisse 
beanspruchenden  Dinge  soll  hier  nur  hingewiesen  werden,  da  sie  über 
den  elementaren  Zweck  dieses  Buches  hinausgehen. 

408)  Anwendbarkeit  der  Lehre  von  den  körperlichen 
Trägheits-  und  Centrifugalmomenten. 

a)  Berechnung  der  Energie  von  Körpern,  die  sich  um  eine  feste 
Schwerpunktsachse  drehen.  Wucht  von  Schwungrädern,  Mühl- 
und  Schleifsteinen.  Einflufs  der  Schwungmassen  auf  plötzlich  fest- 
geklemmte Wellen  oder  Achsen.  Arbeitsleistung,  Überwindung  von 
Reibungswiderständen  in  Folge  der  Wucht.  Beschleunigte  Drehung 
um  solche  Achsen.  Atwoodsche  Fallmaschine  ohne  und  mit  Berück- 
sichtigung der  Reibung.  Probleme  der  Fadenspannung.  —  Das 
Schwungrad  als  Egalisator  der  Maschinen  bei  einer  oder  mehreren 
Kurbeln.  Stofs  gegen  einen  sich  drehenden  Körper,  unelastischer  und 
elastischer.  .  Stampfwerke.     Centrifugen. 

b)  Drehung  von  Körpern  um  eine  beliebige  feste  Achse. 
Einwirkung  der  Centrifugalkräfke  und  Centrifugalmomente  auf  die 
Achse.  Energie.  Pendelnde  Bewegung  um  eine  feste  Achse.  Lehre  vom 
Schwingungspunkte  und  von  der  reduzierten  Pendellänge.  Anwendung 
auf  horizontal  schwingende  Magnetnadeln  unter  dem  Einflüsse  einer 
richtenden  Kraft  (Intensitätsmessungen).  Das  Reversionspendel  und 
die  Bestimmung  der  Schwerebeschleunigung.  Unelastischer  und 
elastischer  Stofs  gegen  so  schwingende  Körper.  Stofspunkt  und 
Stofsmittelpunkt.  Anwendung  auf  schwingende  Hämmer.  Ballistisches 
Pendel. 

c)  Berechnung  der  Energie  von  Körpern,  die  sich  fortschreitend 
und  drehend  bewegen.  Herabrollen  auf  schiefer  Ebene  unter  Be- 
rücksichtigung des  Widerstandes  gegen  das  Drehen.  Beschleunigtes 
Rollen  auf  horizontaler  Ebene.  Verlangsamtes  Fallen  beim  Abwickeln 
umgeschlungener  Fäden  von  der  Achse.  Anwendungen  der  Faden- 
spannung   auf  die    Reibungstheorie.      Grenzwinkel    für    das    alleinige 
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Rollen  auf  schiefer  Ebene.  Rollen  und  Gleiten  zugleich^  sowohl  auf 
schiefer  als  auch  auf  horizontaler  Ebene.  Fälle  des  Hinaufrollens  auf 
schiefer  Ebene ^  sowohl  bei  geradliniger,  als  auch  bei  parabolischer 
Bahn.     Bewegung  auf  krummer  Fläche. 

d)  Bewegung  eines  Körpers  um  einen  festen  Punkt.  Sphärische 
Schwingungen  des  um  einen  festen  Punkt  schwingenden  physischen 
Pendels.  Gewisse  Fälle  des  Foucaultschen  Pendels.  Theorie  des 
Fesseischen  Apparates  und  des  Kreisels.  Anwendungen  auf  Präcession 
und  Nutation.  Unelastischer  und  elastischer  Stofs  gegen  solche 
Körper. 

e)  Drehungsbewegung  freier  Körper.  Freie  Drehungsachsen 
(Hauptachsen  des  Tmgheitsellipsoides).  Drehung  um  ganz  beliebige 
Achsen.  Unelastischer  und  elastischer  Stofs  gegen  solche  Körper. 
Freiwillige  Drehungsachse  für  den  ersten  Augenblick.  Parabolischer 
Wurf  bei  gleichzeitigem  Drehen.  Bewegung  und  Drehung  der  Himmels- 
körper. Bewegung  und  Drehung  im  widerstehenden  Mittel.  Ballistik 
der  Geschosse. 

f)  Allgemeine  Pendelbewegungen  beliebig  gestalteter  Körper 
auf  der  Ebene.  Herabrollen  solcher  Körper  auf  der  schiefen  Ebene 
oder  auf  krunmien  Flächen.  Allgemeine  Pendelbewegungen  schwim- 
mender Körper,  z.  B.  Schwankungen  der  Schiffe. 


X.  Anhang. 

Die  Schwungradtheorie. 

Ein  elementares  Beispiel  zum  Abschnitt  43. 


409)  Das  nachstehende  Beispiel  soU  zeigen^  in  wie  fruchtbarer 
Weise  die  Lehre  von  den  Trägheitsmomenten  in  der  Technik  Ver- 
wendung finden  kann. 

Zur  Schwungradtheorie  gehören  zunächst  die  Aufgaben  90)  und  91), 
bei  denen  die  Oestalt^  die  Masse  bezw.  das  Gewicht  und  die  Winkel- 
geschwindigkeit gegeben  sind.  Eine  Reihe  weiterer  Aufgaben  läfst 
sich  anschliefsen.  Bei  diesen  soll  bisweilen  nur  Tom  Schwungringe, 
statt  vom  ganzen  Rade  die  Rede  sein,  auch  soll  bisweilen,  wie  es 
in  der  Praxis  meist  geschieht,  einfach  der  mittlere  Radius  als  mafs- 
gebend  angenommen  werden,  obwohl  z.  B.  bei  rechteckigem  Querschnitt 
eigentlich  aus 

qrm  =  m  — r — 


folgen  würde 


W 


t 


r«  +  rf 


nicht  aber  q  =    ^   ^  •     Bei  den  Beispielen  kommt  es  hier  weniger 

auf  rechnerische  Genauigkeit,  als  auf  die  Art  des  Ansatzes  und  die 
Aufstellung  der  Gleichungen  an.  Die  Forderung  strenger  Genauigkeit 
giebt  dann  zu  umfangreicheren  Übungsaufgaben  Anlafs. 

Es  ist  zu  raten,  stets  mit  Metern  und  Tonnen  zu  rechnen, 
nicht  aber  mit  Metern  und  Kilogrammen,  weil  die  letzteren  die  Ein- 
führung von  Dezimetern  verlangen,  so  dafs  zweierlei  Mafse  in  der 
Rechnung  vorkommen  und  daher  Umrechnungen  im  Laufe  der  letzteren 
nötig  werden.  Dabei  treten  bisweilen  naheliegende  Versehen  auf, 
indem  man  z.  B.  versäumt,  ^  =  9,81  m  in  ^^  =  98,1  dem  umzuwandeln. 

Bei  den  ersten  Aufgaben  handelt  es  sich  um  die  Thätigkeit 
des  Schwungrades  als  Arbeitsaufsammler,  bei  den  späteren  um 
seine  regulierende  Thätigkeit  bei  der  Kurbelbewegung.    Auf- 
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gaben  über  das  Zerreifsen  der  Schwungräder  durch  Centrifugalkrafte 
sollen  auch  zur  Sprache  kommen,  obwohl  der  Gegenstand  schon  in 
Abschnitt  49  behandelt  worden  ist. 


A.  Das  Schwungrad  als  Ansammler  der  Energie. 

410)  Aufgabe.  Eine  Dampfmaschine  leiste  bei  einer  sekund- 
lichen Umdrehung  300  Pferdestärken.  Wie  schwer  müfste 
der  Schwungring  von  3  m  mittlerem  Radius  sein,  um  nach 
Abstellung  der  Triebkraft  denselben  Widerstand  10,  20, 
30  Sekunden  lang  zu  überwinden? 

Auflösung.     Die   sekundliche  Leistung 
der  Maschine  beträgt   300  •  75  mkg  =  22,5 
Metertonnen.      Das    Auslaufdiagramm    fiir 
10  Sekunden  ist  unter  der  Annahme  kon- 
stanten   Widerstandes    ein    Dreieck   BCE, 
welches    halb    so    grofs    ist,    als    das    ent- 
sprechende Rechteck  AB  CD  fiir  eine  kon- 
stante Maschinenleistung  von  gleicher  Dauer.     Der  Widerstand  kann 
durch  Lote    von    gleicher    Länge,    die    auf  die    Diagrammfläche    auf- 
zusetzen sind,  dargestellt  werden.     Vom  Schwungrad,  dessen  Arbeits- 


wucht 


2 


10 


ansprucht. 


oder 


ist,  wird   also  eine  Arbeit  von  y  '  22,5  Metertonnen    be- 
Es  ist  demnach  zu  setzen 


=  '^■225 


also 


9 


r*(2Ä)*         10 


=  T-22,5, 


p  = 


10  ■  29,5 


9ä' 


225  •  9,81 
"~36  TT* 


=  6,2  Tonnen  =  62  Doppelzentner. 


Für  20  Sekunden  sind  12,4,  für  30  Sekunden  18,6  Tonnen  erforderlich. 
Bemerkungen.    Für  blofse  Überschlagungsrechnungen  kann  man 

-^j-  =  1  setzen,  was  bei  diesem  Beispiele  6,25  Tonnen  geben  würde. 

Die  allgemeine  Formel  für  diese  Art  von  Aufgaben  ergiebt  sich 
bei  n  sekundlichen  Umdrehungen  und  einer  sekundlichen  Leistung  L 
der  Maschine  fiir  eine  gegebene  Auslaufszeit  t  aus 


als 

1) 


=  _i     oder     --A__  =  ^L 


gtL 


gtL 


1         4r*n*7t^         4(rn7r)* 
Ist  eine  der  andern  Gröfsen  als  Unbekannte  betrachtet,  so  folgt  daraus: 
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2)  t  =  ^-^, 

3)  ^_4p(rn»)' 

5)  „_  J_ l/^Z?. 

Mit  Hülfe  dieser  Formeln  lassen  sich  entsprechende  Aufgaben  lösen 
und  an  sie  allgemeinere  Betrachtungen  anknüpfen. 

411)Ati%ab6.  Eine  Maschine  leiste  bei  einer  sekundlichen 
Umdrehung  400  Pferdestärken,  ihr  Schwungring  wiege 
20  Tonnen  bei  3  m  mittlerem  Radius.  Wie  lange  kann  das 
Rad  nach  Abstellung  der  Triebkraft  den  gesamten  Wider- 
stand noch  überwinden? 

Auflösung.  Die  Sekundenleistung  der  Maschine  ist  L  =  ^^-  =  30 
Metertonnen.     Gleichung  2)   giebt 


t  =  —E^^ — OFT-  =  24,14  Sekunden. 

412)  Aufgabe.  Die  Leistung  einer  Maschine  bei  einer 
sekundlichen  Umdrehung  soll  bestimmt  werden,  nachdem 
sich  ergeben  hat,  dafs  das  Schwungrad  von  20  Tonnen 
Gewicht  und  3m  Radius  nach  Abstellung  der  Triebkraft  den 
gesamten  Widerstand  noch  20  Sekunden  laiig  überwinden 
kann. 

Auflösung.    Nach  3)  ist 

'^  ^^ 9  81       ^^  36,22  mt/s  (Metertonnen  pro  Sekunde), 

oder  483  Pferdestärken. 

Bemerkung.  Da  das  Absperren  des  Dampfes  Zeit  beansprucht, 
müfste  man  die  Geschwindigkeit  zunächst  höher  treiben,  sodann  den 
Dampf  absperren  und  die  Zeit  des  Auslaufs  von  dem  Augenblicke  ab 
zahlen,  wo  das  Rad  eine  Tour  in  der  Sekunde  macht. 

Die  gefundene  Leistungsfähigkeit  ist  gewissermafsen  die  Brutto- 
leistung der  Maschine,  denn  sämtliche  Widerstände  sind  darin  ent- 
halten, z.  B.  Kolbenreibung,  Stopfbüchsenreibung,  Reibung  der  Gerad- 
fuhrungen,  sämtliche  Zapfenreibungen,  die  LuftwidersiÄnde  und  dgl. 
Um  die  Nettoleistung  zu  finden,  müfste  man  nicht  nur  die  Triebkraft 
abstellen,  sondern  auch  den  eigentlichen  Widerstand  (die  Last)  auslösen 
und  die  Dauer  des  Auslaufs  des  Rades  und  der  Maschine  beobachten. 

Kolxmüller,  iDgonieur- Mathematik     I.  21 
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Angenommen,  es  handle  sich  um  600  Sekunden,  dann  ist  die  folgende 
Aufgabe  mafsgebend. 

413)  Aufgabe.  Mit  wieviel  Pferdestärken  müfste  ein  kon- 
stanter Widerstand  einsetzen,  um  das  obige  Rad  in  der  Aus- 
laufszeit von  600  Sekunden  zur  Ruhe  zu  bringen? 

Auflösung.     Gleichung  3)  giebt 

L.  =        -  - '    ' ,,  ' —  =  1,208  Metertonnen  auf  die  Sekunde 

oder  16,1  Pferdestärken. 

Die  Nettoleistung  der  Maschine  würde  also  sein  483  —  16,1 
=  ~  477  Pferdestärken. 

In  dem  EflFektverlust  von  16,1  Pferdestärken  ist  jeder  Widerstand 
enthalten,  auch  der  Einflufs  der  etwa  hin-  und  herschwingenden  Teile. 
Die  Annahme,  dafs  der  Widerstand  konstant  sei,  ist  z.  B.  im  Hinblick 
auf  den  Luftwiderstand  nicht  ganz  richtig,  das  Resultat  ist  aber  für 
praktische  Zwecke  hinweisend  genau  und  kann  zur  Ergänzung  der  Er- 
gebnisse von  Indikator-  und  Bremsversuchen  dienen.  In  solcher  Weise 
ist  man  auch  imstande,  den  Arbeitsaufwand,  den  Lochmaschinen, 
Pressen  u.  dgl.  für  ihre  Funktionen  erfordern,  versuchsweise  fest- 
zustellen. Da  theoretische  Vorhersagungen  hier  kaum  möglich  sind, 
müssen  Experimente  die  nötige  Unterlage  geben. 

414)  Aufgabe.  Mit  wieviel  Pferdestärken  müfste  ein  kon- 
stanter Widerstand  einsetzen,    um    obiges  Rad  in   einer 

Sekunde  oder  in  ^^  Sekunde,  oder  in  jj^  Sekunde  zur  Ruhe  zu 
zwingen. 

Auflösung*    Für  eine  Sekunde  bedarf  es  einer  Anfangsarbeit  von 

L  =  l^Ül*'"-  =  724,4  mt/s  oder  9640  Pferdestörken,  bei  {^  Sekunde 

das  10-fache,  bei  —  Sekunde  das  100-fache. 

Bemerkung.  Nach  den  in  Nr.  97,  98  imd  101  behandelten 
Formeln  kann  aber  die  Schwungradwelle  aus  Gründen  der  Festigkeit 
nur  eine  begrenzte  Anzahl  von  Pferdestärken  übertragen,  z.  B.  die 
Anzahl 

iV  =  — —    -  ^  ^^^    bezw.   N  = 


16  •  716  200  ^^''"-  ^'         4  360  .  IQOO  •  16  •  716  200^ 

daraus  geht  also  hervor,  dafs  die  Triebwelle  durch  Torsion  zerbrechen 
mufs,  wenn  das  Stillstehen  in  allzukurzer  Zeit  geschehen  soll.  Selbst- 
verständlich können  vorher  die  zu  schwach  gebauten  Radanne  nach- 
geben, oder  der  Keil,  mittels  dessen  die  Nabe  auf  die  Trieb  welle 
gekeilt    ist,    wird    vorher    durch    Abscherung    beseitigt.      Letzteres 
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i?ürde  noch  das  am  wenigsten  schädlich  wirkende  sein,  und  deshalb 
pflegt  man  den  Keil  nicht  allzuwiderstandsfahig  zu  machen. 

Bezeichnet  man  den  Widerstand,  der  das  Rad  schnell  zur  Ruhe 
bringen  soll,  kurzweg  als  Stofs,  so  folgt  aus  Gleichung  3)  dafs  die 
Bruchgefahr  umgekehrt  proportional  der  Stofsdauer  ist. 
Setzt  man  in  abstrakter  Weise  ^  =  0,  so  würde  Z  =  c»,  das  Rad 
oder  die  Welle  also  unter  jeder  Bedingung  zertrümmert  werden. 

415)  Aufgabe.  Ein  Schwungring  vom  spez.  Gewichte  p' 
mit  den  Radien  r  und  r^,  der  durch  Rotation  einerlRechtecks- 
fläche  mit  den  Seiten  h  =  r  —  r^  und  d  entstanden  gedacht 
wird,  hat  bei  n  Umdrehungen  in  der  Sekunde  welche 
Arbeitswucht  in  sich? 

Auflösung.     Das  polare  Trägheitsmoment  der  Ringfläche  ist 


r»  —  r 


1       "'  +  '?/,     ^N       ^•••  +  »i 


«  = 


(r«-r?)«  =  F-4 


2 

Hier  also  wird 

**        2  p        2  p  2  ^9  ' 

also 

_      A«        (r*  -  r*l)^p'     &*        (r*-r\)np'd4n^n^        (r'-r\)nYdn^ 
-/4.  —  J.  -T-  — d  --•  = = — 

2  2^  2  Ag  g 

Metertonnen. 

Ist  z.  B.  r  =  2  m,  r^  =  1,6 m,  d  ==  0,2  m,  p'  =  7,5 m,  so.  würde 
sein 

A  =  (1*  Zlli^lf^.:-^  n*  =  44,786  n«  Metertonnen 

oder   .4  =  44  786«^   nikg.     Also   bei    1,  2,   3  Umdrehungen    bezw. 
44  786  mkg,  179144  mkg,  403  074  mkg. 

Die  plötzliche  Herabsetzung  der  Geschwindigkeit  von  3  auf  2* 
sekundliche  Umgänge  würde  schon  403074  —  179144  =  223930  mkg. 
Zerstörungsarbeit  in  die  Maschinerie  werfen.  Stofs  weise  Ver- 
langsamungen also,  wie  sie  beim  Walzen,  Bohren,  Pressen  häufig  ein- 
treten, müssen  bei  der  Konstruktion  berücksichtigt  werden.  Ebenso 
würden  Stofse  eintreten,  wenn  man  Schleifsteine,  Mühlsteine  oder 
vollständige  Transmissionsbetriebe  durch  plötzlich  wirkende  Einrück- 
kuppelungen in  sofortige  Bewegung  versetzen  wollte.  Der  Vorgang 
beim  Zerbrechen  der  Radarme  oder  des  Kranzes  ist  in  Figur  285 
dargestellt.  Dreht  sich  das  Rad  in  der  Richtung  v  und  ist  —  w  die 
plötzlich  hemmend  wirkende  Gegenkraft,  so  wird  jeder  Radarm  ABC 

21* 
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gebogen,  wie  ein  beiderseits  eingespannter  Träger,  bei  dem  A  und  0 
die  am  meisten  gefährdeten  Stellen  sind,  während  die  Biegungs- 
spannung im  Wendepunkte  B  gleich 
Null  ist.  Die  Biegung  des  Radarmes 
bei  G  wirkt  auf  den  Kranz  in  Form 
eines  Kräftepaares,  welches  durch  die 
Kräfte  +j!)  und  — p  angedeutet  ist. 
Entsprechende  Komponenten  der  Kräfte 
—  p  und  +  g  können  als  ein  Kräfte- 
paar betrachtet  werden,  welches  den 
Quadranten  (oder  Sektor)  CD  links- 
drehend zerbrechen  will.  Dabei  sind 
C  und  D  und  zwei  zwischen  C  und  D 
liegende  Punkte  als  besonders  gefährdete 
Stellen  au&ufassen. 

Die  Abnahme  der  Arbeitswucht  des  auslaufenden  Schwungrades 
geschieht  unter  Voraussetzung  konstanten  Widerstandes  nach  Mafs- 
gabe  des  Fallgesetzes  und  der  Zerlegung  des  Diagramms  in  Teil- 
trapeze.    Dauert  der  Auslauf  z.  B.  10  Sekunden,  so  wird  nach  dem 

Gesetze  der  ungeraden  Zahlen  von  Sekunde  zu  Sekunde  — ,  ^^  ^,  ^ , 
•  •  •  •  iüo;  löö^  4  ^^^  Energie  aufgebraucht. 


416)  Aufgabe.  Eine  Maschine  leiste  bei  einer  sekundlichen 
Umdrehung  400  Pferdestärken.  Der  Schwungring  soll 
20  Tonnen  wiegen  und  imstande  sein,  den  gesamten  Wider- 
stand nach  Abstellung  der  Triebkraft  40  Sekunden  lang  zu 
überwinden.    Wie  grofs  ist  der  mittlere  Radius  zu  nehmen? 

Auflösung.     Aus  Gleichung  4)  folgt 

r  ^  J_|/?i!L^_i»  _  i  yui,i6  =  3,861  m. 

1.  «  ^  *    *  20  TC   ^  '  ' 

Den  Aufgaben  über  den  Auslauf  der  Maschine  entpsrechen  solche 
über  den  Anlauf. 

417)  Aufgabe.  Eine  Maschine  leiste  bei  3  Touren  in  der 
Sekunde  400  Pferdestärken.  Wieviel  Zeit  hat  sie  nötig,  beim 
Blindgange  das  Schwungrad  —  abgesehen  von  den  Reibungs- 
widerständen  —  in  diese  Geschwindigkeit  zu  versetzen, 
wenn  dieses  bei  3m  Radius  20  Tonnen  wiegt? 

AuflösTuig.     Auch  hier  ist,  wie  aus  der  Gleichung 


tL 
2 
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hervorgeht^  die  Gleichung  2)  mafsgebend.    Man  erhält 

t  =  ilJ^iL_iü)!  =  217,2  Sekunden. 

Dies  ist  9-fache  des  Resultates  der  Aufgabe  411,  was  sieh  naturgemäXs 
daraus  erklärt,  dafs  t  dem  Quadrate  der  Winkelgeschwindigkeit  pro- 
portional ist. 

B.  Schwungrad  und  Centrifagalkraft. 

418)  Schwungräder  werden  in  der  Regel  durch  Betriebsstockungen 
in  der  oben  erwähnten  Weise  zerstört.  Bei  sehr  grofsen  Geschwindig- 
keiten, z.  B.  beim  Durchgehen  der  unbelasteten-  Maschine,  deren 
Absperrventil  nicht  in  Ordnung  ist,  kann  die  Zerstörung  auch  durch 
die  Centrifagalkraft  erfolgen.  Sieht  man  von  den  Radarmen  vor- 
läufig ab,  80  handelt  es  sich  um  das  Abreifsen  der  einen  Kranzhälfte 
von  der  andern.  Mafsgebend  ist  also  die  im  Schwerpunkte  S^  ver- 
einigt gedachte  Masse  jeder  Hälfte.    (Vgl.  Figur  53.) 

Ist  d  die  Dicke  des  Rades  mit  rechteckigem  Hauptschnitt,  sind 
r  und  r^  die  Radien,  und  ist  p'  das  spezifische  Gewicht,  so  handelt 

es  sich  um  die  Masse  —  =  -^(i^  —  r^d—  und  um  Centrifugalkräfte 

mQ(2nxy,  wo  q  der  Schwerpunktsabstand  — ^y-r n  die  Touren- 

zahl  fiir  die  Sekunde  bedeutet,  also  um 

.(r»-r{)dp'    4(r«-.^)                       2 äp'  (r»  -r»)(2n«)» 
^ 2-g 3";;p3^^^""^ 3^^ 

419)  Aufgabe.  Wie  grofs  ist  die  Centrifugalkraft,  die 
einen  einfach  gestalteten  Schwungring  von  den  nach- 
stehenden Dimensionen  bei  einer,  zwei,  drei  Touren  in  der 
Sekunde  zerreifsen  will?  r  =  3,3m,  ri  =  3m,  d  =  0,3 m,  i?' =  7,5. 

AufLösmig. 

^         2  .  0,3  .  76(3,3»  — 3»)  4 Ä»        6««(3,3»  — 3»)        68,62  «•        clo  cxa  m 

K,  = 3^-^, ^- —  =  —^^ ^ ^^^  =  53,94  Tonnen. 

Bei  2  Touren  handelt  es  sich  um  das  4-fache,  bei  3  Touren  um 
das  9-fache  u.  s.  w. 

Bemerkung.  Die  gesamte.  Rifsfläche  ist  das  doppelte  Rechteck 
aus  d  und  (r  —  rj,  also  gleich  2  d(r  —  r^)  =  2  •  0,3  •  0,3  =  0,18  qm 
=  180000  qmm.  Von  der  Spannung  53  940  kg  kommen  also  auf 
jedes  Quadratmillimeter  0,2997  =  ~  0,3  kg.  Der  Tragmodul  des 
GuTseisens    ist    7,5  kg.     Wann    wird    er    erreicht?     Bei    n   Touren 
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handelt  es  sich  um  ifi?  -  0,3  kg  Spannung,  aus  n^  •  0,3  =  7,5  folgt 
n^  =  25  und  n  =  5.  Bei  5  Touren  also  wird  bereits  die  Elastizitäts- 
grenze erreicht.  Wird  der  Bruchmodul  als  11  angenommen,  so  erfolgt 
das  Zerreifsen  bei 

n  =  ]/^  =  6,055  Umdrehungen  in  der  Sekunde. 

Die  Annahme,  dafs  der  Zug  sich  gleichmäfsig  über  die  ganze 
Rifsfläche  verbreitet,  ist  nicht  ganz  richtig,  aber  für  praktische 
Zwecke  zulässig. 

Bei  anderer  Gestaltung  des  Hauptschnittes  kommen  die  Formeln 
des  Abschnittes  49  zur  Geltung. 

Will  man  direkt  die  Spannung  erhalten,  so  ergiebt  sich  in 
Tonnen  auf  das  Quadratmeter  die  Zugspannung 

^i~         Sg2d(r-r^)      '~  Sg 

Multiplikation  mit  1000  und  Division  durch  1000000  reduziert  diese 
Spannung  auf  Kilogramm  pro  Quadratmillimeter,  so  dafs  man  dann  hat 

^  _  !>'(/  +  rr^  r\)(2 nnf 

3000^  ' 

im  Beispiele  also 

^  _   7,6  (10,89  +  9,9  +  9)  4  «»         ^  ^^^„  W/nm^ 

S  = 3ÖÖÖT9>r =  ^^2997  kg/qmm. 

Bei  den  grofsen  z.  B.  in  Drahtwalzwerken  gebräuchlichen  Um- 
drehungszahlen sind  nach  Obigem  gufseiserne  Räder  von  grofsen 
Dimensionen  unbrauchbar.  Sie  werden  dort  durch  schmiedeeiserne 
ersetzt.  Bei  dem  Schrägwalzverfahren  (Mannesmann)  hat  man  die 
Sicherheit  noch  durch  Umspinnung  mit  Draht  zu  vergröfsem  gesucht. 


C.  Die  ausgleichende  Arbeit  des  Sehwungrades  bei  der 

einfachen  Eurbelbewegung. 

420)  Der  Kurbelradius  der  Maschine  sei  r,  der  Widerstand,  auf  den 
Radius  r  reduziert,  sei  g,  also  qr  das  Moment  des  zu  überwältigenden 
Widerstandes.  Man  denke  sich  z.  B.  die  Last  q  an  einem  Seile 
wirkend,  welches  um  die  Peripherie  des  Kurbelkreises  geschlungen 
ist.  Die  Richtung  der  Pleuelstange  werde  stets  als  horizontal  an- 
genommen, was  bei  der  sogenannten  Kurbelschleife  durchaus  richtig, 
bei  Pleuelstangen  gewöhnlicher  Art  angenähert  richtig  ist,  sobald  sie 
mehr  als  die  o-fache  Länge  des  Kurbelradius  haben.  Die  treibende 
Maschine  werde,  wie  überall  in  den  Lehrbüchern,  zunächst  als  Voll- 
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dmckmaschine  angenommen^  so  dafs  es  sich  um  eine  konstante 
Triebkraft  p  handelt.  T  sei  das  Trägheitsmoment  der  gesamten 
Schwungmasse  (zu  der  im  angenommenen  Beispiele  auch  die  am  Seile 
hängende  Last  q  gehören  müTste^  wenn  sie  nicht  vollständig  abstrakt 
als  Kraft  aufgefaCst  wird). 

421)  Aufgabe.  Wie  grofs  mufs  die  Triebkraft  p  theo- 
retisch sein,  damit  der  Gang  der  Maschine  ein  periodisch 
regelmäfsiger  werde? 

Auflösung.  Bei  jeder  Umdrehung  ist  die  Arbeit  q  -  2rx  zu  leisten. 
Ebenso  viel  Arbeit  mufs  die  Dampfmaschine  hergeben*),  wenn  die 
Maschine  nicht  in  dauernde  Beschleunigung  oder  in  Verlangsamung 
geraten  soll.  Der  Hin-  und  Rückgang  des  Kolbens  giebt  den  Weg 
4  r,  also  ist  p  -  Ar  die  entsprechende  Arbeit  der  Maschine.  Aus 
p  .  4  r  =  5  •  2  r;r  folgt 


Flg.  286. 


n 


1)  1»  =  ^«  =  1,5708  g. 

Die  Triebkraft  ist  also  mehr  als 
das  ly  fache  der  Last,  und  zwar  des- 
halb gröfser,  weil  ihr  Hebelarm  zwischen 
den  Werten  Null  und  r  schwankt, 
"«irährend  der  Hebelarm  der  Last  kon- 
stant gleich  r  bleibt.  Bemerkenswert  ist, 
dafs  die  Qröfse  von  r  für  das  Resultat 
gleichgültig  ist. 


422)  Aufgabe.  In  welchen  Stellungen  ist  das  statische 
Moment  der  Kraft  gleich  dem  der  Last? 

Auflösung.  Für  die  beliebige  Stellung  a  (Fig.  286)  ist  das  statische 
Moment  der  Kraft  pr  sin  a,  das  der  Last  ist  stets  qr.  Setzt  man 
beide  gleich,  so  ist 


oder 
Daraus  folgt 

d.h. 

2) 


pr  sma  =  qr 


7C 


-qr  sm«  =  qr. 


sin  a  =  — 


a  =  39^  32'  3(y'. 


*)  Der  Satz  von  der  Erhaltung  der  Arbeit  bei  diesem  Probleme  ist  vorher 
in.  bekannter  Weise  elementar  zu  beweisen. 


328  ^-  Anliang. 

Dasselbe  gilt  vou  den  Stellungen 

—  390  32^  30"  und  +  14(y>  27'  30". 

Diese  Stellungen  sind  die  einzig  möglichen  för  das  Gleichgewicht. 
Bleibt  die  Maschine  zwischen  H  und  E  odei'  zwischen  F  und  G 
stehen,  so  ist  es  der  Dampf  kraft  p  nicht  möglich,  das  Moment  der 
Last  zu  überwinden  und  die  Maschine  in  Gang  zu  setzen.  Entweder 
mufs  die  Last  vermindert  oder  das  Rad  mit  besonderen  Mitteln  über 

die  Minimalstellen  hinaus  getrieben  werden,  d.  h.  mindestens  39*32-^ 

über  die  Totpunktstellung  hinaus.  Die  Vorrichtungen,  die 
dem  Maschinenwärter  diese  Arbeit  ermöglichen,  sind  wohl  allgemein 
bekannt. 

Folgerungen.  Von  H  bis  E  ist  das  Moment  der  Triebkraft 
zu  klein,  von  E  bis  F  ist  es  zu  grofs,  von  F  bis  G  zu  klein,  von  G 
bis  H  zu  grofs.  Demnach  herrscht  Verlangsamung  des 
Maschinenganges  von  H  bis  JE,  Beschleunigung  von  E  bis  JP, 
Verlangsamung  von  F  bis  G,  Beschleunigung  von  G  bis  H. 
Folglich:  Das  Minimum  der  Drehungsgeschwindigkeit  be- 
findet sich  bei  E  und  G,  das  Maximum  bei  F  und  Ä  Die 
beiden  Minima  werden  sich  als  gleich  herausstellen,  ebenso  die  Maxima. 

423)  Aufgabe.  Die  Winkelgeschwindigkeit  in  der  Tot- 
punktstellung sei 'S*!.  Wie  grofs  ist  die  Winkelgeschwindig- 
keit %•  für  jede  beliebige  Stellung  a  des  Kurbelradius? 

Auflösung.  Geht  in  der  Figur  der  Endpunkt  des  Radius  von  A 
nach  E,  so  ist  die  Last  um  den  Bogen  AE  ^=^r  -  &  gehoben.  Die  ge- 
leistete Arbeit  ist  also  g'r a,  oder,  wie  aus  der  Proportion  « :  3f  =  «^ :  180® 

folgt,  geleistete  Arbeit  =  ^^^jgöö?  wobei  man  die  Gradzeichen  dulden 

möge,  um  Verwechselungen  zu  vermeiden. 

Der  Weg    des    Dampfkolbens    aber    ist   AK^    die    aufgewandte 

Arbeit   der   Maschine   also  p  • -4Jr,   oder,    da|?  =  — g   und   AK  = 

r  (1  —  cos  OL)  ist,  aufgewandte  Arbeit  =  0^  ?r  (1  —  cos  a).  Folglich 
Kraftarbeit  —  Lastarbeit 

=  \(ir  (1  -  cos«)  -  (irit:^,  =  qrn  [^  (1  —  cos«)  ~  j^]- 

Dieser  Arbeitsüberschufs,  der  allerdings  positiv  und  negativ  sein 
kann,   wirft   sich  in  die  Schwungmassen  und  bringt  deren  Arbeits- 

wucht  von   -^—  auf  -^,  so  dafs  sein  mufs: 
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Hieraus  ergiebt  sich 

3)  ^„^J_i^[^4._l(l_C08«)], 

woraus  sich  die  Winkelgeschwindigkeit  d"  für  jedes  a  leicht  be- 
rechnet. 

Setzt  man  für  cc  den  Supplementwinkel  180^  —  a  ein,  so  ver- 
wandelt sich  die  Formel  in 

3*)  ^  =  *J  +  T[iä-T(l--s«)], 

so  dafs  die  Summe  der  Quadrate  der  Winkelgeschwindig- 
keiten für  Supplementstellungen  stets  gleich  2'^'^  ist.    Daraus 

folgt,  dafs  in  den  Stellungen  Ä,  B,  C  und  i),  d.  h.  für  0»,  90^, 
18(y*  und  —  90®  die  Winkelgeschwindigkeit  gleich  d-^  ist,  was 
sich  bei  Einsetzung  dieser  Winkel  auch  bestätigt.  In  der  statisch 
günstigsten  Stellung  ist  also  die  Geschwindigkeit  dieselbe, 
wie  in  der  Totpunktstellung. 

Auch  fiir  die  Minimal-  und  Maximalstellung  ist  die  Summe  der 
Quadrate  der  Winkelgeschwindigkeiten  gleich  2-0"*,  also 

•ö"       -4-  9"  ,   =  2  -ö"^  , 

maz     >         min  1  ' 

oder 

jN  A.S  max     '        min 

4)  ^,  = 2 • 

Folglich:  Das  Quadrat  der  Winkelgeschwindigkeit  in  der 
Totpunktstellung  ist  das  arithmetische  Mittel  der  Quadrate 
der  Maximal-  und  Minimalgeschwindigkeit. 

424)  Noch  klarer  tritt  das  Resultat  hervor,  wenn  man  beide  Seiten 

T 
der  Gleichung  4)  mit  —  multipliziert.    Es  ergiebt  sich 

^)  IT  =  i  [y^max  +   2 '^min]' 

oder 

5*)  A,  =  ~'^^-±^\ 

d.  h.  die  Arbeitswucht  der  Schwungmassen  in  der  Totpunkt- 
stellung ist  das  arithmetische  Mittel  der  Arbeitswuchten  in 
den   Stellungen  der  Maximal-  und  Minimalgeschwindigkeit, 
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Dasselbe  gilt  von  den  Stellungen  +  90^.  Nach  den  Bemer- 
kungen zu  den  Gleichungen  3)  ist  A^  auch  das  arithmetische  Mittel 
der  Arbeitswuchten  für  jedes  Paar  der  dort  besprochenen  Supplement- 
stellungen. 

425)  Aufgabe.  Die  Maximal-  und  die  Minimalgeschwindig- 
keit sollen  aus  der  Totpunktgeschwindigkeit  berechnet 
werden. 

Auflösung.  Beide  berechnen  sich  nach  3)  und  3*)  aus  der 
Gleichung 

^*  =  ^^  +  ^  p^^  _  1(1  _  cos  39»  32' 30")] , 
also: 

'  ,6614  qr 

I  Vmftx    =    1/    V .   -I 

6) 


U»«  ==  Yk^ 


7 


-1/72         0,6614  qr 
Vmin  ^^    y  ^1 f — ~  • 


Folgerungen:  Die  gesamte  Schwankung  ist: 


q.               <^            i/a2,    0,6614  gr       -1/2        0,6614  gr 
Vmax  —  Vmin  =  J/  v^  -| ji y   ^1 ji 

Aus  6)  folgt 
7)  »^      -»\   =1,3228^ 

/  max  mm  '  X 


T 


(was  unabhängig  von  O-^  ist),  oder  wenn  man  beiderseits  mit  —  mul- 
tipliziert: 

^^2      _|^2     =  0,6614  gr, 

2      max  2      ™*'^  '  ^     y 

d.    h. 

«)  ^max  —  ^min  =  0,6614  qr  =  0,6614  Jf. 

Also:  Die  Arbeitswucht,  die  von  den  Schwungmassen  in 
der  Beschleunigungsperiode  aufgenommen  und  in  der  Ver- 
langsamungsperiode  wieder  abgegeben  wird,  ist  gleich 
dem    0,6614-fachen    des    Lastmomentes,    oder     etwa     gleich 

Y  des  Lastmomentes.     Die   Gröfse  der  Schwungmasse,   die   Gröfse 

ihres  Trägheitsmomentes,  die  mittlere  Geschwindigkeit  und  die  mittlere 
Arbeitswucht  der  Schwungmasse  sind  dabei  vollständig  gleich- 
gültig. Die  Arbeitsaufnahme  eines  Schwungrades  ist  also 
nur  von  dem  Lastmomente  abhängig. 
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426)  Soll  das  Schwungrad  über  die  Minimalstelle  wirklieh  hinaus- 
kommen, so  mufs  nach  Gleichung  7),  in  der  flir  -O-mm  der  Grenzwert 
Xull  einzusetzen  ist, 


^max  >]/l,3228  f 


sein.    Die  kleinste  denkbare  Maximalgeschwindigkeit  ist  also 


'Ö'max  =  1/  1,3228  -j,  • 


Die  kleinste  denkbare  Totpunktgeschwindigkeit  ist  also  nach  6) 
zu  berechnen  aus 

^l  =  ^Ix  -  0,6614  5  =  1,3228  ^^  -  0,6614  ^^,  • 
Dafs  sie  mindestens 


^^=]/o,6614^^ 


sein  mufs,  ergiebt  sich  auch  aus  der  zweiten  der  Formeln  6),  die 
sonst  Imaginäres  ergeben  würde. 

Man  erkennt  daraus,  dafs  bei  gegebenem  Lastmoment  und  ge- 
gebener Schwungmasse  die  Maximalgeschwindigkeit  und  ebenso  die 
Totpunktgeschwindigkeit  unter  gewisse  Minimalwerte  nicht  herab- 
sinken dürfen.  Will  man  jedoch  mit  geringerer  Maximalgeschwindigkeit 
arbeiten,  so  mufs  man  das  Trägheitsmoment  T  der  Schwungmasse 
vergrofsem,  denn  das  gestattete  Minimum  ist  umgekehrt  pro- 
portional der  Quadratwurzel  aus  dem  Trägheitsmomente. 
Schon  daraus  wird  man  den  Schlufs  ziehen,  dafs  man  grofse  Schwung- 
massen anwenden  mufs,  wenn  man  der  Maschine  möglichst  geringe 
Tourenzahl  bei  einiger  Regelmäfsigkeit  des  Ganges  geben  will. 

Man  sieht  femer,  dafs  die  gröfste  mögliche  Schwankung  diejenige 
zwischen    dem    kleinsten    Maximalwerte    und   Null    sein    wird,    also 

1/1,3228-^,  was  sich  später  noch  deutlicher  zeigen  wird. 

427)  In  der  Technik  berechnet  man  die  Schwankungen  vom 
Mittelwerte  der  Maximal-  und  Minimalgeschwindigkeit  aus,  der  d'm 
sein  mag.    Dem  wird  genügt,  wenn  man 

1  -ö-max  =  d-n,  +  ^'  =  d'm  (l   +   -)  , 
9)  {  n  \  n/ 

'9'min  =  ^m  —  -^'  =  ^m  (l  —  -) 
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setzt,  woraus  eben  folgt 

^                max  n^  *^min 
«•m  = 2 

Man   bezeichnet   dann   —  als  die  Schwankung  (vom  Mittelwerte   aus 

gerechnet)  und  n  als  den  Schwankungskoeflizienten. 

Durch   Addition  und  Subtraktion  folgt  aus  den  Gleichungen  9) 

VniÄX  "T"  Vxnin  =  -^  ^m  ; 

A  A     .      ^ 

Vmax  Vimn  —  > 

und  durch  Multiplikation  erhält  man  aus  den  letzteren 


4  0"^ 
m 


Vergleicht  man  diese  Gleichung  mit  7),  so  findet  man 


^»l       .^^^^ar 


^=1,3228^, 
oder 

11)  —  =  0,3307  %  =  0,3307  ^  • 

Sind  also  gegeben  das  Widerstandsmoment  JHf,  das  Trägheits- 
moment T  und  die  Mittelgeschwii\digkeit  d'm  =  ""^  T  "^'^  f  ^^  läfst 
sich  die  Schwankunjr  —  leicht  berechnen. 

428)  Für  den  Techniker  ist  die  wichtigste  Aufgabe  die,  für  eine 
zulässige  Schwankung  —  die  dazu  nötige  Schwungmasse  zu  bestimmen. 
Ihr  Trägheitsmoment  ergiebt  sich  aus 

11*) 
Aus 
11**) 

folgt  ohne  weiteres,  dafs  die  Schwankung  umgekehrt  pro- 
portional dem  Trägheitsmomente  und  dem  Quadrate  der 
Mittelgeschwindigkeit  d-m  ist,  welche  letztere  jedoch  nicht  mit 
der  mittleren  Geschwindigkeit  in  Bezug  auf  die  Zeit  verwechselt 
werden  darf.  Man  ist*  trotzdem  berechtigt,  daraus  abzulesen,  dafs 
man  bei  grofser  Umdrehungsgeschwindigkeit  auch  mit  einem 


T  = 

0,8307  Mn 
m 

1 

n 

0,3307  M 
m 
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kleineren   Schwungrade   grofse  Regelmäfsigkeit  des  Ganges 
erzielen  kann.     Der  Ausschlag   —   wird  in  jedem  Falle    '  ä—jt- 


429)    Aufgabe.      Wie    unterscheidet    sich    die    Mittel- 
geschwindigkeit %;n  von  der  Totpunktgeschwindigkeit  -d*!? 
Auflösung.     Es  war 

also 

Die  Totpunktgeschwindigkeit    ist    also    stets    ein    wenig   gröfser, 
als  der  Mittelwert  ^,«.     Ist  z.  B.   die  Schwankung,    von  diesem   aus 

gerechnet,  ^,  so  ist 


*,  =  ^»"|/l  +  ^  =  ~  *,„  (1  +  ^)  =  ~  l,()(X)2d„. . 

Bei  grofsen  Geschwindigkeiten  darf  man  also  Totpunktgeschwindig- 
keit und  Mittelgeschwindigkeit  zur  Not  mit  einander  Vertauschen,  bei 
geringer  Umdrehungsgeschwindigkeit  aber  nicht.  Die  Unterschiede 
können  sogar  sehr  grofs  werden.  Bei  der  kleinsten  möglichen 
Maximalgeachwindigkeit  und  der  zugehörigen  Minimalgeschwindigkeit 

XuU   z.   B.    ist    die   Mittelgeschwindigkeit   -O-,«  =  \  1/ 1,3228  ^' ,    die 

Totpunktgeschwindigkeit  dagegen  -ö*!  =1/y  •  1,3228  y,  so  dafs  sich 

beide  verhalten  wie  y :  y— ,  oder  wie  1  :  )/2,  also  etwa  wie  1  :  1,41, 
wobei  die  Vertauschung  doch  wohl  etwas  bedenklich  sein  dürfte. 

Diese  Bemerkung  soll  nur  dazu  dienen,  auf  die  Unzulässigkeit 
des  Verfahrens  aufinerksam  zu  machen,  dessen  sich  einige  Lehrbücher 
bedienen,  wenn  sie  solche  Vertauschungen  ohne  jede  Vorsichts- 
mafsregel  Tomehmen. 

Nach  Gleichung  11**)   wird  nun  allerdings  bei   grofsem  ^,n  die 

Schwankung  —  sehr  klein,  der  Unterschied  zwischen'  mittlerer  Ge- 
schwindigkeit,    Mittelgeschwindigkeit     und    Totpunktgeschwindigkeit 

ebenfalls  klein,  jedenfalls  weit  kleiner  als  Unterschied  —  oder  -^^j,—, 

der  den  Gesamtaussdilag  vom  Mittelwerte  aus  bezeichnet.  Bei  gröfserer 
Umdrehungszahl    also    wird   es  für  technische  Zwecke  berechtigt 
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sein,  ^1,  d'm  und  die  mittlere  Geschwindigkeit  in  Bezug  auf  die  Zeit 
etwa  <^o,  mit  einander  zu  verwechseln.  Dann  ist  man  noch  in  der 
Lage,  Pferdestärken  und  Tourenzahl  (pro  Minute)  einzufiihren. 

430)  Aufgabe.  Welche  Beziehung  findet  zwischen  dem 
statischen  Momente  des  Widerstandes  M=qr,  der  Anzahl 
von  Pferdestärken  N  und  der  Tourenzahl  m  statt? 

Auflösung.  Bei  jeder  Umdrehung  wird  die  Last  q  um  2f;r 
gehoben,  also  die  Arbeit  2r^q  geleistet,  die  Arbeit  pro  Sekunde  ist 

also    bei  m  minutlichen  Umdrehungen      -ßQ— ,    also,    wenn    z.  B.  in 

Meterkilogrammen  gerechnet  war,  iV=  -  Pferdestärken.    Demnach 

ist  das  Lastmoment 

-o.                                        ,^                  76 .  60iV 
13)  M  =  qr  =  —z 

zu    setzen.     Die    mittlere  Umdrehungsgeschwindigkeit   aber    ist  jetzt 

2rnm 


-&«  = 


60 


Darf    man    nun    d'm   und    d^^    verwechseln,    so    geht   Glei- 
chung 11**)  über  in 

76  •  60  .  J\r 


1 

n 

'               2«m 

woraus  folgt: 

14) 

oder  auch 

3600 

15) 

^        21 600  iV^n 

Dies  ist  die  auf  den  technischen  Hochschulen  gebräuchliche  Formel*). 
Schon  sie  ist  streng  genommen  nur  eine  Annäherungsformel  für  den 


*)  Die  höhere  Rechnung  würde  für  die  halbe  Umlaufszeit  die  Formel 

dtx 


t  = 


ergeben.    Auf  die  Berechnung  der  wirklichen  mittleren  Geschwindigkeit  d"    =  — 

wird  jedoch  auch  auf  der  Hochschule  wegen  der  Schwierigkeit  der  Auswertung 
des  Integrals  verzichtet.  Vergl.  meinen  Aufsatz  in  der  Zeitschr.  d.  V.  deutscher 
Ingenieuro,  Bd.  34,  S.  30  u.  s.  w. 
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Fall  grofser  Geschwindigkeiten.  Weit  komplizierter  würde  die  Rechnung 
werden,  wenn  man  statt  der  Volldruckmaschine  die  Expansionsmaschine 
behandeln  wollte.  Immerhin  würde  die  Berechnung  von  hohem  Inter- 
esse sein,  sowohl  bei  Zugrundlegung  des  Mari  otteschen  Diagramms 
(gleichseitige  Hyperbel)  als  des  adiabatischen  Diagramms  für 
atmosphärische  Luft  bezw.  gesättigte  Dämpfe.  Hier  sind  graphische 
Darstellungen  vorzuziehen,  wie  sie  am  Schlüsse  zur  Sprache  kommen 
sollen. 

431)  Aus  Gleichung  14)  läfst  sich  folgendes  ablesen: 

Die  Schwankung  der  Maschine  ist  direkt  proportional 
der  Anzahl  der  Pferdestärken,  umgekehrt  proportional  der 
Schwungmasse  und  umgekehrt  proportional  der  dritten  Po- 
tenz der  Tourenzahl. 

Was  diese  dritte  Potenz  anbetrifft,  so  scheint  darin  ein  Wider- 
spruch gegen  die  Formel  11)  zu  liegen,  nach  der  die  Schwankung 
dem  Quadrate  der  Geschwindigkeit,  also  auch  dem  der  Tourenzahl, 
umgekehrt  proportional  war.  Der  Widerspruch  ist  jedoch  nur. ein 
scheinbarer,  denn  wenn  die  Maschine  doppelt  so  schnell  (bei  gleicher 
Belastung)  geht,  wird  auch  die  Anzahl  der  Pferdestärken  verdoppelt, 

80   dafs   der  Faktor  ^^  auf  ^  oder  ^  reduziert  wird.     Man  erkennt 

wiederum,  dafs  man  bei  doppelter  Umdrehungsgeschwindigkeit  (und 
doppelter  Anzahl  der  Pferdestärken)  mit  dem  vierten  Teile  des  Trägheits- 
momentes dieselbe  Regelmäfsigkeit  erzielt. 

Darf  man  das  Trägheitsmoment  der  Last  q  vernachlässigen,  was 
stets  gestattet  ist,  sobald  es  sich  um  einen  nur  passiv  wirkenden 
Widerstand  handelt  (z.  B.  um  die  Reibung,  die  niemals  eine  entgegen- 
gesetzte Bewegung  der  Maschine  aktiv  hervorrufen  kann)  und  will 
man  beim  Schwungrade  nur  den  Ring,  nicht  aber  die  Radarme,  die 
Achse  und  die  Nabe  berücksichtigen,  so  kann  man  Aufgaben  der 
folgenden  Art  ohne  weiteres  lösen: 

432)  Aufgabe.  Ein  Schwungring  habe  den  Radius  R.  Wie 
schwer  ist  er  zu  nehmen,  damit  bei  N  Pferdestärken  und  m 
minutlichen  Touren  die   Schwankungen  der  Maschine,  vom 

Mittelwerte  aus  gerechnet,  den  Betrag  —  nicht  überschreiten? 

P 
AufLÖBnng.    Ist  P  das  Gewicht  des  Rades,  so  ist  —  seine  Masse, 

- .  iJ*  = -— JB^  sein  Trägheitsmoment,  wobei  in  Metern  und  Kilo- 
grammen zu  rechnen  ist.     In  Formel  15)  eingesetzt,  giebt  dies 

P  T^        21  600  iSTn 

—  xt  = , 

g  m- 


1 
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also  ist  das  gesuchte  Gewicht  des  Ringes 

p 9,81  ♦  21  600  •  Nn 

Leistet  z.  B.  die  Maschine  100  Pferdestärken  bei  60  Touren,  und  soll 

die  Schwankung,  vom  Mittelwerte  aus  gerechnet,  :^  nicht  übersteigen, 

so  ergiebt  sich  als  Gewicht  des  Ringes,  wenn  der  Radius  12  =  2m 
sein  soll, 

ü  9,81  •  21 600  .  100  •  100  9,81  -216000000  OAP^O  V^ 

^ 4  'el)»  =        4  ■  216000        ^  ^^^  ^6- 

Die  mittlere  Winkelgeschwindigkeit  der  Maschine  ist  dabei  2«,  die 
Maximalgeschwindigkeit    2^  (1  -{-  j^j,    die    Minimalgeschwindigkeit 

27c{\  —  j^j,  wobei  bezüglich  des  Ausdrucks  mittlere  Geschwindigkeit 

von    der    oben    erörterten    Erlaubnis    zur    angenäherten    Berechnung 
Gebrauch  gemacht  worden  ist. 

Bei  dieser  Aufgabe  war  der  Radius  des  Ringes  schlechthin  gleich 
jR  angenommen.  In  Wahrheit  handelt  es  sich  um  einen  äufseren 
Radius  H  und  einen  inneren  Radius  Uj.  (Das  vorige  R  ist  nicht 
etwa  das  arithmetische  Mittel  der  beiden  jetzigen  Radien,  sondern  sein 
Quadrat  ist  das  Mittel  der  jetzigen  Radienquadrate.)     Also: 

433)  Aufgabe.  Dieselbe  Aufgabe  für  einen  Schwungring 
mit  rechteckigem  Querschnitte  und  den  Radien  M  und  H^ 
zu  lösen. 

AuflÖBumg.     Das  Trägheitsmoment  ist  jetzt: 

—  •  -^_^^__— ^^—  • 
9  -^ 

Einsetzung  in  Gleichung  15)  giebt  als  Gewicht  des  Ringes 

2  •  9,81  •  21  600  ^n 


P  = 


w*  (B^  +  äJ) 


Sind  z.  B.  für  das  vorige  Zahlenbeispiel  die  beiden  Radien  22  =»  2,3  m 
und  J?i  =  2  m,  so  ergiebt  sich  unter  denselben  Bedingungen  das 
Gewicht  2112  kg. 

434)  Aufgabe.  Ein  Schwungring  habe  den  Radius  ü  und 
das  Gewicht  P.  Welche  Schwankung  macht  die  Maschine 
bei  N  Pferdestärken  und  m  minutlichen  Umdrehungen? 

Auflösung. 

l  _  9,81  •  21  600  •  JV 


Die  Schwungradtheorie.  337 

Ist  z.  B.  P  =  5000  kg,  B  =  2m,  Tourenzahl  m  =  60  und  Zahl  der 
Pferdestärken  ^  =  100,  so  folgt 

1  9,81  •  81600  •  100  1 


r>j • 


n  5000  •  4  •  60'  204 

Berücksichtigt  man  dagegen  beide  Radien,  so  lautet  die  Lösung 

£ 2  •  9,81  •  21  600  JV 

Dasselbe    Beispiel,    jedoch    mit    R  =  2,3    und    1?^  =  2    giebt    als 
Schwankung  ^' 

Genauer  pflegt  die  Praxis  nicht  zu  rechnen.  Will  man  die  Auf- 
gaben durch  Einrechnung  der  Radarme  u.  s.  w.  komplizierter  machen, 
so  stellen  sich  bei  einfacherer  Gestaltung  dieser  Teile  Schwierigkeiten 
nicht  in  den  Weg. 

Endlich  sei  noch  folgende  Aufgabe  gestellt: 

435)  Aufgabe.  Eine  Maschine  leiste  N  Pferdestärken 
bei  m  minutlichen  Umdrehungen.  Wieviel  Arbeit  hat  das 
Schwungrad  in  der  günstigen  Periode  aufzunehmen  und  in 
der  ungünstigen  wieder  abzugeben? 

Auflösung.  Nach  Oleichung  8)  war  die  anzunehmende  und 
abzugebende  Arbeit 

-^m«  -4min  =  0,6614  pr. 

Nach  Gleichung  13)  war  aber 

76  .  60 iV 

qr  =  — r 

^  2«m 

Folglich  ist  die  Arbeitsaufnahme  und  Abgabe  der  Schwungmasse 

^  =  0,6614  IV '-"^ ^473,7^'. 

Werden  z.  B.  100  Pferdestärken  bei  50  Touren  geleistet,  so  ist  die 
Aufiiahme  und  Abgabe  von  Arbeit 

A  =  473,7  •  i^  =  947,4  mkg, 

.wobei   die   Gröfse    des  Schwungrades,   die    der   Schwankung 
U.S.W,  ganz  gleichgültig  ist. 

436)  Ein  leichtverständliches  Diagramm  für  die  Geschwindigkeits 
Verhältnisse  des  Schwungrades  erhält  man,  indem  man   durch   einen 
Punkt  ein  Strahlenbüschel  legt  und  auf  jedem  Strahle   die  der  ent- 
sprechenden Kurbelstellung  zugehörige  Geschwindigkeit  aufträgt.    Die 
Endpunkte  geben  die  verlangte  Diagrammkurve. 

HoUmaller,  Ingouieur  -  Mathematik.    I.  ^'J 
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Durch  ein  anderes  Diagramm  (Fig.  287)  ISTst  sich  veranschauliclien, 
wie  aicli  die  Verhältnisse  der  ScLwungradarbeit  gesWten,  wenn  nicht 
von  der  VoUdruckmaachine,  sondern  von  der  Expanaionsmaschiae  die 
Rede  ist,  möge  nun  das  Mariottesche  Di^ramm,  oder  das  adia- 
bitische  für  Druckluft  oder  Dämpfe,  oder  endlich  ein  beliebigeB 
Indikatordiagramm  zu  Grunde  gelegt  werden. 


In  Figur  287  ist  der  Fall  des  Mariottescben  Di^ranuns  und  der 
der  Volldruckmaschine  zugleich  behandelt. 

Als  Espansionsdiagranun  ist  dasjenige  fUr  —  Füllung  gewählt, 
so  dal's  SN  =  j  TA,  UR  ^=  j  TA  ist  und  das  Diagramm  von  einer 
gleichseitigen  Hyperbel  begrenzt  wird.  TU  ist  die  Grundlinie,  AiJ^ 
die  atmosphärische  Linie  des  Diagramms.  Die  schraffierte  Fläche  gieht 
also  den  Überdruck  an.  Die  Überdruckshöhe  AiA  ist  halb  so  grofs, 
wie  die  Grundlinie  des  Diagramms  gezeichnet  worden,  was  bei  der 
Willkürlichkeit  des  MaTsstabes  der  Allgemeinheit  keinen  Eintrag  thnt. 
Ebenso  grofs  ist  der  Radius  des  Kurbelkreises,  von  dem  nur  die 
Hälfte  gezeichnet  zu  werden  braucht. 

Der  Halbkreis  ist  durch  die  Punkte  B,  C,  D,  E,  F,  G,  H  in  acht 
gleiche  Teile  geteilt.  Rechts  davon  ist  Ober  der  Geraden  AJ  =  m, 
die  in  derselben  Weise  eingeteilt  ist,  durch  Horizontalprojektion  der 
Ereispunkte  auf  die  entsprechenden  Lote  die  zugehörige  Sinuslinie 
konstruiert.  Diese  bedeutet  das  auf  die  Peripherie  übertragene 
Arbeitsdiagramm  bei  der  Volldruekarbeit. 

Angenommen  XY  sei  die  Horizontale,  för  die  AJYX  gleich  der 
Fläche  der  Sinuskurve  ist,  d.h.  also^X'=-r,  so  würde  die  Fläche 
VEW  gleich  der  Summe  der  Flächen  AXV  und  JYW  sein.     Das 
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Schwungrad  würde  also  in  der  Uberscluifsperiode  die  durch  VEW 
dargestellte  Arbeit  auftiehmen  und  in  der  Verlustperiode  ebensoviel 
abgeben. 

Handelt  es  sich  dagegen  um  das  Expansionsdiagramm^  so  ist 
folgendermafsen  zu  verfahren.  Auf  dem  Radius  MD  des  Kurbelkreises 
ist  die  Überdruckslinie  D^L  als  ML  abzutragen  und  der  nun  ge- 
fundene Endpunkt  L  ist  auf  das  Lot  D^D  der  Sinuslinie  zu  projizieren, 
was  dort  den  Punkt  L  giebt.  Ebenso  ist  mit  den  übrigen  Radien 
des  Kurbelkreises  zu  verfahren.  Die  neue  Diagrammkurve  für  die 
Kurbelperipherie  ist  also  von  Ä  bis  K  die  vorige  Sinuskurve,  von 
dort  ab  aber  tritt  der  Expansion  entsprechend  die  Kurve  KLNOPQJ 
für  diese  ein.  Die  schraffierte  Fläche  des  neuen  Diagramms  ist,  da 
bei  der  Anwendung  des  Hebelgesetzes  die  Momente  und  die  Arbeiten 
sich  nicht  ändern,  gleich  der  des  Expansionsdiagramms. 

Berechnet  man  die  letztere  theoretisch  oder  mit  Hülfe  des 
Polarplanimeters,  so  findet  man  durch  Multiplikation  der  Fläche  mit 

—  die  Höhe  ÄX^^  die  das  Rechteck  AJY^X^^   der  Diagrammfiäche 

gleich  macht.  Jetzt  giebt  die  Fläche  V^W^K  =  AX^  V^+JY^  W^ 
die  Arbeit  an,  welche  das  Schwungrad  in  der  Überschufs-  und  Ver- 
lustperiode aufeunehmen  bezw.  abzugeben  hat. 

Während  bei  der  Volldruckarbeit  die  Verlängerung  von  XY  den 
Kurbelkreis  in.  den  Punkten  schneidet,  wo  das  Moment  der  Kraft 
gleich  dem  der  Last  ist  und  zugleich  das  Minimum  und  Maximum 
der  Winkelgeschwindigkeit  stattfinden,  hat  man  jetzt  X^  r^  bis  zu 
den  Schnitten  mit  dem  Kreise  zu  verlängern,  um  den  Minimal-  und 
Maximalpunkt  (aber  nicht  den  der  Momentengleichheit  zwischen 
Kraft  und  Last)  zu  finden. 

Ist  A  die  tjberschufsarbeit,  so  hat  man  für  diese  Geschwindig- 
keiten die  Gleichung 

Fügt  man  noch  die  Geschwindigkeit  der  mittleren  Arbeitswucht 
des  Rades  als  d'  ein  (d.  h.  das  Mittel  der  Grenzwerte),  so  geschieht 
dies  durch  die  Gleichung 


Aus  diesen  Gleichungen  folgt 
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Will  man  die  Wirkung  der  Voreinströmung  des  Gegendampfes 
berücksichtigen  y  so  hat  man  dessen  XJberdrucklinien  am  Ende  des 
Expansionsdiagramms  von  dessen  Drucklinien  abzuziehen,  was  stellen- 
weise auch  Negatives  geben  kann. 

In  entsprechender  Weise  ist  mit  dem  adiabatischen  Diagramm 
für  Druckluft,  Heifsluft  oder  Dämpfe  zu  verfahren. 

Will  man  für  die  Kurbelbewegung  nicht  die  Sinusversus-Be- 
wegung  als  mafsgebend  annehmen,  sondern  die  verschiedenen  Lagen  der 
Pleuelstange  berücksichtigen,  so  hat  man  von  der  durch  die  Kolben- 
stange übertragenen  Druckkraft  die  in  der  Richtung  der  Pleuelstange 
liegende  Komponente  zu  bilden  und  von  dieser  die  Tangentialkomponente 
zu  bilden,  die  dann  im  Diagramm  der  Sinuslinie  als  Lot  abzutragen  ist. 

So  gewinnt  man  genaue  graphische  Darstellungen  für  die  Arbeits- 
vorgänge am  Schwungrade,  während  der  exakten  rechnerischen  Durch- 
führung unüberwindliche  Integrationsschwierigkeiten  im  Wege  stehen, 
die  nur  durch  Näherungsrechnungen  umgangen  werden  können. 

Die  Behandlung  der  FäUe  der  Zweicylinder-  und  Dreicylinder- 
maschinen  soU  dem  Leser  überlassen  bleiben.  Der  rechnerische  und 
der  graphische  Weg  schliefsen  sich  dem  für  einfache  Maschinen  ge- 
gebenen genau  an. 
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Vorwort. 


Das  Werk,  welches  hiermit  der  Öffentlichkeit  übergeben  wird, 
verdankt  sein  Entstehen  einem  Gespräche.  Herr  Geheimrat  Professor 
G.  Herrmann  von  der  Technischen  Hochschule  zu  Aachen  erzählte 
mir  vor  etwa  zwei  Jahren,  im  dortigen  Bezirksverein  des  Vereins 
deutscher  Ingenieure  sei  der  Wunsch  ausgesprochen  worden,  es 
möchte  auf  elementarer  Grundlage  ein  Vortrag  über  das  Potential 
und  seine  Anwendungen  in  der  Elektrotechnik  gehalten  werden,  die 
^Erfüllung  des  Wunsches  sei  aber  imterblieben,  denn  dazu  wäre  höhere 
Mathematik  für  unentbehrlich  gehalten  worden.  Herr  G.  Herrmann 
fragte  mich  nun',  ob  ich  nicht  in  der  Form  der  von  mir  in  der  Zeit- 
schrift des  Vereins  deutscher  Ingenieure  veröffentlichten  mechanisch- 
technischen Plaudereien  den  Gegenstand  bearbeiten  möchte,  die  An- 
gelegenheit schiene  ihm  für  die  grofse  Mehrheit  der  praktischen  In- 
genieure von  gröfster  Wichtigkeit  zu  sein.  So  ging  ich  denn  an  die 
Arbeit,  liefs  zunächst  eine  Reihe  von  Aufsätzen  dort  und  in  anderen 
Zeitschriften  erscheinen  und  studierte  nebenbei  die  Arbeiten  von  Max- 
well, Helmholtz  und  Hertz.  Vorarbeiten  fand  ich  in  den  Werken 
von  Tumlirz  (Potential)  und  an  einigen  Stellen  bei  Wallentin 
(Elektrizitätslehre).  Dafs  auch  die  physikalischen  Lehrbücher  von 
Dressel,  Müller-Lehmann  und  Börner  den  Potentialbegriff  und 
die  Faraday -Max  well  sehen  Anschauungen  berücksichtigt  haben, 
bestärkte  mich  in  der  Überzeugung,  dafs  der  Gegenstand  nicht  nur 
für  die  Elektrotechniker  und  praktischen  Ingenieure,  sondern  auch 
für  die  Schule  von  grofser  Bedeutung  sei.  Die  Versuche,  die  neueren 
Theorien  in  die  Sprache  der  Elementarmathematik  zu  übersetzen, 
glückten  in  einer  mich  selbst  überraschenden  Weise.  Es  gelang,  die 
Differentiationen  und  Integrationen  za  umgehen,  für  die  Differential- 
gleichungen praktische  und  verständliche  Deutungen  zu  gewinnen  und 
einen  gewissen  Abschlufs  zu  erreichen.  Der  dritte  Band  von  Wüllners 
Experimentalphysik  erschien  leider  erst  gegen  den  Abschlufstermin 
meiner  Arbeiten  und  konnte  daher  nicht  mehr  verglichen  werden,  und 
zu  meinem  Bedauern  wird  der  vierte  Band,  für  den  die  elektro- 
magnetische Lichttheorie  zurückgestellt  wurde,  das  Licht  der  Welt 
später  erblicken,  als  das  vorliegende  Buch. 

Was  die  elementare  Behandlung  betrifft,  so  verstehe  ich  darunter 
den  Ausschlufs  der  Differential-  und  Integralrechnung,  nicht  aber  den  der 
analytischen  Geometrie,  soweit  sie  ohne  höhere  Analysis  zugänglich  ist. 
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Dafs  meine  Arbeit  eine  besonders  leichte  war,  will  ich  nicht 
behaupten.  Herr  Professor  C.  Neumann  spricht  sich  auf  Seite  247 
seiner  „Allgemeinen  Untersuchungen  über  das  Newtonsche  Prinzip 
der  Femwirkungen"  (Leipzig  bei  Teubner)  über  die  von  Maxwell 
und  Hertz  veröflFentlichten  Schriften  folgendermafsen  aus:  ,,Leider 
mufs  ich  ebenso,  wie  z.  B.  seiner  Zeit  Kirchhoff,  darüber  klagen, 
dafs  es  mir  nicht  gelungen  ist,  von  der  Maxwellschen  Theorie  ein 
deutliches  Bild  zu  gewinnen." 

Femer  Seite  251:  „Aus  unseren  Betrachtungen  ergiebt  sich 
erstens,  dafs  die  Hertzsche  Abhandlung  mit  einem  inneren  Wider- 
spruch behaftet  ist." 

Der  leider  so  früh  verstorbene  5ertz  aber  sagt  selbst  auf  Seite  22 
seiner  „Untersuchungen  über  die  elektrische  Kraft"  (Leipzig  bei  Barth): 
„Mancher  hat  sich  mit  Eifer  an  das  Studium  des  Maxwellschen 
Werkes  gemacht  und,  ohne  auf  ungewöhnliche  mathematische  Schwierig- 
keiten gestofsen  zu  sein,  dennoch  darauf  verzichten  gemulst,  sich  eine 
völlig  widerspruchsfreie  Vorstellung  von  M axw eil s  Ansichten  zu  bilden. 
Mir  selbst  ist  es  nicht  besser  gegangen." 

£r  fühlt  sich  durchaus  nicht  sicher,  Maxwells  wahre  Meinung 
immer  erfafst  zu  haben.  Von  den  eigenen  Abhandlungen  sagt  er: 
„Keineswegs  können  sie  den  Anspruch  erheben,  genau  Maxwells  Ge- 
danken wiederzugeben.  Es  ist  im  Gegenteil  zweifelhaft,  ob  Maxwell, 
falls  er  lebte,  die  vorgetragene  Darstellung  als  die  seinige  anerkennen 
würde." 

Wo  derartige  Schwierigkeiten  vorliegen,  mufs  man  für  einen 
Versuch  elementarer  Darstellung  der  neueren  Lehren  gewifs  grofse 
Nachsicht  beanspruchen. 

Da  diese  Lehren  eine  vollständige  Umwälzung  der  bisherigen 
Anschauungen  bedeuten,  hielt  ich  es  für  zweckmäfsig,  sie  nicht  an 
die  Spitze  zu  stellen,  sondern  von  Newton,  Laplace  imd  Poisson 
auszugehen  und  das  Neuere  im  Laufe  des  Vortrags  entstehen  zu 
lassen,  wie  es  auch  historisch  sich  allmählich  entwickelt  hat.  Dies 
geschieht  z.  B.  schrittweise  mit  den  Betrachtungen  über  die  Polari- 
sation des  Dielektrikums,  die  erst  am  Schlüsse  des  Werkes  in  ihrer 
reinen  Form  und  in  der  Auffassung  der  jetzigen  Physik  erscheint. 

Pädagogische  Gründe  sind  es,  die  mich  veranlafsten,  die  vor- 
zutragenden Ideen  in  bisweilen  etwas  drastischer  Ausdrucksweise  zu 
besprechen.  Wenn  ich  z.  B.  im  Anschlufs  an  Faraday  von  einer 
Zugspannung  innerhalb  der  Kraftlinien  und  von  einer  gegenseitigen 
Abstofsung  oder  Anziehung  dieser  geometrischen  Gebilde  spreche,  so  ist 
dies  selbstverständlich  nur  eine  bildliche  Redeweise.  Eigentlich  müfste 
von  den  betreifenden  Reihen  polarisierter  Moleküle  gesprochen  werden. 
Dies    würde    aber    die   Sätze   schleppend   und   schwerer   verständlich 
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machen^  als  jene  knrze^  knappe  Sprechweise.  Herr  Poske  hat  sich 
in  der  Zeitschrift  für  physikalischen  Unterricht  gegen  solche  Aus- 
dmcksweisen  ausgesprochen,  und  dies  ist  der  Grund  dafür,  dafs  ich 
dieses  allgemein  eingebürgerte  Verfahren  hier  überhaupt  verteidige. 
Die  Lehren  Maxwells  würden  sich  weit  schneller  verbreitet  haben, 
üv^enn  er  Zeit  gehabt  hätte,  sein  bedeutungsvolles  Werk  in  leichter 
verständliche  Form  zu  kleiden. 

Den  Plan  des  Werkes  und  die  Begründung  des  eingenommenen 
Standpunktes  findet  man  in  der  Einleitung.  Dort  ist  aber  nicht 
erwähnt,  dafs  ich  schlief slich  den  Versuch  gemacht  habe,  auch  die 
Lehre  von  den  Wirbelbewegui^;en  mit  hereinzuziehen.  Dies  geschieht 
nicht  auf  mathematischem  Wege,  sondern  auf  dem  der  einfachen  Be- 
schreibung der  elektromagnetischen  Analogien.  Es  ist  nicht  undenkbar, 
dafs  Helmholtz  ursprünglich  in  ähnlich  elementarer  Weise  seine 
Analogieschlüsse  machte  und  erst  dann  an  die  mathematische  Formu- 
lierung der  neuen  Lehren  ging.  Sein  unsterbliches  Verdienst  um  die 
Förderung  der  Hydrodynamik  würde  dadurch  in  keiner  Weise  be- 
einträchtigt sein.  Jedenfalls  ist  das  in  dem  betreffenden  Abschnitt 
Gegebene  nicht  ungeeignet,  in  den  Gedankenkreis  des  grofsen  Forschers 
einzuführen  und  einigen  Einblick  in  die  Auffassungen  zu  geben,  die 
Thomson  in  die  Lage  versetzten,  eine  neue  Theorie  der  Materie  zu 
schaffen,  die  auf  den  Begriff  der  Wirbelatome  gegründet  ist. 

Das  Buch  erscheint  als  zweiter  Teil  der  Ingenieur-Mathe- 
matik. Mancher  könnte  sich  an  diese  Bezeichnung  stofsen.  Von 
besonderer  Wichtigkeit  ist  eine  solche  Ausdrucksweise  nicht,  um 
aber  solchen,  die  Anstofs  daran  nehmen  könnten,  gerecht  zu  werden, 
ist  eine  gewisse  Selbständigkeit  des  Buches  durch  einen  zweiten  Titel 
,,Da8  Potential"  bezeichnet  worden.  In  der  That  könnte  gefragt 
werden,  wozu  der  Ingenieur  z.  B.  die  komplizierteren  Stromliniensysteme 
verwenden  sollte.  AUerdiogs  braucht  er  die  besonderen  Beispiele  nicht, 
aber  ausgeführte  Beispiele,  die  bis  in  aUe  Detaüs  hinein  zur  Durch- 
rechnung und  graphischen  Darstellung  gelangen,  sind  und  bleiben  das 
Einzige,  was  zum  voUen  Verständnis  einer  Theorie  führen  kann. 
Und  so  behaupte  ich,  dafs  die  Eraftlinientheorie  für  jeden,  der  nicht 
wenigstens  einmal  ein  Beispiel  für  solche  Wissensgebiete  vollständig 
verarbeitet  hat,  nebelhaft  und  unbestimmt  bleibt.  Im  übrigen  ist 
kein  Leser  verpflichtet,  die  Rechnungen  jedesmal  sofort  mitzumachen. 
Sollte  an  späterer  Stelle  auf  diesen  oder  jenen  Punkt  zurückgegriffen 
werden,  so  ist  das  Versäumte  leicht  nachzuholen.  Es  ist  stets  zweck- 
mäfsig,  ein  solches  Buch  zunächst  flüchtig  zu  überblicken,  um  zu 
erfahren,  was  seine  Absichten  sind. 

Als  Leser   denke    ich   mir   einesteils   praktische  Ingenieure, 
die  nachträglich  genötigt  sind,    die  Theorien   der  Elektrotechnik  zu 
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studieren,  anderenteils  Studierende  der  Universität  oder  der 
technischen  Hochschule,  die  sofort  im  ersten  Semester  durch 
Selbststudium  in  die  mathematische  Physik  eindringen  wollen.  Beide 
werden  damit  einverstanden  sein^  wenn  ihnen  der  Eintritt  in  die 
Vorhöfe  der  Wissenschaft  auf  elementarem  Wege  ermöglicht  wird. 
Endlich  denke  ich  dabei  an  die  Lehrer  der  Physik  und  Mathe- 
matik an  den  höheren  Lehranstalten^  denen  es  von  Wichtigkeit 
sein  mufs,  zu  sehen,  wie  man  mit  den  elementaren  Hilfsmitteln  der 
Schule  die  betreffenden  Gebiete  aufklärend  bearbeiten  kann.  Nur  das 
in  diesen  Punkten  liegende  pädagogische  Interesse  nimmt  das  Buch 
für  sich  in  Anspruch.  Es  ist  weit  davon  entfernt,  auf  eigentlich 
wissenschaftlichen  Wert  Anspruch  zu  erheben.  Es  ist  zufrieden, 
wenn  es  als  Ergänzung  der  üblichen  physikalischen  Lehrbücher  eine 
einigermafsen  freundliche  Aufiiahme  findet.  Jedenfalls  eröffiiet  es  auf 
leichte  Weise  Einblicke  in  die  Lehren  von  der  Gravitation  und  der 
kosmischen  Physik  bis  zur  Anziehung  der  EUipsoidschalen,  von  der 
Elektrizität  und  dem  Magnetismus  bis  zu  den  Hertzschen 
Schwingungen,  in  die  neueren  Theorien  der  Wärmeströmungen 
und  der  Hydrodynamik  bis  zur  Lehre  von  den  freien  Ausflufs- 
strahlen,  den  Wirbelbewegungen  und  den  Grundwasser- 
strömungen hin,  Einblicke,  die  man  sonst  nur  unter  grofsem 
Aufwände  von  Zeit  und  Arbeit  gewinnen  kann. 

Um  über  die  Mafseinheiten  Klarheit  zu  schaffen,  ohne  den  theo- 
retischen Text  zu  belasten,  ist  ein  besonderer  Anhang  über  die 
Dimensionen  und  den  Zusammenhang  der  Mafseinheiten  der 
Elektrotechnik  untereinander  und  ihre  Beziehungen  zu  den  ge- 
wöhnlichen Mafsen  der  Mechanik  beigefügt  worden,  der  jedenfalls  das 
Eindringen  in  dieses  überaus  wichtige  Gebiet  erleichtert. 

Wie  in  meinen  früheren  Arbeiten,  so  habe  ich  auch  hier  den 
Hauptwert  auf  ausfuhrliche  Erläuterungen,  fertige  Beispiele  und 
graphische  Veranschaulichung  gelegt,  und  der  Verlagsbuchhandlung 
bin  ich  dankbar  dafür,  dafs  sie  hinsichtlich  der  Ausstattung  des 
Werkes  mit  Figuren  keine  Kosten  gescheut  hat.  Auch  hier  gebe 
ich  unter  Verzicht  auf  lückenlose  Vollständigkeit  nur  eine  metho- 
dische Auswahl. 

Vielleicht  gelingt  es  mir,  in  einem  dritten  Bande  die  Darstellung 
dessen,  was  ich  als  Ingenieurmathematik  in  elementarer  Behandlung 
verstanden  sehen  möchte,  zum  inneren  Abschlufs  zu  bringen. 

Hagen  i/W.,  im  November  1897. 

Prof.  Dr.  6.  HolzmUler. 
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Einleitung. 


Der  Potentialbegriff  beherrscht  die  neuere  Physik  und  ihre 
technischen  Anwendungen,  besonders  das  Gebiet  der  Elektrotechnik 
derartig,  dafs  er  weder  in  den  Elementarbüchem  der  Physik  noch 
im  Schulunterrichte  entbehrt  werden  kann.  Insbesondere  haben  ihn 
die  entsprechenden  Fachschulen  zu  berücksichtigen,  für  die  eine 
elementare  Potentialtheorie  zur  Lebensfrage  geworden  ist.  Aber  auch 
für  die  Studierenden  der  Mathematik  und  Technik,  die  in  den  beiden 
ersten  Semestern  stehen,  erscheint  es  wünschenswert,  schon  vor  Ab- 
solvierung der  Infinitesimalrechnung  auf  leichterem  Wege  in  dieses 
Gebiet  eingeführt  zu  werden.  Machen  doch  schon  die  Einheiten  der 
Elektrotechnik  den  Potentialbegriff  zur  Voraussetzung.  Mit  dem 
Begriffe  allein  ist  aber  sehr  wenig  gethan,  man  mufs  auch  mit 
Potentialen  rechnen  können.  Wie  in  der  Chemie  auf  die  qualitative 
Analyse  die  schwierigere  quantitative  folgt,  so  mufs  auch  in  der 
Physik  der  quantitative  Teil  als  Ergänzung  des  qualitativen  zur 
eigentlichen  Krönung  des  Lehrgebäudes  führen. 

Die  Frage,  ob  eine  elementare  Behandlung  möglich  sei,  die  über 
dem  Niveau  einer  blofsen  Beschreibung  auf  nur  experimenteller 
Grundlage  stehen  soll,  beschäftigt  die  Schulmänner  in  besonders 
hohem  Mafse.  Eine  grofse  Anzahl  von  Programm -Arbeiten  dieser 
Art  ist  in  den  letzten  Jahren  erschienen.  Sie  scheinen  mir  sämtlich 
hinter  dem  Elementarwerke  von  Tumlirz:  „Das  Potential  und 
seine  Anwendung  zu  der  Erklärung  der  elektrischen  Er- 
scheinungen^ (Wien,  bei  A.  Hartleben)  zurückzustehen,  welches  auf 
302  Seiten  ziemlich  weit  vorwärts  geht.  Aber  auch  dieses  ver- 
dienstliche Werk  läfst  mancherlei  unbewiesen  und  berücksichtigt  die 
von  Maxwell  angebahnten  Fortschritte  zu  wenig.  Namentlich  sind 
die  elementaren  Konstruktionen  der  Niveau-  und  Kraftlinien  schwierigerer 
Probleme  übergangen,  obwohl  gerade  diese  über  den  Zustand  des 
elektrischen  oder  magnetischen  Feldes  in  vorzüglicher  Weise  aufklären. 
Auch  bleibt  die  Theorie  stationärer  Strömungen  in  Baum  und  Ebene, 
wo  sich  Wärmetheorie,  Elektrizitätslehre,  Gravitationstheorie  und 
Hydrodynamik   in    so   wimderbarer  Weise   begegnen,    aufserhalb    der 

Holsmflller,  lag.  -  Math.  II ,  Potential  theoiie.  1 


2  Einleitung. 

Betrachtung,  so  dais  gerade  die  Forschungen  von  Faraday,  Maxwell, 
Helmholtz  und  Kirchhoff,  die  jetzt  die  wissenschaftliche  Welt 
bewegen,  fast  unberührt  bleiben. 

Was  aber  die  neueren  Lehrbücher  der  Experimentalphysik  bieten, 
unter  denen  die  von  Börner,  Dressel,  Joh.  Müller-Lehmann, 
besonders  aber  die  Darstellungen  der  Elektrizitätslehre  von  Wallen- 
tin  rühmend  hervorgehoben  werden  mögen,  so  geben  auch  diese 
nur  einen  Abrifs  des  Gebietes  für  ihre  besonderen  Zwecke  auf  experi- 
menteller Grundlage. 

Bahnbrechend  hat  das  berühmte  Lehrbuch  der  Elektrizität 
und  des  Magnetismus  von  James  Clerk  Maxwell  gewirkt,  dessen 
zweite  Auflage  von  Weinstein  übersetzt  bei  Springer  in  Berlin 
erschienen  ist.  Zwar  nennt  der  Verfasser  seine  Darstellung  eine 
elementare  (vgl.  Kap.  11),  da  aber  Diflferentialgleichungen  erster  und 
zweiter  Ordnung,  Integrale  (bis  zu  sechsfachen)  und  die  Hamilton  sehe 
Vektorenrechnung  eine  Hauptrolle  darin  spielen,  so  versteht  er  unter 
elementar  doch  wohl  etwas  anderes,  als  die  deutschen  Schulmänner. 
Die  letzteren  denken  sich  darunter  eine  Behandlungsweise,  welche 
die  Infinitesimalrechnung  vollständig  ausschliefst  und  von 
der  analytischen  Geometrie  nicht  mehr  verlangt,  als  etwa 
die  Gymnasien,  die  Real-  und  Ober-Realschulen  darzubieten 
pflegen.  Auf  das  Unendlichkleine  kann  allerdings  dabei  ebensowenig 
verzichtet  werden,  wie  bei  der  Lehre  von  den  Trägheitsmomenten 
und  dergl.  Die  anzuwendenden  Diagramme  aber  ermöglichen  eine  der- 
artige Veranschaulichung  und  Vereinfachung  der  Darstellung,  dafs 
eigentliche   pädagogische  Schwierigkeiten   kaum   zu  befürchten   sind. 

Wichtig  erscheint  es,  bei  der  Einführung  in  die  Elektrizitätslehre 
auf  mechanische  Anwendungen  und  Deutungen  an  möglichst  vielen 
Stellen  einzugehen,  da  die  Begriffe  der  Mechanik  dem  Anfänger 
geläufiger  sind,  als  die  der  übrigen  physikalischen  Gebiete;  ebenso 
wichtig  aber  ist  es,  die  letzteren  sofort  mit  in  die  Betrachtung  zu 
ziehen,  so  dafs  der  geistige  Zusammenhang  der  oben  genannten 
Lehren  dem  Leser  stets  vor  Augen  steht  und  sein  Interesse  stärker 
fesselt,  als  die  einseitige  Betrachtung  der  Einzelgebiete.  Aus  Gründen 
der  Mechanik  folge  ich  auch  dem  Rat  des  bekannten  Lehrbuches  von 

Thomson  und  Tai  t,  bei  den  Gravitationsproblemen  nicht ,  sondern 

-j —  als  das  Potential  zu  betrachten.     Der  für  die  Elektrizitätslehre 

einzuführende  Zeichenwechsel  macht  keine  Schwierigkeit,  dagegen  ist 
es  für  den  Anfänger  zweckmäfsig,  sich  zunächst  mit  dem  Begriffe  der 
positiven  Arbeit  zu  beschäftigen. 

Dafs   man   mit   elementaren  Mitteln    nicht  alles  erreichen   kann, 
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ist  selbstverständlich.  Ich  meine  aber,  daXs  jeder,  der  das  hier  Ge- 
gebene bewältigt,  einen  Einblick  in  die  betreffenden  Gebiete  ge- 
winnen wird,  mit  dem  sich  schon  einiges  anfangen  läfst.  Ich  hätte 
noch  weiter  vordringen  können,  möchte  mich  aber  doch  nach  einigen 
Richtungen  hin  noch  abwartend  verhalten. 

Ich  hätte  femer  an  zahlreichen  Stellen  zeigen  können,  dafs  die 
Resultate  die  eigentliche  Deutung  der  partiellen  Differentialgleichungen 
Yon  Laplace,  Poisson  u.  s.  w.  für  Raum  und  Ebene  darstellen, 
unterliefs  dies  aber,  um  den  Anschein  zu  vermeiden,  als  ob  es  ohne 
Differentialgleichungen  nicht  ginge.  Der  materielle  Inhalt  jener 
Formeln  kommt  aber  hier  naturgemäfs  in  höherem  Grade  zur  Geltimg, 
als  es  bei  den  analytischen  Darstellungen  zu  geschehen  pflegt.  Auf  die 
Hamiltonschen  Vektorenrechnungen  bin  ich  nicht  eingegangen,  da 
sie  aus  dem  üblichen  elementaren  Standpunkte  ganz  heraustreten. 

Der  Zweck  des  Buches  ist  nicht  ein  wissenschaftlicher,  sondern 
ein  pädagogischer.  Bestimmt  ist  es  z.  B.  für  die  Lehrer  der 
Mathematik  und  Physik  an  höheren  Schulen  und  technischen  Lehr- 
anstalten, besonders  auch  für  die  Fachlehrer  an  elektrotechnischen 
Fachschulen  und  für  die  Studierenden  der  ersten  Semester  an  Uni- 
versitäten und  technischen  Hochschulen.  Dafs  besonders  auch  der 
praktische  Ingenieur  das  Buch  zur  Selbstbelehrung  benutzen  kann,  ist 
selbstverständlich.  Die  höher  organisierte  elektrotechnische  Mittel- 
schule, für  deren  Gebrauch  es  in  erster  Linie  bestimmt  erscheinen 
könnte,  existiert  leider  noch  nicht,  aber  die  Zukunft  wird  sie  voraus- 
sichtlich bald  bringen. 

An  einigen  Stellen  wird  auf  mein  Lehrbuch  der  Elementar- 
mathematik und  auf  meine  Einführung  in  die  Theorie  der  iso- 
gonalen Verwandtschaften  verwiesen,  die  beide  bei  B.  G.  Teubner 
erschienen  sind.  Das  letztere  Werk  giebt  auch  einen  Überblick  über  die 
reiche  Litteratur  der  zweidimensionalen  Probleme  bis  zum  Jahre  1882. 

« 

Nimmt  man  dazu,  was  für  die^  dreidimensionalen  seit  Newton, 
Mac  Laurin,  Lagrange,  Laplace,  Ivory  bis  auf  Poisson,  Pourier, 
Green,  Gaufs,  Riemann,  Heine,  Helmholtz,  Kirchhoff, 
Neumann,  Clausius,  Maxwell,  W.  Thomson,  Tait,  Klein  u.s.w. 
geschaffen  ist,  so  würde  nur  die  Aufzählung  nebst  kurzer  Inhalts- 
angabe einen  ziemlichen  Band  anfüllen.  Darauf  soll  hier  verzichtet 
werden.  Gelegentliche  Andeutungen  über  die  historische  Entwicklung 
dürften  dem  Leser  vorläufig  genügen. 

Um  die  einzelnen  Kapitel  möglichst  unabhängig  voneinander 
hinzustellen  und  damit  das  Studium  zu  erleichtem,  habe  ich  an  einigen 
Stellen  Wiederholungen  nicht  gescheut.  Solche  gehören  zwar  nicht 
in  ein  systematisches  Werk,  wohl  aber  in  ein  pädagogisches,  wo  sie 
zugleich  zur  Repetition  dienen  und  den  Gegenstand  auch  von  anderen 
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Seiten  zu  betrachten  lehren.  Die  Bestätigung  der  durch  blofse 
6edankenkombination  gefundenen  Resultate  durch  wirkliche  Rechnung 
hat  noch  niemals  Schaden  gebracht. 

Wem  dieses  oder  jenes  Beispiel  zu  schwierig  erscheint^  der  über- 
schlage es  vorläufig.  Dasselbe  gilt  auch  för  einzelne  theoretische 
Erörterungen^  die  für  dsis  Folgende  nicht  unbedingt  notwendig  sind. 
Um  den  Umfang  nicht  allzusehr  anschwellen  zu  lassen^  yerweise  ich 
an  einzelnen  Stellen  auf  Anwendungen,  die  man  in  den  besseren  Lehr- 
büchern der  Physik  befriedigend  dargestellt  findet.  Dies  gilt  besonders 
bezüglich  der  Instrumente  für  elektrische  Messungen.  Euer  handelt 
es  sich  mehr  um  die  mathematische  Entwickelung  der  Theorie 
auf  elementarem  Wege.  Wenn  im  Anhang  die  Lehre  von  den 
Dimensionen  und  den  Mafseinheiten  kurz  dargestellt  ist,  so  hat  dies 
seinen  Grund  darin,  dafs  zahlreiche  Lehrbücher  leider  noch  nicht 
darauf  eingehen.  Der  Leser  wird  im  Texte  mehrfach  auf  diesen 
Anhang  verwiesen. 

Die  Forchheimersche  Theorie  der  Grundwasserbewegungen  in 
gleichmäfsig  durchlässigem  Terrain  ist  von  einigen  Seiten  angefochten 
worden.  Nachdem  mir  aber  praktische  Ingenieure  des  betreffenden 
Gebietes  über  ihre  Brauchbarkeit  für  Annäherungsüberlegungen  be- 
friedigende Mitteilungen  gemacht  haben,  entschlofs  ich  mich,  sie  als 
ein  sehr  lehrreiches  Beispiel  aufzimehmen  und  dabei  zugleich  eine 
einfachere  Begründung  zu  geben.  Diese  Lehre  ist  offenbar  der  Methode 
der  konformen  Abbildung  angepafst  worden.  Ist  aber  mit  den  hydro- 
dynamischen Theorien  von  Helmholtz  nicht  dasselbe  der  Fall?  Die 
Analogie  zwischen  den  Anziehungen  und  den  Strömimgen  einer 
inkompressiblen  idealen  Flüssigkeit  lag  für  ihn  auf  der  Hand,  die 
zweidimensionalen  Probleme  gestatteten  weitergehende  Folgerungen 
über  stationäre  Bewegungen  und  freie  Ausflufsstrahlen,  die  konsequente 
Ausdehnung  der  Analogien  auf  die  elektromagnetischen  Erscheinungen, 
die  bei  Annahme  des  Biot-Savart  sehen  Gesetzes  für  unendlich 
lange,  geradlinige  Drahte  ebenfalls  mit  dem  logarithmischen  Potential 
in  Verbindung  stehen,  fährte  auf  die  Theorie  geradliniger  Wirbelfaden, 
von  wo  aus  zu  den  kreisförmigen  Wirbelringen  nur  noch  ein  leichter 
Schritt  war.  Die  Theorien  also  mufsten  so  formuliert  werden,  dafs 
die  Differentialgleichung  ^u  =  0  für  drei  bezw.  zwei  Dimensionen 
erfüllt  blieb.  Der  erste  Gedankengang  des  Forschers  war  offenbar  ein 
elementarer,  die  zweite  Arbeit  bestand  in  der  geschickten  analytischen 
Formulierung  bezw.  Anpassung  der  Theorie.  Für  ihre  Richtigkeit  ist 
damit  noch  gar  nichts  bewiesen,  denn  es  handelt  sich  um  eine  ideale 
Flüssigkeit,  die  sich  recht  sehr  von  den  wirklichen  unterscheidet.  In 
derselben  Lage  befindet  sich  die  Forchheimersche  Theorie  jener 
Grundwasserbewegungen,  die  unter  der  Voraussetzung  gewisser  idealer 
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Verhältnisse    stehen.      Vielleicht     werden     manche    Wasserleitungs- 
ingenieure  für  die  elementare  Einfuhrung  in  dieses  Gebiet  dankbar  sein. 

Die  vielfach  auftretenden  krummlinigen  Koordinaten  könnten  den 
Eindruck  machen^  als  ob  sie  eigentlich  in  die  höhere  Mathematik  ge- 
hörten. Sie  sind  aber  samtlich  elementar  konstruierbar.  Bei  einigen 
wird  allerdings  yorausgesetzt,  dafs  man  die  Zahlen  c,  n  u.  s.  w. 
wenigstens  mit  grofser  Annäherung  als  eine  Strecke  darstellen  kann. 
An  einer  Stelle  wird  auf  die  Dreiteilung  des  Winkels  hingedeutet^ 
deren  Begriff  übrigens  durchaus  elementar  ist.  Es  würde  als  Prinzipien- 
reiterei aufzufassen  sein^  wenn  man  den  elementaren  Zugang  in  die 
neuere  Physik  ablehnen  wollte,  weil  diese  Dreiteilung  mit  Zirkel  und 
Lineal  nicht  exakt  durchgeführt  werden  kann. 

Elementare  Einfuhrungen  werden  bisweilen  als  Versuche  eines 
Kampfes  gegen  die  höheren  analytischen  Methoden  aufgefafst.  Sie 
müssen  sich  solche  MiTsdeutungen  gefallen  lassen,  obwohl  sie  nur  den 
Anspruch  erheben,  eine  Vorbereitung,  eine  nur  propädeutische  imd 
vorläufige  Darstellung  des  Wissensgebietes  zu  geben.  Schon  als  Bei- 
trag zu  der  Frage,  wie  man  mit  geringen  Hilfsmitteln  möglichst 
weit  vordringen  könne,  und  wie  weit  die  Herrschaft  der  elementaren 
Methoden  reicht,  sollten  sie  nicht  unwillkommen  sein.  Dafs  aber  ein 
Vorteil  darin  liegt,  erst  nach  solcher  Vorbereitung  an  die  feinere 
analytische  Behandlung  zu  gehen,  kann  vom  pädagogischen  Stand- 
punkte aus  gar  nicht  angezweifelt  werden.  In  systematischer  Hinsicht 
mag  der  gerade  Weg  der  kürzeste  sein,  in  pädagogischer  ist  er  es 
nicht,  weder  auf  dem  niederen,  noch  auf  dem  höheren  Unterrichts- 
gebiete. Nur  von  solchen  Gesichtspunkten  aus  möchte  die  nach- 
stehende Darstellung  beurteilt  werden. 

Die  anwachsende  Fülle  des  zu  verarbeitenden  Materials  drängt 
auch  bezüglich  der  Lehrbücher  zur  Arbeitsteilung.  Im  vorliegenden 
Buche  ist  das  mathematische  Element  der  neueren  Physik  so  ver- 
arbeitet worden,  dafs  das  Werk  als  Ergänzung  zu  jedem  Lehrbuche 
der  Experimental- Physik  und  der  hierhergehörigen  Technik  dienen 
kann.  Man  könnte  es  als  eine  elementare  Einführung  in  die  mathe- 
matische Physik,  soweit  diese  mit  dem  Potentialbegriff  zu  thun  hat, 
bezeichnen.  Das  Studium  von  Werken,  wie  des  „Handbuchs  der 
Elektrotechnik"  von  Kittler  wird  jedenfalls  erheblich  erleichtert, 
wenn  man  vorher  diese  elementare  Potentialtheorie  verarbeitet  hat. 
Aber  auch  die  Originalabhandlungen  der  oben  genannten  Forscher,  die 
zum  Teil  nicht  gerade  bequem  zu  lesen  sind,  wird  man  leichter  ver- 
stehen, wenn  man  durch  die  Elementarbetrachtung  die  wichtigsten  Re- 
sultate bereits  kennen  gelernt  hat  und  weifs,  um  welches  Ziel  es  sich 
handelt. 


Kapitel  I. 

Das  Newtonsche  Anziehungsgesetz. 


1)  Die  von  der  Erde  auf  den  Mond  ausgeübte  An- 
ziehung. 

Die  Lehre  vom  Potential  hat  ihren  Ausgangspunkt  nicht  in  der 
Technik,  sondern  in  der  kosmischen  Physik  gefunden.  Newton  war 
es,  der  vor  mehr  als  200  Jahren  die  Vermutung  aussprach,  die 
Centripetalkraft,  die  z.  B.  den  Mond  an  die  Erde  fesselt,  sei  im  Qrunde 
dieselbe  Kraft,  die  jeden  aufgehobenen  Stein  zur  Erde  niederzieht  und 
die  wir  als  Schwerkraft  bezeichnen;  nur  sei  die  Wirkung  in  grofser 
Entfernung  weit  schwächer  als  an  der  Erdoberfläche.  Er  berechnete 
die  jener  Centripetalkraft  entsprechende  Beschleunigung  g^  und  fand, 
dafs  sie  etwa  der  3600.  Teil  der  Fallbeschleunigung  g  =  9,81  m 
an  der  Erdoberfläche  sei.  Da  aber  der  Mond  nach  trigonometrischen 
Messungen,  die  gleichzeitig  von  zwei  Stellen  der  Erdoberfläche  aus 
vorgenommen  werden  können,  etwa  60  mal  soweit  vom  Erdmittelpunkt 
entfernt  ist  wie  ein  auf  der  Erdoberfläche  befindlicher  Stein,  so  ver- 
mutete Newton,  jene  anziehende  Kraft  sei  umgekehrt  proportional 
dem  Quadrate  der  Entfernung. 

In  der  wirklichen  Berechnung  ergiebt  sich  dies  folgendermafsen. 
Man  betrachte  die  Bewegung  des  Mondes  um  die  Erde  als  eine  Kreis- 

bewegung;  dann  ist  die  Centripetalkraft  p  =  mg^  =  — jl — ,  wo  r^  der 

Kadius  der  Bahn,  t  die  Umlaufszeit,  m  die  Masse   des  Mondes   ist. 

Daraus   folgt  als  Centripetalbeschleunigung  g^  =  —7,—  •     Setzt   man 

60  r  für  r^  ein,    wo  r   den  Erdradius    bedeutet,   und   setzt  man   die 
ümlaufszeit  des  Mondes  gleich  27  Tg.  7  St.  43  Min.  oder  2  360  580  Sek., 

.  j  4-60r«*        2r7e' 1207t        es  l  l  r  j         -in   j 

SO    Wird    g,  =   2860580*  =  ^60680«- '       ^^^^^     "'^^    ^^"'^^    ^^"     ^^^- 

umfang  2  rx  abgerundet  gleich  40  000000  m,  was  der  ursprünglichen 
Definition    des   Meters    entspricht,    so    ergiebt   sich   als    Centripetal- 
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beschleunigung  g^  =  0,00276  m,   also   etwas   melir   als  -^  cm.     Jetzt 
folgt: 

Dafs  nicht  genau  3600  erhalten  wird,  hat  seinen  Grund  in  der 
Annahme  der  abgerundeten  Zahlen  60  und  40000000.  Auch  müfste 
9,81  um  den  Betrag  vergröfsert  werden,  um  den  g  infolge  der  Erd- 
drehung vermindert  worden  ist.  Der  Näherungswert  reicht  aber  fftr 
unsere  Zwecke  aus.  (Will  man  genauer  rechnen,  so  addiere  man  zu 
dem  Äquatorialwerte  g  =  9,780  den  durch  die  Centrifugalkraft  ver- 
loren gegangenen  Anteil  0,033,  was  9,813  giebt  und  nehme  z.  B. 
das  arithmetische  Mittel  zwischen  diesem  Werte  und  dem  Polar- 
werte 9,831,  was  auf  9,822  f&hrt.)  Nimmt  man  umgekehrt  das 
Newtonsche  Gesetz  als  richtig  an,  so  ergiebt  sich  die  Mondentfemung 

aus  -^  =  i^'  oder  ?,  =  ^-^jß  als  x  =1/^  =  60,144  Erdradien, 
denn  hier  bedeutet  1  :  x  das  Verhältnis  der  Entfernungen. 

2)  Das  Gesetz  der  Gleichheit  von  Wirkung  und  Gegen- 
wirkung. 

Newton  stellte  femer  das  Gesetz  von  der  Gleichheit  der  Wirkung 
und  der  Gegenwirkung 
auf,  das  uns  als  etwas  ^*  *• 

Selbstverständliches  er-      t:;fr:|ii!||  ■-|i|'  ^  '^;^r  ^',  ,,;'7 \  i':.!|li>ii:V' 'il''  /^-^ 

scheint,     damals     aber      6--. ./^mlimHiiiiiiii,iiiiii!'i;iiiiii:iiiii,;ili*>^j2-    "■-  '"^^i'iiini-"-'jjU"-^-._",: 


bei  manchen  Gelehrten 

auf  Widerspruch  stiefs. 

Er  behauptete  also:  Die  Erde  wird  vom  Monde  mit  derselben 

Kraft  angezogen  wie  der  Mond  von  der  Erde. 

Zur  Erläuterung  dieser  Annahme  diene  folgendes  Beispiel:  Zwei 
Schiffe  von  den  Massen  m^  und  m^y  Fig.  1,  seien  durch  ein  Tau  AB 
miteinander  verbunden,  dieses  Tau  aber  werde  auf  irgend  eine  Weise 
angespannt,  sei  es,  dafs  bei  Ä  oder  bei  B  oder  gleichzeitig  bei  A  und  B 
gezogen  wird,  was  ganz  gleichgültig  ist.  Ist  nun  p  die  spannende  Kraft, 
so  setzen  sich  beide  Schiffe  in  Bewegung,  das  eine  gemäfs  der  Formel 
P=^^h9i9  ^^  andere  gemäfs  der  Gleichung  1>  =  w^^g,  sobald  nur  vom 
Widerstände  des  Wassers  und  der  Luft  abgesehen  wird.  Daraus  aber 
folgt:  n^gi  =  fi^g^  und  m^:  m^  =  g^:  g^,  A.  h.,  die  Beschleunigungen 
verhalten  sich  umgekehrt  wie  die  Massen  der  Schiffe. 

Man  kann  nun  die  spannende  Kraft  durch  irgend  eine  andere 
ersetzen;  man  denke  sich  z.  B.  bei  A  den  Nordpol  eines  starkwirkenden 
Magnetstabes,  bei  B  den  Südpol  eines  anderen  Magneten.    Auch  dabei 
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ist  die  Anziehung  eine  gegenseitige,  d.  L  es  wird  wiederum  für 
jede  Stellung  m^gi  =  ni^g^  oder  p^  =  Pi-  Eine  ähnliche  gegenseitige 
Anziehung  nimmt  Newton,  ohne  ihr  Wesen  weiter  zu  erklären*),  auch 
bei  dem  Monde  und  der  Erde  an.  Würden  also  beide  zunächst  still- 
gestellt, so  würden  sie  sich  einander  entgegen  bewegen,  und  zwar 
würde    der    Mond    mit    der    oben    berechneten   Beschleunigung    von 

etwa  -^  cm  beginnen,  die  Erde  aber,  deren  Masse  nach  unten  anzu- 
gebender Berechnung  etwa  81  mal  so  grofs  ist  wie  die  des  Mondes, 
mit  dem  81.  Teile  dieser  Beschleunigung.  Schliefslich  würden  sie 
sich  in  dem  Punkte  treflFen,  der  den  ursprünglichen  Abstand  im  Ver- 
hältnis 1  :  81  teilt,  d.  h.  (wenn  man  beide  Körper  als  Punkte  be- 
trachtet, so  dafs  die  Mittelpunkte  einander  unendlich  nahe  rücken 
können)  in  dem  gemeinschaftlichen  Schwerpunkte,  der  während  der 
ganzen  Bewegung  seine  Lage  nicht  ändern  würde. 

Hierin  lag  der  erste  Keim  zu  dem  später  entwickelten  Schwer- 
punktsprinzip der  Mechanik. 

3)  Mond  und  Erde  umkreisen  den  gemeinschaftlichen 
Schwerpunkt. 

Nach  dem  Gesagten  wird  der  Mond  durch  die  Centripetalkraft 
an  die  Erde  gefesselt,  jedoch  durch  eine  ebenso  grofse  Gentrifugalkraft 

gehindert,   sich    ihr   zu    nähern.     Eine 
**ig  2  ebenso    starke  Centripetal-  und  Gentri- 

fugalkraft mufs  auch  bei  der  Erde  vor- 
handen sein,  wenn  ihr  Abstand  vom 
Monde  sich  nicht  ändern  soll.  So  er- 
giebt  sich  mit  Notwendigkeit  die  An- 
nahme, dafs  beide  Körper  um  den 
gemeinschaftlichen  Schwerpunkt  kreisen, 
Fig.  2.  Dabei  wirken,  wenn  rj  und  r^ 
die  Abstände  von  diesem  sind,  die  ent- 
gegengesetzt gerichteten  Centrifugalkräfte  mj^r^^^^  und  m^r^d'^j  wo  ^ 
die  gemeinschaftliche  Winkelgeschwindigkeit  ist.     Beide   sind  gleich, 

denn  es  ist  m^  =  81  ^t^,  r^  =  ^r,,  also  m^r^^  =  81  »i,  •  ^r^  =  m^r^. 

Ebenso  grofs  wie  die  Centrifugalkräfte  sind  die  wirkenden  Centripetal- 
kräfte. 

In  dieser  neuen  Auffassung  lag  der  Keim  zu  der  von  Newton 
angebahnten  Himmelsmechanik,  die  durch  Laplace  und  Gaufs  erfolg- 
reich  ausgebaut  wurde,  obwohl  z.  B.  das  Problem  der  drei  Körper 

**)  Die  neuere  Physik  ersetzt  die  Femwirkungen  durch  vermittelnde  Aktionen 
der  Atherteilchen  aufeinander,  die  wie  elektrische  und  optische  Ätherschwingungen 
mit  grofser  Geschwindigkeit  den  Weltraum  durcheilen. 
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noch  heate  die  Kräfte  der  Analysis  übersteigt  und  mit  Hilfe  der 
Stoningstheorie  nur  Näherungslösungen  gefunden  hat.  Dafs  in  Wahr- 
heit beide  Körper  sich  (von  den  Störungen  abgesehen)  nicht  in  Kreisen, 
sondern  in  ähnlichen  Ellipsen  um  den  gemeinschaftlichen  Schwerpunkt 
bewegen,  der  dabei  in  je  einem  der  Brennpunkte  der  Ellipsen  liegt, 
sei  beiläufig  bemerkt.  Die  Bahnen  könnten  ebenso  gut  Parabeln 
oder  Hyperbeln  sein,  also  Kegelschnitte  überhaupt.  Darin  hat  man 
das  Gesetz  für  die  Bewegung  der  Doppelsteme. 

4)  Formulierung  des  Newtonschen  Gesetzes. 

Aus  der  Erfahrung  wufste  man  von  jeher,  dafs  ein  Stein  von 
doppelter  Masse  das  doppelte  Gewicht  eines  solchen  von  einfacher 
Masse  hat^  und  so  drängte  sich  Newton  die  Annahme  auf,  dafs  die 
gegenseitigen  Anziehungen  den  Massen  der  Körper  proportional  sein 
müfsten.  Oben  war  aber  schon  gezeigt,  dafs  sie  umgekehrt  proportional 
dem  Quadrate  der  Entfernung  seien,  demnach  konnte  die  Anziehung 

oder  Gravitation  nur  in  der  Form  — -5 —  oder  in  der  Form  k — -5 — 

dargestellt  werden,  wo  X:  irgend  eine  konstante  Gröfse  ist. 

Das  Newtonsche  Anziehungsgesetz  sagt  demnach  folgendes  aus: 
Je  zwei  Weltkörper  ziehen  sich  gegenseitig  an  mit  einer 

Kraft  p  =  k — 5 — ,  die  also  proportional  dem  Produkte  ihrer 

Massen  und  umgekehrt  proportional  dem  Quadrate  des  Ab- 
standes  ihrer  Mittelpunkte  ist. 

Die  Annahme,  dafs  bei  Kugeln  die  Mittelpunkte  mafsgebend  seien, 
war  zunächst  nur  eine  instinktive  Vermutung,  die  später  von  Newton 
durch  eine  interessante  Berechnung  als  richtig  nachgewiesen  wurde. 
Unten  wird  sie  in  vereinfachter  Form  ausgeführt  werden. 

Die  Bedeutung  der  Konstante  Je  ergiebt  sich  aus  folgendem:  Ist 
sowohl   1»!  als  auch  m^  gleich  der  Masseneinheit  und  r  gleich  der 

Längeneinheit,  so  ist  die  Anziehung  p  =  Jc  -^  =  k.    Demnach  ist  h 

diejenige  Anziehung,  die  zwei  irgendwie  gewählte  Massen- 
einheiten in  einem  Abstände,  der  gleich  der  irgendwie  ge- 
wählten Längeneinheit  ist,  aufeinander  ausüben.  Selbst- 
verständlich kann  man  die  Wahl  der  Masseneinheit  so  treffen,  dafs 
k=l  wird;  auch  kann  man  Je  zunächst  willkürlich  gleich  1  setzen. 
Davon  soll  bisweilen  Gebrauch  gemacht  werden,  weil  es  sich  dann 

um  die  einfachere  Form  p  ==  -^   handelt.     Die  Gröfse  von  Je  soll 

unten  bestimmt  werden.  Zu  ihrer  Kenntnis  ist  die  der  mittleren 
Dichte  des  Erdkörpers  nötig. 

Ist  nämlich  m^  die  Masse  des  Erdkörpers,  m^  die  eines  Steines, 
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so  ist  an  der  Erdoberfläche  nach  dem  Newton  sehen  Gesetze  die  An- 
ziehung 


^  =  Ä; 


-7«-; 


zugleich  nach  der  Definition,  der  Schwerkraft 

Da  die  linken  Seiten  gleich  sind^  sind  auch  die  rechten  gleich, 
also  ist 


oder 


wo  g  die  mittlere  Schwerebeschleunigung  9,822,  r  der  Erdradius, 
m^  die  Erdmasse  ist.     Vorläufig  folgt  daraus  die  Beziehung 

Diese  giebt  zimächst  die  Fallbeschleunigung  auf  der  Erdoberfiäche 
an,  wenn  m^  die  Erdmasse,  r  die  Entfernung  des  Steines  vom 
Mittelpunkte  der  Erde  ist;  sie  gilt  aber  auch  für  die  Centripetal- 
beschleunigung  des  Ton  der  Erde  angezogenen  Mondes,  sobald  nur  r 
die  Entfernung  desselben  vom  Erdmittelpunkte  bedeutet. 

Setzt  man  für  m^  die  Sonnenmasse,  so  gilt  die  Gleichung  für  die 
Centripetalbeschleunigung,  welche  einen  Planeten  abhält,  sich  von  der 
Sonne  zu  entfernen. 

5)  Eins  der  Kepplerschen  Gesetze.  Das  hier  zu  sagende 
gilt  zunächst  für  Kreisbahnen.  Die  Anziehung  der  Sonne  gebe  einem 
Planeten  die  Centripetalbeschleunigung 

mk        Ar^it^ 
9i  —  "T  —      X"  } 

einem  andern 


2  ^8 


dann  folgt  durch  Division 


mk        4r,Ä* 


oder 


2  j.% 

2        ^2 


i%  3 
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Folglich:    Die   Quadrate    der   ümlaufszeiten   beider   Planeten 
verhalten  sich  wie  die  dritten  Potenzen  der  Entfernung. 

Ist  z.  6.  m^  doppelt  so  weit  von  der  Sonne  entfernt,  wie  m^y 
und  ist  t^y  die  ümlanfszeit  von  m^,  gleich  einem  Jahre,  so  ist 

h 1» i_ 

a  gl  3   9 

h 

folglich  t^  =  t^yS  ==  ys  Jahre  =  ~  2,83  Jahre. 

Aus  der  Entfernung  erhält  man  so  die  Umlaufszeit,  aus  der 
ümlaufszeit  die  Entfernung.  Die  erstere  ergiebt  sich  durch  Be- 
obachtung, die  letztere  durch  Rechnimg. 

f 

6)  Massenverhältnisse  der  Weltkorper. 

Man  kann  dieselbe  Methode  benutzen,  die  Verhältnisse  der  Massen 
zu  ermitteln,  indem  man  einen  der  Sonne  gehorchenden  Planeten  und 
einen  zum  letzteren  gehörigen  Trabanten  (Mond)  betrachtet. 

Die  Anziehung  der  Erde  auf  den  Mond  giebt  als  Beschleunigung 

die  von  der  Sonne  auf  die  Erde  ausgeübte  Anziehung  giebt  als  Be- 
schleunigung 

wo  R  die  Entfernung  der  Erde  von  der  Sonne,  t^  ihre  Umlaufszeit, 
M  die  unbekannte  Masse  der  Sonne  ist.     Durch  Division  erMlt  man 

foIgUch  ist 

Setzt  man .  die  Umlaufszeit  des  Mondes  gleich  39  343  Minuten, 
die  der  Erde  (das  Jahr)  gleich  525  950  Minuten,  setzt  man  femer  die 
mechanisch    oder   trigonometrisch   zu   berechnenden   Entfernungen  R 

und  r  gleich  20000000  bezw.  50000  Meilen,  also  ^  =  1??,  so  folgt 

jf  =  400« .  ^i^w  =  -  358  120  m. 

Unter  den  gemachten  Annahmen  ist  also  die  Sonnenmasse  das 
358000fache  der  Erdmasse.  Genauere  Berechnungen  ergeben  das 
355000fache. 
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Kennt  man  also  bei  einem  Planeten  seine  Umlaufszeit  um  die 
Sonne  und  die  ümlaufszeit  eines  seiner  Trabanten,  kennt  man  ferner 
die  Entfernung  des  Trabanten  vom  Planeten  und  die  (z.  B.  aus  der 
ümlaufszeit  und  dem  Vergleiche  mit  dem  Erdjabr  zu  berechnende) 
Entfernung  des  Planeten  von  der  Sonne,  so  kann  man  das  Massen- 
verhältnis zwischen  der  Sonne  und  dem  Planeten  berechnen. 

So  hat  man  z.  B.  die  Jupitermasse  gleich  340  Erdmassen,  die 
Satummasse  gleich  102  Erdmassen,  die  des  Uranus  gleich  14,5  Erd- 
massen gefunden. 

Dividiert  man  jede  der  gefundenen  Massen  durch  den  Inhalt  ji^x 

des  betreffenden  Weltkörpers  (dessen  Durchmesser  sich  aus  dem 
scheinbaren  Durchmesser  und  der  Entfernung  berechnen  laXst),  so 
findet  man  die  Dichtigkeit  des  Weltkörpers  im  Verhältnis  zu  der  der 
Erde. 

Die  Sonne  hat  1409  725  Erdvolumina,  der  Jupiter  1491,  der 
Saturn  772,  der  Uranus  86,5. 

Setzt  man  die  Dichte  der  Erde  gleich  1,  so  ergiebt  sich  für  die 
Sonne  die  Dichtigkeit  0,252,  für  den  Jupiter  0,227,  für  den  Saturn 
0,131,  für  den  Uranus  0,167.  Aus  der  geringen  Dichte  der  Sonne 
wird  man  auf  hohen  Hitzegrad  schliefsen  dürfen,  der  dem  starken 
Massendruck  im  Innern  dieses  Weltkörpers  entgegen  zu  wirken  hat, 
möge  dieser  nun  flüssig  oder  gasförmig  sein. 

7)  Fallbeschleunigung  auf  den  Weltkörpern. 

Die  Masseneinheit  wird  auf  der  Sonne  die  Beschleunigung 


erhalten,  auf  der  Erde  ist 


folglich  ist 


nuk 

ist 

mk 
9          ^1  y 

9i 
9 

Wj  r*           355000 

1« 
11«*^ 

denn  der  Durchmesser  der  Sonne,  also  auch  der  Halbmesser,  ist  etwa 
112  mal  so  grofs,  als  der  der  Erde.  Demnach  findet  man  als  Fall- 
beschleunigung auf  der  Sonnenoberfläche 

9,88 -856000  o'7o 

gi=       115P       =~272m, 

also  etwa  das  28,3  fache  von  der  Fallbeschleunigung  auf  der  Erde. 

Ebenso   hat  man   die  Fallbeschleunigung  auf  den  Planeten  des 
Sonnensystems  bestimmt. 


Das  Newtonsche  Anziehungsgesetz.  13 

8)  Dichtigkeit  der  Erde  und  anderer  Weltkörper.  Weiter 
kommt  man  von  hier  aus  nur,  wenn  man  die  Dichtigkeit  der  Erde  kennt. 
In  den  Lehrbüchern  der  Physik  wird  beschrieben,  wie  Mackeljne 
und  Hutton  im  Jahre  1772  auf  beiden  Seiten  des  Berges  SchuhaUien 
in  Schottland  die  Ton  der  Bergmasse  auf  das  Bleilot  ausgeübte  Ab- 
lenkung mafsen  und  4,71  als  die  Dichte  der  Erde  im  Vergleich  zum 
Wasser  fanden.  Cayendish  hat  auf  Anregung  Michells  die 
Torsion,  die  eine  an  der  Torsionswage  hängende  und  von  grofser 
seitlich  befindlicher  Bleimasse  angezogene  Bleikugel  anzeigte,  mit 
Hilfe  des  Gesetzes  der  Torsionselastizität  benutzt,  den  Vergleich  mit 
der  Erdanziehung  zu  machen.  Entsprechende  Versuche  wurden  im 
Jahre  1837  yon  Reich  angestellt.  Das  Mittel  ergab  sich  als  5,44. 
Baily  hat  im  Jahre  .1843  aus  langen  Versuchsreihen  5,66  abgeleitet. 
Reich  wiederholte  die  Versuche  und  gab  im  Jahre  1852  den  Wert 
5,58  an.  Weitere  Versuche  aus  neuerer  Zeit  lassen  6,56  bis  6,6  als 
den  wahrscheinlichen  Wert  der  mittleren  Dichte  der  Erde  erscheinen. 

Oben  waren  die  Dichtigkeiten  einiger  Weltkörper  im  Vergleich 
zu  der  der  Erde  angegeben.  Jetzt  kann  man  sie  auf  Wasser  be- 
ziehen und  findet  z.  B.  als  Dichte  der  Sonne  1,3^,  des  Jupiter  1,25, 
des  Saturn  0,72,  des  Uranus  0,92  u.  s.  w. 

9)  Aufgabe.    Wie  grofs   ist  die  Grayitationskonstante? 
Attflöstuig.     An  der  Erdoberfläche  gilt  für  jede  Anziehung  die 

Gleichung 

gleichzeitig  soll  sein 

wo  m^  die  Erdmasse,   r  der  Erdradius,   z.  B.  in  Metern,    ist.     Aus 
beiden  Gleichungen  folgt: 

also  ' 

Hier  ist  g  =  9,8224,  4r;r  als  doppelter  Erdumfang  gleich 
80000000  zu  setzen;  das  spezifische  Gewicht  p'  der  Erde  soll  als  5,56 
angenommen  werden.     Dann  wird 

Je  —  ^_lM??^_  —  a  Mr. .  10—« 
'^  —  80000000  -  5^  ~  0,0^0    IV     . 

10)  Bemerkungen  über  die  Bedeutung  des  Newtonschen 
Gesetzes.     Wir  werden  noch  mehrfach  auf  kosmische  Verhältnisse 
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zu  reden  kommen^  obwohl  diese  Dinge  mit  den  beabsichtigten 
technischen  Lehren  nichts  zu  thun  haben.  Sie  klären  aber  über  andere 
physikalische  Verhältnisse  auf^  die  sich  experimentell  kaum  mit  ent- 
sprechender Genauigkeit  nachweisen  lassen. 

Das  New  ton  sehe  Gesetz  gilt  nämlich  nach  Coulomb  auch  Ton 
den  gegenseitigen  Anziehungen  kleiner  magnetischer  Massen  ^  ebenso 
Ton  den  gegenseitigen  Abstofsungen  bei  entgegengesetztem  Magnetis- 
mus. Das  Gleiche  gilt  von  elektrischen  Teilchen.  Das  Gesetz  lehrt 
uns  femer  die  Entstehung  des  galvanischen  Stromes  kennen.  Die 
gegenseitigen  Einwirkungen  bewegter  Stromteilchen  aufeinander^  die 
sich  in  verschiedenen  Drähten  bewegen,  erfolgen  allerdings  nach  einem 
anderen  Gesetze.  Dieses  aber  schliefst  das  New  ton  sehe  als  beson- 
deren Fall  in  sich.  Auf  andere  Anwendungen  kann  jetzt  noch  nicht 
eingegangen  werden. 

Die  Aufstellung  des  Gravitationsgesetzes  durch  Newton,  welches 
den  gesamten  Weltraum  beherrscht,  war  eine  Grofsthat,  der  wir  den 
Ausbau  der  Astronomie  und  der  mathematischen  Physik  verdanken, 
wie  er  besonders  in  den  letzten  100  Jahren  im  Sturmschritt  vor  sich 
gegangen  ist. 

Erst  seit  Newtons  Entdeckung  konnte  man  die  Kepp  1er sehen 
Gesetze  begründen  und  die  Dynamik  des  Sonnensystems  in  derartiger 
Schärfe  ausbauen,  dafs  man  z.  B.  aus  den  Abweichungen  der  Uranus- 
Bewegung  auf  die  Existenz  eines  noch  nicht  bekannten  Planeten 
schliefsen  durfte,  der  auf  Grund  der  Berechnungen  Leverviers  von 
Galle  aufgesucht  und  gefunden  wurde.  Auch  die  Erklärung  der 
Ebbe  und  Flut,  die  man  von  Aristoteles  bis  auf  Newton  ver- 
geblich gesucht  hatte,  wurde  durch  den  letzteren  gegeben.  Auf  Jahr- 
hunderte hinaus  war  man  jetzt  imstande,  Tag  und  Stunde  hervorragend 
starker  Fluten  für  jeden  Küstenort  vorher  zu  berechnen.  Die  Re- 
sultate dieser  Zeitberechnungen  sind  in  neuerer  Zeit  als  kritische 
Tage  erster  Ordnung  vielfach  für  meteorologische  Zwecke  mifsbraucht 
worden. 


Kapitel  II. 

Die  Gravitationskurve  y  = 

Potentialbegriff. 


X' 


und  der 


11)  Erste  Konstruktion  der  Kurye  y  =  — i- 

Angenommen  imPunkte  0  befinde  sich  die  dort  festgehaltene  Masse  1, 
auf  der  X-Achse  befinde  sich  frei  beweglich  ebenfalls  die  Masse  1,  und 
diese  werde  von  der  ersteren  nach  dem  New  ton  sehen  Gesetz  angezogen, 
dann  ist  die  Anziehung 


11 


P  =  *  -r¥-  = 


Um 


Fig.  8. 


X'  X' 

jedoch  ganz  einfache 
Formeln  zu  erhalten, 
wollen  wir  die  Gravi- 
tationskonstante k=^  1 

setzen,   so  dafs  p  =  —j 

wird.  Um  ein  Bild  von 
dem  Verhalten  in  ver- 
schiedenen Lagen  zu 
bekommen,  errichte  man 
an  jeder  Stelle  der  X- 

Achse  ein  Lot  y  =  -^ , 

dann    liegen    die   End- 
punkte   der    Lote    auf 
einer  Kurve,  deren  Glei- 
chung   durch   die   letzte  Beziehung   gegeben   ist.     Ihr  Lauf  soll  nur 
im  ersten  Quadranten  verfolgt  i^erden. 

Man  erhält  einigen  Überblick  schon   dadurch,  dafs  man  an  den 
Stellen  a:  =  1,  2,  3,  4,  ...  die  Lote 

2. 1      4/  Jl i_  JL ^  i- 1 
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errichtet,  an  den  Stellen  ^  =  {  ,  y ,  v ,  5  •  •  •  die  Lote  4,  9,  16,  25,  . . . 

Auch  beliebig  viele  Zwischenwerte  kann  man  konstruieren,  und  leicht 
erkennt  man,  dafs  für  x  =  00  der  Wert  von  y  =  0,  für  a:  ^  0  da- 
gegen y  =  00  wird,  so  dafs  die  Koordinatenachsen  Asymptoten  der 
Kurve  werden. 

Man  findet  für  jeden  beliebigen  Punkt  P  der  X-Achse  vom  Ab- 
stand OP  =  x  die  Ordinate  bequem  folgendermafsen:  Man  schlage 
um  0  den  Einheitskreis,  lege  an  ihn  von  P  aus  die  Tangente  PA, 
fälle   vom  Berührungspunkte  Ä   aus   auf  die  X-Achse  das  Lot  AB 

(so  dafs  nach  Pythagoras  OBOP^  OÄ^  oder  OB  x  =  l,  also  OB  =  - 

ist),  verbinde  B  mit  C  und  errichte  auf  CB  im  Punkte  B  ein  Lot 
bis  zum  Schnittpunkte  D  mit  der  F- Achse,  dann  ist  CD  =  y  die 
gesuchte  Ordinate.  Vollendung  des  Rechtecks  PO  DL  giebt  den  zu 
P  gehörigen  Punkt  L  der  Kurve. 

Beweis.     Es  war  0B=     .    Nach  bekanntem  Satze  ist  OD:  OB 

X 

=  OB :  OC    oder    OD  :    -  =  —  :  1,  also  ist  OD  =  -s,  und  ebenso 

XX'  x^' 

PL  =  -^-     L  ist  also  ein  Punkt  der  gesuchten  Kurve. 

Liegt  P  innerhalb  des  Kreises,  so  errichtet  man  erst  das  Lot  PA 
und  legt  dann  in  A  die  Tangente  an.     Sonst  ändert  sich  nichts. 

12)  Eine  Eigenschaft  der  Gravitationskurve.  Ist  bei  der 
Gravitationskurve  x^  mittlere  Proportionale  zwischen  x^  und 
iTg,  so  ist  auch  y^  mittlere  Proportionale  zwischen  y^  und  y^. 

Beweis.     Aus  x^\x^  =  x^i  x^  folgt  -j  •  -  2  =    2  •  "i  ^^^^  Vy  •  Vi 

Daraus  folgt,  dafs,  wenn  die  aufeinander  folgenden  x  eine 
geometrische  Reihe  bilden,  dies  auch  mit  dem  zugehörigen  y 
der  Fall  ist.  Geometrische  Reihen  lassen  sich  aber  leicht  kon- 
struieren, sobald  zwei  Glieder  gegeben  sind,  folglich  läfst  sich  die 
Gravitationskurve  bequem  durchkonstruieren,  sobald  man  neben  dem 
zu  X  =  1  gehörigen  Punkte  K  noch  einen  zweiten,  Z,  kennt. 

Die  obige  Eigenschaft  hat  übrigens  die  vorliegende  Kurve  mit 
allen  Kurven  von  der  Gleichung  y  =  xp  gemein,  d.  h.  mit  allen 
Parabeln  höherer  Ordnung,  zu  denen  auch  die  gleichseitige 
Hyperbel  als  Isotherme  oder  Mariottesche  Kurve,  die  Adiabate  für 
Luft  und  Wassel-dampf  und  andere  gehören.  (Vgl.  Method.  Lehrbuch 
der  Math.  III,  von  Seite  162  ab.) 

Die  nachstehende  Konstruktion  gilt  also  von  allen  diesen  Kurven 


Die  Gravitationskurve  y  =»  — ,  und  der  Potentialbegriff. 

13)    Axifgabe.    (Zweite    Konstruktion    der    Kurve.) 
zwei  Punkten  A^  und  A^  der  Kurve  y  =  —^  (allgemeiner  y 
beliebig  viele  ihrer  Punkte  zu  konstruieren. 
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Flg.  4. 


AufLösnng.  A^  (x  =  \,  y  =  1)  und  A^  (nach  voriger  Art  kon- 
struiert) seien  zwei  Punkte  der  Kurve.  Man  lege  eine  beliebig  ge- 
richtete Hilfslinie  OF  in  den  4.  Quadranten  und  ziehe  die  Senk- 
rechten A^B^C^j  A^B^C^  bis  zu  dieser  Geraden^  darauf  noch  C^B^. 
Legt  man  Parallele  zur  letzteren  B^Cq  und  C^B^  durch  B^  und  C^, 
und  darauf  Senkrechte  G^B^  und  B^C^,  und  setzt  man  diese  Zickzack« 
Konstruktion  beiderseits  fort,  so  erhält  man  beliebig  viele  Punkte 

. .  .,  J5— 8,  B^ij  -B— 1,  Bq,  B^,  B^y  JBj,  . . . 

auf  der  X-Achse,  deren  Abstände  eine  geometrische  Reihe  bilden. 

Ebenso  lege  man  eine  beliebig  gerichtete  Gerade  OG  in  den 
2.  Quadranten,  ziehe  von  A^  und  A^  aus  die  Horizontalen  A^D^E^ 
und  A^D^E^y  verbinde  D^  mit  E^  und  mache  dieselbe  Konstruktion 
wie  vorher,  so  dafs  man  auf  der  F-Achse  Punkte 

erhalt. 

Holxmftller,  Ing.- Math.  II ,  Pot«iitialth»orie.  2 
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Die  Senkrechte  und  Wagerechte  durch  je  zwei  gleichzahlige  der 
auf  beiden  Koordinatenachsen  gefundenen  Punkte  geben  je  einen 
Schnittpunkt,  und  so  erhält  man  beliebig  viele  Punkte 

.  .  .,   -4._8,   -a._2,   -a._i,    -4q  ,    A^  ^   A^^   A^    .  .  , 

der  Kurve. 

Will  man  weitere  Punkte  einschalten,  so  hat  man  nur  nötig, 
zwischen  zwei  Nachbarpunkten  auf  einer  Achse  und  den  zugehörigen 
auf  der  anderen  Achse  die  mittleren  Proportionalen  einzuzeichnen.  Ver- 
bindet man  die  neuen  Teilpunkte  mit  den  Nachbarpunkten  auf  den 
schrägen  Hülfslinien,  so  hat  man  die  zu  benutzenden  Richtungen  far 
die  nötigen  Parallelen*). 

14)    SatB.      Die    Diagrammfläche    der    Gravitationskurve 
über  einer  beliebigen  Strecke  B^B^  der  X-Achse  ist  gleich  dem 
Rechtecke  aus  der  Grundlinie  B^B^  und  der  mittleren  Pro- 
portionale     B^A^ 
Pig.  ft.  der      Grenzhöhen 

B^A^  und  B^A^. 

Beweis.  In  der 
Figur  sei  B^B^A^A^ 
die   zu   berechnende 

Diagrammfläche , 
OB^  sei  mittlere  Pro- 
portionale   zwischen 
OBi  und  OBj,   also 
B^A^   mittlere   Pro- 
portionale   zwischen 
B^Ai     und     B^A^' 
Man  denke  sich  JB^  B^ 
in   zahlreiche  gleiche  Teile  eingeteilt  und  durch  entsprechende  Lote 
die  Fläche   in   senkrechte  Streifen   zerlegt.     Die  Teilpunkte  auf  der 
X-Achse  seien  der  Reihe  nach  Xq,  x^,  x^,  .  .  .,  a:«,  die  zugehörigen 

Ordinaten  y©?  S^i  >  Vij     •  •>  Vn- 

Multipliziert  man  die  Grundlinie  jedes  Streifens  mit  seiner  Anfangs- 
höhe und  bildet  man  die  Summe  der  Produkte,  so  erhält  man  bei 
endlicher  Anzahl  der  Streifen  zu  Grofses,  aber  fär  n  =  c»  den  richtigen 
Inhalt.    Wählt  man  die  Endhöhen,  so  erhält  man  zunächst  zu  Kleines, 

*)  Diese  Art  des  Eonstruierens  ist  in  techniBcben  Kreisen  sehr  beliebt,  da 
nur  Verschiebong  des  Winkelhakens  auf  der  BeiTsschiene  erforderiich  ist.  Sie 
gilt  auch  für  die  Konstruktion  der  gleichseitigen  Hyperbel  und  der  adiabatis^^hen 
Kurven.  Bildet  man  auf  der  einen  Achse  die  Punkte  der  geometrischen  Reihe, 
trägt  man  aber  auf  der  andern  Achse  gleiche  Abstände  ab,  so  erhält  man  eine 
logarithmische  Linie. 
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aber  für  n  =  co  das  Richtige.  Also  mnfs  man  erst  recht  för  n  =  <x> 
Richtiges  erhalten,  wenn  man  irgend  welchen  Mittelwert  zwischen 
Anfangs-  und  Grenzhöhe  als  Höhe  jedes  Streifens  wählt,  z.  B.  das 
arithmetische  Mittel,  oder,  was  besondere  Einfachheit  giebt,  die 
mittlere   Proportionale.     Für   den    ersten  Streifen   wird   bei  An- 

Wendung  der  letzteren  die  Höhe  gleich  yy^yi  y  also  sein  Inhalt  gleich 

(^i-^o)yy;;j^=(^i-^o)|/^^=(-^i-^o)~-^==^-~ 

Bildet  man  ebenso  den  Inhalt  für  jeden  folgenden  Streifen,  so 
erhält  man  als  Summe  der  Inhalte 

Hier  hebt  sich  mit  Ausnahme  von  —  und alles   weg,  so 

dalB  man  erhalt  ^  " 

'«11 

t  ^0  ^n 

Für  unendlich  grofse  Zahl  der  Streifen  ist  dies  absolut  richtig. 
Aber  für  jede  beliebige  Anzahl  kommt  dasselbe  heraus. 

Dasselbe  erhalt  man  aber  auch,  wenn  man  die  Grundlinie  Xn  —  Xo 

mit multipliziert,  denn  (x^  —  x^ = Also  ist 

^0     ^%  ^0     ^n  ^0  ^n 


t 


—  •  —  ist  aber  die  mittlere  Proportionale  der  Grenzhöhe,  also  ist 

der  Satz  als  richtig  bewiesen.  Zugleich  aber  ist  gezeigt,  dals  der 
Inhalt  auch  gleich  dem  Produkte  aus  der  Längeneinheit 
und  dem  Unterschiede  der  reziproken  Werte  der  Anfangs- 
und End-Abscisse  ist. 

Reicht  das  Diagramm  von  Xq  bis  a;  =  +  oo,  so  erhält  man  als  Fläche 

«=^»      1  1   1  __i 

a?Q         oo        Xf^  Xq 

Also:  Die  Diagrammfläche  von  Xq  l)is  oo  ist  gleich  dem 
Rechtecke  aus  der  Längeneinheit  und  dem  umgekehrten 
Werte  von  Xq. 

15)  Einfachste  Konstruktion  des  Inhalts  der  Diagramm- 
flächen. 

2* 
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a)  Um  die  Flache  des  von  x^  bis  cx>  reichenden  Diagramms  zu 
konstruieren,  ziehe  man  von  P(OP  =  a;i)  aus  an  den  um  0  geschlagenen 


Fig.  6. 


D 


\ 


>fp«/pi » PI 


Einheitskreis  die  Tangente  PA  und  lege  durch  den  Berührungspunkt 
A  die  Senkrechte  ABC,    Diese  schneidet  vom  Quadrate  OKLD  über 

der    Einheitsstrecke 
^«^  OK    das    Rechteck 

OBCD  ab.  Der  In- 
halt des  letzteren 
ist,    da    nach    dem 

Früheren    0B  =  ~ 

ist,  gleich  —  •  1  und 

damit  gleich  der 
Fläche  des  Dia- 
gramms. Ist  x^  =»  1, 
so  ist  das  Diagramm 
gleich  1.  Ist  x^  <  1, 
so  ist  erst  das  Lot, 
dann  die  Tangente 
zu  ziehen,  und  das 

Rechteck  wird  grofser  als  die  Flächeneinheit.     Ist  Xj^^^  o,  so  ist  es 

unendlich  grofs. 

Ist  die  Einheit  nicht  gegeben,  so  findet  man  sie  durch  Halbierung 

des  rechten  Winkels  BOB.    Die  Winkelhalbierende  schneidet  in  L, 
b)   Um   die   Diagrammfläche    PiP^Q^Qi   graphisch   darzustellen, 


Die  Qravitationskurve  3^  s=  —  und  der  Potentialbegriff. 
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ziehe  man  die  Tangenten  P^^i  und  P^A^.  Die  von  den  Berührungs- 
punkien  aus  gezogenen  Senkrechten  geben  im  Einheitsquadrate  das 
Rechteck  BiCj^C^B^,  welches  den  Inhalt  des  Diagramms  angiebt. 
Denn 


x^ 


Fig.  8. 


16)  Aufgabe.  Die  Tangenten 
der  Gravitationskurve  zu  kon- 
struieren. 

Auflösung.  Man  denke  sich  zwei 
benachbarte  Punkte  A^  und  Ä^  der 
Kurve  verbunden.  Die  Verbindungs- 
linie gebe  auf  den  Koordinatenachsen 

die   Schnittpunkte   C  imd   E.     Sind   die   Abscissen  Xq  und  x^j   die 
Ordinaten  y^  und  y^,  und  setzt  man  *^  OEC  =^  a,  so  ist 


tan  a  = 


Vo  — yi 

*^i  —  ^0 


»Ca  SCt 


i  2 

^1  ~^0 


_(^i  +  ^o)(^i-^o)_^i  +  ^o 


^1  —  •'^o       xla^  (^1 — ^0)  xlxl  (^1  —  ^0) 


•*'0**'l 


jr; 


Xr 


Fig.  9. 


Läfst  man   nun   die  Punkte   Xq  und  Xj^  so  nahe  aneinander  rücken^ 
dafs  man  x^  =  Xq  setzen  kann ,  so  wird  tan  a  =  — ^  = 

Dies  giebt  fol- 
gende Tangentenkon- 
struktion  für  einen 
Punkt  P  mit  der 
Abscisse  x,.  Man 
mache    auf   der    Y- 

Achse       JB  0  =  — , 

X  ' 

ziehe  ^JB  (0^=1), 

errichte  auf  -4jB  in 

B  ein  Lot  bis  zum 

Schnitte   C  mit   der 

X-Achse,  errichte  auf 

jBC  in  C  ein  Lot  bis 

zum  Schnitte  D  mit 

der  r-Achse,  mache  OE  =2  OD  und  ziehe  EA,    Die  durch  P  gelegte 

Parallele  zu  EA  giebt  die  Tangente. 

Beweis.    0B=-,  folglich  0C=^,,  folglich  0D  =  ^,,  folglich 

XX  "^ 

0-E  =  -„  folglich  tan  a  =  ^  —  ^  • 
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BeispieL  Für  x  =  l  erhalt  man  tan  a  =  y  ■  Die  Neigung  in 
L  ist  also  leicht  zu  konstruier^i.  Man  macht  auf  der  X-Achse 
^  F  =  +  Y  und  verbinde  V  mit  L,  was  die  Tangente  giebt. 

Damit  ist  alles  Erforderliche  für  die  Grayitationskurve  in 
elementarer  Weise  geleistet. 

Handelt  es  sich  um  die  Kurve  y  =  Jc-^-^,  oder  um  y  =  A;-|, 

X  sc 

80  ist  jede  Ordinate  mit  einer  Eonstanten  zu  multiplizieren.  Denmach 
wird  für  die  neue  Kurve 

F=km,m,  [1  -  1]  bezw.  hm,  [^-^]- 

Die  Konstruktion  der  Kurve  geschieht  so,  dafs  man  wie  früher  -j 
konstruiert,  aber  das  Im^m^-fache  oder  im^-fache  als  Lot  aufträgt. 
Bei  der  Tangentenkonstruktion  wird  tan  a  =  — -y— ^  bezw.  — j-^  • 
Beispiele  werden  unten  gegeben. 

17)  Mechanische  Bedeutung  der  Diagrammfläche.  Befindet 
sich  im  Punkte  0  die  festgehaltene  Masse  1  und  ist  der  Massen- 
pimkt  P  auf  der  X-Achse  freibeweglich  und  ebenfalls  mit  der  Masse  1 

belegt,  so  ist  die  Anziehung  fär  jede  Lage  x  von  der  Gröfse  y  =  — ,  • 

sc 

Um  den  Punkt  P  von  Xq  zu  einer  benachbarten  Stelle  x^  zu 
bewegen,  bedarf  man  einer  Arbeit,  die  zwischen  (x^  —  ^0)^0  ^^^ 
(rCi  —  ^0)^1  liögt-  [Der  Unterschied  (x^^  —  x^  (y^  —  y^)  ist  unendlich 
klein  von  der  zweiten  Ordnung.]  Es  handelt  sich  in  Wirklichkeit 
um  eine  Arbeit,  die  durch  den  wirklichen  Inhalt  des  Streifens  ver- 
anschaulicht wird,  also  um 


(^1  —  ^o)Vyöyi  =  (^1  —  ^o)l/-2  •  "2  =  (^1  —  ^0)  I  •  i  =  i'  —  k' 

Da  nun  auch  für  eine  beliebig  lange  Grundlinie  x^  —  x^  der  Inhalt 

durch gegeben  wird,  so  folgt: 

x^        x^ 

Wird  der  Punkt  P  auf  der  X-Achse  von  x^  bis  x^  geführt, 

1         1 
so  beansprucht  dies  die  Arbeit • 


X^  Xt 


Ist  dagegen  in  0  die  Masse  m^,  in  P  die  Masse  m^  angebracht, 
so  ist,  wenn  aufserdem  die  Anziehungskonstante  Je  berücksichtigt  wird 

die  Arbeit  Ä  =  km^m^  \ 1 . 
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Sind  wiedemm  x^  und  Xj^  benachbarte  Werte,  so  entspricht  dem 
kleinen  Wege    m;  =  ^Cj  —  Xq  eine  Arbeit 

oder,  wenn  Xq  und  a!:^  gleich  gesetzt  werden  können, 

Setzt  man  den  Potentialwert  —  =  F^,  den  Potentialwert  -  =  F^,  so 
folgt  als  Arbeit  für  diese  kleine  Bewegung 

oder  Kraft  mal  Eraftweg  =»  Potentialdifferenz. 

Daraus  aber  folgt 

j     i_          TT      rj.        Potentialdifferenz        „    .       ..    ,       «„,,  ^ 

d.  h.       Kraft  = ^ =  rotentialgefalle  =  Cr. 

Berücksichtigt  man  noch  m^  und  die  Anziehungskonstante  k, 
so  ist  die  Kraft  nicht  gleich,  aber  proportional  dem  Potential- 
gefälle d.  h. 

p  =  Äw«  -^^ — -  =  Jcm^G  ==  A;  w,  w^  -^ =  äw,  m« 

Von  diesem  Satze  wird  häufig  Oebrauch  gemacht  werden. 
Giebt  man  dem  im  Abstände  x^  befindlichen  Punkte  P  eine  Ge- 
schwindigkeit V  in  der  Richtung  der  positiven  reellen  Achse,  so  kann 

er  infolge  seiner  Wucht  (Energie)  eine  Arbeit  m«^  leisten.     Bis  zu 

welcher  Stelle  wird  er  sich  bewegen?  Er  entfernt  sich  so  weit,  bis 
seine  Energie  aufgezehrt  ist,  d.  h.  bis 


hmj^wi2 

(k- 

1\          ©" 

ist, 

oder  bis 

1 

1 

t?" 

a:, 

X 

2A;m, 

ist. 

also  bis 

zum 

Abstände 

/>•  — ^— 

1 

"ikXiiUi 

X—   j 

v\ 

2knl^  — x^v* 

Xi      ikm^ 
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Setzt  man  den  Inhalt  des  Diagramms  gleich  Ay  so  bewegt  sich 
der  Punkt  soweit,  bis 

A  ^^ 

ist. 

Läfst  man  den  Punkt  P  an  einer  Stelle  x^  los,  und  fällt  er  in- 
folge der  Anziehung  in  der  Richtung  nach  0,  so  erreicht  er  an  der 
Stelle  X  eine  Geschwindigkeit,  die  sich  aus 

ergiebt.     Es  wird  also 

«=1/^, 

wo  A  das  Arbeitsdiagramm  ist. 

Wird  der  Punkt  in  unendlicher  Entfernung  losgelassen,  so  handelt 
es  sich  um 

seine  Geschwindigkeit  an  der  Stelle  x  ist  also 


V  =]/^  =y21^, .  x"-!. 


Das  Geschwindigkeitsdiagramm,  welches  entsteht,  wenn  man  für  jeden 
Punkt  X  die  Geschwindigkeit,  mit  der  er  passiert  wird,  als  Lot  er- 
richtet, ist  also  eine  Parabel  von  der  Ordnung  —  y    Für  2Ä>»i  =  1 

läfst  sich  die  Kurve  am  einfachsten  konstruieren,  denn  -7=  ist  mittlere 

yx 

Proportionale  zwischen  1  und  —  • 

18)  Der  Potentialbegriff.  Die  Arbeit,  die  nötig  ist,  um 
den  Punkt  P  aus  der  Lage  x  in  unendliche  Entfernung  zu 
bringen,  bezeichnet  man  als  das  Potential  des  in  0  befind- 
lichen Punktes  m^  in  Bezug  auf  den  Massenpunkt  m^  für  die 
Lage  X,  Das  Potential  wird  also  durch  das  bis  ins  Unend- 
liche reichende  Arbeitsdiagramm  graphisch  dargestellt     Es 

ist  Gfleich  — -i-^« 

Andere  verstehen  unter  Potential  den  Ausdruck ^ -^ ,  also 

X      ' 

die  Arbeit,  die  vom  anziehenden  Punkte  an  dem  beweglichen  geleistet 
wird,  um  ihn  aus  imendlicher  Entfernung  in  die  Lage  x  zu  bringen. 


Die  GravitationBkurve  y  '^  —^  und  der  PotentiaIbegpi£P. 


X' 
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Fig.  10. 


Dieser  Unterschied  ist  aber  hier  ohne  wesentliche  Bedeutung.  Wenn 
hier  +,  statt  —  genommen  wird,  so  geschieht  dies  im  Anschlufs  an 
Thomson  und  Tait,  lediglich  des  leichteren  Verständnisses  wegen. 
Man  spricht  häufig  von  dem  Potentialwerte  der  in  0  befind- 
lichen Masse  m^  für  irgend  einen  Punkt  des  Raumes  oder  der  Ebene, 
der  etwa  in  der  Entfernung  r  liegen  möge.  Dabei  wird  dann  an- 
genommen, dafs  der  freie  Massenpunkt  die  Masse  1  habe,  so  dafs  es 

sich  um   — —   oder   —  handelt.     Zugleich   ist  dabei  Je  =  1   gesetzt. 

Diesen  auf  die  Einheit  von  m^  und  auf  i  ==  1  reduzierten  Wert  hat 

man  als    die  Potentialfunktion  im  Gegensatze  zum 

oben    besprochenen   Potential   k  -^—^   bezeichnet.     Auf 

diese  neue  Bezeichnung  soll  aber  hier  verzichtet  werden. 
Wo  nichts  Besonders   gesagt   wird,   wollen   wir   unter 

Potential  den  Ausdruck  —  verstehen. 

r 

19)  Graphische  Darstellung  des  Potentials 
durch  die  gleichseitige  Hyperbel.  Man  kann  das 
Potential  nicht  nur  durch  ein  Arbeitsdiagramm,  also  durch 
eine  Fläche,  darstellen,  sondern  auch  durch  eine  Linie, 
z.  B.  durch  ein  an  entsprechender  Stelle  auf  der  X-Achse 
zu  errichtendes  Lot.  Am  einfachsten  gestaltet  sich 
alles,  wenn  die  in  0  befindliche  Masse  selbst  den  Wert  1 

hat,  denn  dann  handelt  es  sich  um   das  Potential  —  • 

'  r 

Im  Abstände  1  ist  dann  das  Lot  1,   im  Abstände  2 
das  Lot  Y ,  im  Abstände  3  das  Lot  y  zu   errichten, 

im  Abstände  x  das  Lot  y  =  —  •   Wie  dieser  Wert 

sc 

konstruiert  wird,  erkennt  man  aus  Figur  6. 

Die    Endpunkte    bilden     eine     gl  eich - 

seitige  Hyperbel.  Li  folgendem 


2 


CA 


B, 


Ä 


n 


A 


V 


'    A, 


^A. 


9 


10 


tritt  häufig  an  den  Lehrer  die  Anfordenmg  heran,  für  eine  anziehende 


Masse   m  die  Werte 


m    m    m    m    m 


schnell    zu    zeichnen.      Zu 


1^    2'    3'    4'    6' 

diesem   Zwecke  konstruiere   mau   sich   eine   Schablone,    ein   Kurven- 


A 
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lineal^  welches  von  den  Schenkeln  eines  rechten  Winkels  und  von 
der    gleichseitigen    Hyperbel  y  =  —  begrenzt  wird,  wobei    OP  =  1 

ein  für  allemal  bestimmt  angenommen  ist.  Ist  nun  z.  B.  00^  =  y  y 
so  giebt  die  Horizontale  C^Bj^  die  Ordinate 

Trägt  man  C^B^^  von  0  aus  beliebig  oft  auf  der  X-Achse  ab,  was 
A^y  A^y  Aq,  A^,  .  .  .  giebt,  so  <  hat  man  in  den  Ordinaten  A^B^^  ^B^, 

A^B^y  ...  die  gesuchten  Strecken  j?  "ö >  ä"?  T?  *  * '    ^^^  ^^^  ^-  ®-  ^^ 

Potentialwerte  der  Masse  m  für  die  Entfernungen  1,  2,  3,  4,  5,  .  .  . 
Zugleich  hat  man  aber  in  diesen  Linien  diejenigen  Entfernungen, 
welche  die  Potentialwerte  in  einfacher  arithmetischer  Reihe  aufeinander 
folgen  lassen,  denn  der  Wertfolge  des  Potentials 

^  =  0,1,2,3,4,... 

entspricht  fftr  r  die  Wertfolge 

tu   m   fn  w  tn 

was  der  obigen  Ordinatenreihe  entspricht. 

Will  man  die  Genauigkeit  der  Konstruktionen  dadurch  erhöhen, 
dafs  man  das  Intervall  der  Potentialwerte  halb  so  grofs  macht,  d.  h. 
wiU  man  die  Reihe 

t» 0  —  —  —   —   —  ^ 

f.  "?    2  9    2  9    2  9    2?    8'    8' 

ZU  Grunde  l^en,  so  hat  man  als  Entfernungen  zu  wählen 

2w   2m   2m   2m   2m 

^  ~  T>  T^  T>  ~T>  ~f'  '  * ' 
wobei  ~  =  Y  =  ^iBi  ist. 

Man  erhält  diese  Radien,  indem  man  die  Lote  in  den  Halbierungs- 
punkten der  Strecken  OA^I A^A^y  A^A^y  A^A^  u.  s.  w.  einschaltet. 

20)  Diagramme  für  verschiedene  Massen.  In  Figur  11 
sind  um  0,  wo  sich  die  Masse  m  befindet,  koncentrische  Kreise  ge- 
schlagen, an  deren  Stelle  Kugeln  zu  denken  sind. .  Die  Radien  sind 
der  Figur  10  entnommen,  der  gröfste  ist  gleich  A^B^y  der  folgende 
gleich  A^B^y  der  drittie  gleich  A^B^  u.  s.  w.  Es  handelt  sich  also 
um  die  Radien 


Die  Gravitationskurve  y  ss  —  und  der  Poienüalbegrift. 
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m  m   m   m 


denen  die  Potentialwerte 


F  = 


m 


7  =  1,2,3,4-. 


Flg.  11. 


entsprechen,  so  dafs  die  Potentialdifferenzen  von  Kreis  zu  Kreis 
konstant  gleich  1  sind.  Es  kostet  die  Arbeit  1  um  die  Masse  1  Ton 
A    aus    ins    Unendliche     zu 


bringen,  die  Arbeit  1^  die 
Masse  1  yon'-  B  nach  A  zu 
bringen,  ebenso  viel  Arbeit  ist 
notig,  sie  von  C  nach  B  zu 
bringen  u.  s.  w. 

In  Figur  12  ist  dasselbe 
für  eine  halb  so  grofse  Masse 
m^  in  Ol  durchgeführt,  A^jB^, 
C^y  Dl,  El,  ...  entsprechen 
den  Radien 

Wj     fW,     Wi     Wj 

^  1'  2  '  8  '  4  ' 

was  die  Potentialwerte  F^  =  —  =  1,  2,  3,  4,  . 

Setzt   man   in  einer  weiteren  Figur   O^A^ 
das  Diagramm  für  die  Masse  1. 


Flg.  11 


.  .  giebt. 

=  1,    so  erhält  man 
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Am  zweckmäfsigsten  ist  es,  die  Quadratseite  OA^  der 
Figur  10  gleich  einem  Centimeter  zu  machen,  was  den  Ein- 
heiten des  Centimeter-,  Gramm-,  Sekunden-Systems  ent- 
sprechen würde. 

Solche  Diagramme  werden  später  bei  den  Mehrpunktproblemen 
zu  wichtiger  Anwendung  gelangen. 

21)  Arbeit  bei  beliebigen  Wegen  im  Räume.  Um  die 
Masse  1  von  Ä  nach  B  zu  schaffen,  ist  die  Arbeit 


Pig.  18.  =  m 

r        r. 


0<r^ 


(^-k) 


nötig.  Um  sie  von  B  nach  D  zu 
schaffen,  ist  die  Arbeit  Null  nötig. 
Ebenso  ist  von  Ä  nach  C  die  Arbeit 
NuU,  von  C  nach  D  die  Arbeit 


m 


e-i) 


nötig.  Die  kleinen  Wege  ABB  und  ACB  erfordern  also  dieselbe 
Arbeit.  Ebenso  viel  Arbeit  erfordert  der  Weg  ADj  den  man  in  be- 
liebig viele  Wege  der  vorigen  Art  zerlegen  kann.  Allerdings  ist 
AD  >  AB,  dafür  ist  aber  in  AB  nur  die  durch  Projektion  ent- 
stehende Komponente  des  Widerstands  zu  überwinden.  Ist  der  kleine 
Weg  AB  =  iv,  der  mittlere  Widerstand  gleich  p,  so  ist  die  Arbeit 
gleich  pw,     Ist  Winkel  BAB  =  a,  so  ist  der  kleine  Weg 

AB  = =  w. , 

coß  a  ^ ' 

der  mittlere  Widerstand  (pcosa)=|)i,  die  Arbeit  also 

Pi^i  =  0  cos  a)  (^)  =  pw, 

d.  h.  ebenso  grofs,  wie  vorher.  Es  ist  also  vollständig  gleichgültig, 
auf  welchem   Wege  man   die  Masseneinheit  aus   einer  Entfernung  r 

in  unendliche  Entfernung  versetzt,  stets  ist  die  Arbeit  gleich  -, 
wenn  m  die  anziehende  Masse  ist. 

Wird  der  Weg  auf  der  X-Achse  gemacht,  so  ist  das  Arbeiis- 
diagramm  durch  die  Gravitationskurve  dargestellt  und  hat  den  Inhalt 

—  •     Wird  er  auf  beliebiger  ebener  Kurve  gemacht,  wobei  an  jeder 

Stelle  auf  das  obige  pcosa  zu  achten  ist,  so  kann  man  in  den 
Kurvenpunkten    entsprechende   Lote   auf  die   Ebene   aufsetzen.     Das 

Arbeitsdiagramm   hat   dann   wieder    den   Inhalt  — ,   nur  mufs,  wenn 

die   Bewegung    stellenweise    rückläufig    ist,    das   Widerstandslot   als 
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negativ  nach  unten  gerichtet  sein.  Die  Flache  ist  an  solchen  Stellen 
ebenfalls  als  negativ  aufzufassen. 

Bemerkung.  Aus  dieser  Unabhängigkeit  von  der  Wegrichtung 
labt  sich  ein  sehr  wichtiger  Schlufs  ziehen.  Befindet  sich  die  von 
mehreren  z.  B.  von  drei  Massen  m^^  m^^  m,  angezogene  Masseneinheit 
in  Pj  und  bewegt  man  die  letztere  auf  beliebigem  ebenen  Wege  bis 

in  unendliche  Entfernung,   so   ist  der  Arbeitsbedarf  ^*  -|-  ^  -|-  —  . 

Die  drei  Diagramme  sind  nämlich  einfach  zu  addieren,  indem  die  zu 
jeder  Stelle  gehörigen  Lote  PiCosoj,  p^coBcc^  und  ^^scoso,  vereinigt 
werden.      Während    also     bei    der 
Addition    von    Kräften    nach    dem  ^s- 1^- 

Parallelogranmi  die  Richtungen  eine 
Rolle  spielen,  ist  dies  bei  der  Ver- 
einigung von  Potentialwerten  nicht 
der  Fall.  Bei  der  aufserordent- 
lichen  Wichtigkeit  dieses  Satzes 
soll    gelegentlich    der    Behandlung 

der  Mehrpunktprobleme  von  anderem  Gesichtspunkte  aus  ein  weiterer 
Beweis  des  Satzes  F  =  F^  +  ^^2  "H  ^8?  nSLcb.  dem  die  Potentiale 
einfach  algebraisch  zu  summieren  sind,  gegeben  werden.  Auf  die 
darin  liegenden  Rechnungserspamisse  sei  schon  an  dieser  Stelle  hin- 
gedeutet. Insbesondere  darf  man  an  Stelle  des  Diagramms 
einer  beliebigen  Bewegung  stets  das  der  entsprechenden 
radialen  Bewegung  setzen,  was  für  das  sogenannte  Energieprinzip 
welches  oben  nur  in  Bezug  auf  die  Radialbewegung  besprochen 
wurde,  von  Bedeutung  ist. 

Man  denke  sich  die  freie  Masse  z.  B.  auf  einem  beliebigen  ebenen 
Wege  in  unendliche  Entfemimg  geführt.  Der  Weg  mache  wellen- 
förmige Schwankungen,  Windungen,  Rückkehrbewegungen  aUer  Art. 
Die  an  jeder  Stelle  wirkende  Anziehungskraft  werde  auf  die  dortige 
Tangente  der  Bahn  projiziert,  die  Projektion  ist  dort  als  Lot  auf  die 
Ebene  zu  setzen,  nach  oben,  wenn  die  Anziehung  positiv,  nach  unten, 
wenn  sie  negativ  ist.  Ist  m^  die  feste  anziehende,  m^  die  freie  be- 
wegliche  Masse,  so  ist  der  Inhalt  der  gesamten  Diagrammfläche  gleich 

J;!?»3^  also  ebenso  grofs,  als  ob  der  Weg  von  dem  Abstände  r  aus 

auf  geraden  Linien  erfolgt  wäre. 

Geht  der  Weg  nicht  ins  Unendliche,  sondern  bis  zu  einem  Ab- 
stände r^,   so  ist  die  Diagrammfläche  gleich  imiWgl ,  möge 

der  Weg  noch  so  kompliziert  gewählt  sein. 

Darin,  dafs  man  imstande  ist,  den  Inhalt  so  willkürlich  begrenzter 
Diagramme  sofort  anzugeben,   liegt  ein  Vorteil  der  Einführung  des 
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Potentialbegriffs;  der  nicht  hoch  genug  angeschlagen  werden  kann. 
Von  diesem  Gesichtspunkte  aus  scheint  sich  Green  zur  Schöpfung 
der  Potentialtheorie  entschlossen  zu  haben. 

[Vgl.  Green:  An  essay  on  the  application  etc.  Nottingham  1828 
und  Grell.    Journal  39,  44,  47.] 

Eine  weiterer  Vorteil  wird  sich  später  ei^eben. 

22)  Erhaltung  der  Energie  oder  Arbeit.  Die  freie  Masse  m^ 
habe  in  A  eine  beliebige  Geschwindigkeit  v^  erhalten,  sie  bewege  sich 
durch  Anziehung  der  in  M  festgehaltenen  Masse  m^  nach  B,  so  dafs  es 

sich  zunächst  um  die  anziehende  Kraft 

jAp    handelt.      Die    ursprüngliche 
Energie  war  —^ ,  sie  geht,  wenn  der 


fll|Vj 


Körper  nach  B  gelangt,  über  in 

Werden  keine  Nebenarbeiten,  wie 
Reibungsüberwindung  und  dergl.  ge- 
leistet, so  mufs  der  Energieunterschied 

-g g—    genau    der    geleisteten 

Arbeit  entsprechen,  die  durch  das 
Diagramm     Ä  CD  E    veranschaulicht 

ist.    Ihr  Betrag  ist  gleich  Tcm^m^  [—  —  "^l?  d-  ^^  gleich  der  Potential- 
differenz.     Demnach  ist 


oder 


Die  Bewegung  erfolgt  also  derart,  dafs  die  Energiedifferenz 
für  den  Anfang  und  das  Ende  jedes  Weges  gleich  der  ent- 
sprechenden Potentialdifferenz  ist. 

Setzt  man  femer  Vg  variabel  gleich  t;  und  r^  variabel  gleich  r, 
so  folgt 

2  r  2     1  r^ 

Rechts  steht  die  konstante  Anfangsdifferenz  zwischen  Energie  und 
Potential,  links  stehen  veränderliche  Gröfsen.  Trotzdem  besteht 
Gleichheit  beider  Seiten.  Folglich:  Die  Bewegung  erfolgt  so, 
dafs    die    Differenz    zwischen   Energie    und   Potential    stets 


Die  QravitationBknrve  y  ^=^  —^  und  der  Potentialbegrif^  31 

konstant  bleibt.  Also:  T —  ü=^c,  wenn  T  die  Energie,  iJ  das 
Potential  bedeutet. 

Die  Ton  der  Anziehung  geleistete  Arbeit  kommt  als  Energie  zum 
Vorschein,  welche  diese  Arbeit  selbst  wieder  schaffen  kann,  z,  B.  als 
Hebungaarbeit,  wenn  die  Bahn  sich  wieder  nach  auTsen  lenkt.  Bei 
dem  Entfernen  tritt  also  Yerlangsamung  ein. 

Wird  dieselbe  Niveaufläche  mehrfach  passiert,  so  ge- 
schieht es  stets  mit  derselben  Geschwindigkeit. 

Man  bezeichnet  m^—  als  kinetische  Energie.     Entfernt  sich 

der  Körper,  so  setzt  sich  ein  Teil  davon  über  in  potentielle  Energie, 
die  dem  Diagramm  ACDE  entspricht.  Die  potentielle  Energie  ist 
also  aufgesammelte  Hebungsarbeit.  Kommt  der  Körper  wieder  näher 
an  das  Centrum,  so  setzt  sich  potentielle  Energie  in  kinetische  um. 
In  allen  diesen  Beziehungen  liegt  wiederum  der  wichtige  Satz, 
den  man  den  Satz  von  der  Erhaltung  der  Arbeit  nennt.  (Energie, 
Wacht,    auch    wohl    lebendige   Kraft;,    sind   Bezeichnungen    fiir    den 

Ausdruck  Wy-l    Setzt  man  das  Potential  gleich  —  ^-^^  so  geht  der 

Satz  in  die  gebräuchlichere  Form  T  +  D"  =  c  über. 

23)  Ein  kosmisches  Beispiel.  Die  mittlere  Entfernung 
der  Erde  Ton  der  Sonne  betrage  rund  20500000  Meilen,  die 
mittlere  Geschwindigkeit  30000  m.  Wie  grofs  ist  die 
Erdgeschwindigkeit  in  den  verschiedenen  Entfernungen  von 
der  Sonne? 

Aus  obiger  Gleichung  folgt 


«  =  ]Ar+2*m,(i-l)  =  |/.:  + 


^km^iXi  — ^) 


rr^ 


Jctfi 
Nun  war  für  die  Sonne  in  Nr.  7  gefunden  — ^^  =  272,  also  ist 

hm^  =  272  .  Q^  «=  272  •  (95  000  •  7500)^,   denn  der  Sonnenradius  hat 
95000  Meilen  Länge.     Setzt  man  die  Werte  ein,  so  folgt 


-1  A  \q8    I    2  •  272  ■  (96Ö00  ■  7600)»  (20600000  •  7500  —  r) 

V  —   |/  y  •  lU    -|  20600000  ■  7500'^ 

Für  die  Sonnennähe  z.  B.  ist  r  =  ^-^  20  000  000  Meüen,  also  wird 


t/q      ^  i^g     ,     Sj  272  •  (OriOOO»  7500)»  (20500000  —  20000000)7500  ^ 

V  «^  •    ""-U     -|-  "»0500  000.20000  000.7500» 


Es  folgt  30  750  m  Geschwindigkeit.  Man  kann  diesen  besonderen 
Wert  leicht  mittels  des  Kepler  sehen  Flächensatzes  prüfen,  nach 
dem  die  verschiedenen  Geschwindigkeiten  für  gleiche  Zeiträume  gleiche 
Sektoren  geben,  so  dafs  die  Geschwindigkeiten  umgekehrt  proportional 
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!  dem  vom  Sonnenmittelpunkte  auf  die  Tangente  der  Bahn  (im  Orte 

I  des   Planeten)    gefällten   Lote   sind.  —  Ebenso   findet   man    die  Ge- 

schwindigkeit für  die  Sonnenferne  und  fiir  jede  beliebige  Stelle  der 
Bahn. 

Aus  dieser  Veränderlichkeit  der  Geschwindigkeiten  und  Ent- 
fernungen ergiebt  sich,  dafs  einer  vollen  Umdrehung  der  Erde  um  ihre 
Achse  (Sterntag)  verschiedene  Wege  entsprechen,  ferner  ist  klar,  dafs 
auch  gleiche  Wege  in  der  Sonnennähe  stärker  auf  den  Unterschied 
zwischen  Stern-  und  Sonnentag  einwirken,  als  in  der  Sonnenfeme. 
Der  Unterschied  ist  ein  Maximum  in  der  Sonnennähe,  ein  Minimum 
in  der  Sonnenfeme.  Die  Sonnentage  sind  also  länger  in  der  Sonnen- 
nähe, als  in  der  Sonnenfeme.  So  ergiebt  sich  die  Notwendigkeit, 
die  Uhren  von  Tag  zu  Tag  zu  korrigieren,  oder  eine  mittlere  Zeit 
einzufahren.  Dabei  ist  der  Unterschied  zwischen  mittlerer  und 
wahrer  Zeit  die  sogenannte  Zeitgleichung.  Man  denkt  sich  dabei 
im  Laufe  des  Jahres  neben  der  wirklichen  Sonne  eine  hypothetisch 
angenommene  mittlere  Sonne  am  Himmel  sich  scheinbar  bewegend. 
Durch  Summierung  der  Unterschiede  von  Tag  zu  Tag  steigt  die 
ZeitdiflFerenz  der  Kulminationen  beider  Sonnen  bis  auf  17  Minuten, 
um  dann  wieder  abzunehmen.  (Vgl.  Dr.  Wislicenus:  Astronomische 
Chronologie.  Leipzig  bei  Teubner  1895.)  Unter  Sekunde  im  bürger- 
lichen Sinne  hat  man  den  86  400*®'*  Teil  des  mittleren  Sonnentags 
zu  verstehen.  Die  Definition  der  Zeiteinheit  ist  also  nicht  allzuleicht 
zu  geben.     Im  Gmnde  hat  sie  nur  eine  vorübergehende  Geltung,  da 

die  Dauer  der  Erdumdrehung  seit  Hipparch  um  etwa  ~  Sekunde  zu- 
genommen hat  und  auch  die  Dauer  des  Jahres  nicht  ohne  Schwan- 
kungen ist. 
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Anziehung  der  homogenen  Kugelschale,  der  Voll- 

kngel  und  der  Hohlkugel. 


24)  Vorbemerkung.  Die  Schwierigkeit  der  Anziehungsprobleme 
Air  beliebig  gestaltete  Körper  liegt  darin,  dafs  jedes  Massenteilchen 
des  einen  anziehend  auf  jedes  Teilchen  des  anderen  einwirkt,  so  dafs 
es  sich  um  unendlich  viele  Einzelkräfte  von  verschiedener  Gröfse  und 
Richtung  handelt.  Die  Aufgabe,  die  Resultante  und  das  etwa  auf- 
tretende Eräftepaar  zu  finden,  ist  bisher  auch  mit  höheren  Hilfs- 
mitteln nur  in  verhaltnismäfsig  einfachen  Fällen  gelungen.  Man  macht 
dabei  gewisse  vereinfachende  Annahmen.  Um  zunächst  von  dem  Ein- 
flüsse absehen  zu  können,  den  die  Teilchen  jedes  einzelnen  Körpers 
aufeinander  ausüben,  wird  dieser  als  starr  betrachtet.  Aufserdem 
nimmt  man  an,  dafs  die  Massen  Verteilung  eine  homogene  sei, 
d.  h.  dafs  der  Körper  überall  dieselbe  Dichte  habe,  oder  man  macht 
wenigstens  die  Massenverteilung  zu  einer  gesetzmäfsigen,  man  läfst 
z.  B.  bei  einer  Kugel  die  Dichte  nach  dem  Mittelpunkte  hin  regel- 
mafsig  zunehmen.  Wir  werden  häufig  die  Dichte  gleich  eins  setzen, 
so  dafs  die  Inhaltsformel  zugleich  die  Masse  angiebt. 

Unsere  erste  Aufgabe  soll  darin  bestehen,  zu  beweisen,  dafs  eine 
homogen  mit  Masse  belegte  Kugelschale,  ebenso  eine  homogene  oder 
aus  homogenen  koncentrischen  Schichten  bestehende  Kugel  oder  eine 
entsprechende  koncentrische  Hohlkugel,  jeden  aufserhalb  liegenden 
Punkt  80  anzieht,  als  ob  ihre  Masse  im  Mittelpunkte  vereinigt  wäre. 

25)  Anziehung  der  homogenen  Kugelschale  auf  einen 
äufseren  Massenpunkt. 

Die  6ravitationskonstante  Tc  sei  gleich  eins,  der  angezogene 
Punkt  P  habe  die  Masse  1  und  sei  um  PM  =  e  vom  Mittelpunkte 
entfernt,  Fig.  16.  Jede  Einheit  der  Kugeloberfläche  werde  mit  der 
Masse  1    belegt.     AB  sei    ein  Plächenteilchen   von   der  Fläche  und 

Holamflller,  Ing.- Math,  n ,  Potontialtheorie.  3 
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Masse  f.    Ist  es  um  q  von  P  entfernt,  so  übt  es  auf  diesen  Massen- 

f 
punkt    die  Anziehung    —  aus.     Da   aber   aus   Symmetriegründen   die 

Resultante  aller  einzelnen 
^^^'  ^^'  Anziehungen  in  die  Rich- 

tung PM  fallen  mufs,  so 

f 
braucht  man  statt  -,  nur 

die  wirksame  Komponente 

-^  cos  %•  zu  untersuchen. 

Diese  soll  zur  Er- 
leichterung der  Summie- 
rung in  anderer  Form 
geschrieben  werden ,  und 
zwar  mit  Hilfe  der  Polare 
(Berührungssehne)  NQ 
von    P.      Für   diese   ist    bekanntlich   (Method.  Lehrbuch  11,  Nr.  74) 

MQ  :  MD  =  MD  :  MP  oder  MQ:r  =  r:e,  d.  h.  3IQ  =  -  •    Daraus 

folgt,  dafs  AMQCr^AMCPy  denn  MQ:MC=MC:MP,  und 
Winkel   y   ist   beiden   Dreiecken   gemeinsam.      Aus   der   Ähnlichkeit 

aber  folgt  l:r  =  q  :  e,   so   dafs  q  =  —  ist.     Demnach  kann  die  er- 

fr* 
wähnte  Anziehungskomponente  auch  als  ^jj^cosd'  geschrieben  werden. 

Die  Summe  der  Anziehungen  sämtlicher  Flächenteüchen,  d.  h.  die 

•  /^T  f^         /*C08  S"  fCOB  '^ 

Resultante,  ist  demnach  27^  cos -ö*  oder  -^2]—^ —    Hier  kann      ,, 

in  einfacher  Weise  gedeutet  werden.  Aus  dem  Flächenteilchen  /*,  das 
als  kreisrund  angenommen  werden  darf,  und  dem  Punkte  Q  läfst  sich 
ein  Kegel  herstellen,  dessen  Mittellinie  l  mit  r  den  Winkel  0*  bildet 
(Ähnlichkeit  der  Dreiecke).  Jeder  Normalschnitt  dieses  Kegels  bildet 
also  mit  der  Ebene  f  ebenfalls  den  Winkel  d:  Denkt  man  sich  um  Q 
eine  Kugel  vom  Radius  1  gelegt,  so  schneidet  diese  den  Kegel  in 
einer  Fläche,  die  seinem  Normalschnitte  fcosd'  ähnlich  ist,  während 

1  .  fCOBid" 

ihr  Inhalt  das  =j  fache,  also  gleich   — y, —  ist.     Denkt  man  sich  nun 

sämtliche  Kegelgrundflächen  f  auf  diese  Einheitskugel  projiziert,  so 
ergiebt    sich   als  Summe   der  Projektionen  deren  Oberfläche  4  •  l^:r. 


und    demnach   ist   -,£ 


V 


Dies    ist    die    gesuchte    Re- 
sultante. 

Nun  ist  aber  nach  der  gemachten  Annahme  4r*;r  die  Massen- 
belegung der  Kugelschale.    Diese  wirkt  also  auf  P  genau  ebenso,  als 
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ob  dieselbe  Masse  4  r-;r  im  Punkte  M  koncentriert  wäre.     Demnach 
ergiebt  sich  der  Satz: 

Die  homogene  Kugelschale  zieht  einen  aufserhalb 
liegenden  Punkt  so  an,  als  ob  ihre  ganze  Masse  im  Mittel- 
punkte koncentriert  wäre. 

Beiläufig  sei  folgendes  bemerkt.  Zu  jedem  Flächenteilchen  f^ 
der  Kugelschale  gehört  in  Bezug  auf  Q  ein  Antipodenteilchen  f^^ 
Fig.   17.       Sind    /i 


und 


klein 


Fig.  17. 


^  Kiem  ge- 
nug angenommen, 
Bo  darf  man  beide  als 
ähnlich  betrachten, 
was  sich  z.  B.  bei 
der  Kreiqform  von 
selbst  ergiebt.  (Die 
Mittellinien  l^  und 
/g  bilden  mit  den 
Ebenen  von  f^  und  f^ 
gleiche  Winkel,  also 
handelt  es  sich  um 
ßegenschnitte  des 
Doppelkegels.)  Dem-^ 

nach  gilt  die  Proportion  f^'-U^^A'-^X-  ^^  ferner  die  Mittellinien 
mit  den  zugehörigen  Radien  gleiche  Winkel  %"  bilden,  so  bilden  auch 
die  mit  q^  und  q^  zusammenfallenden  Anziehungskräfte  mit  PJf 
gleiche  Winkel  %:     Nach    dejm  Früheren   sind  aber  die  Anziehungs- 

komponenten  von  f^  und  f^  gleich   -^  cos 'S*  bezw.   -|~5Cö9^*     Beide 

c*/;  c  7; 

=  ^  ist.    Je  zwei  in  Bezug  auf  Q  zusammen- 

1  ^2 

gehörige  Antipodenteilchen  /"^  und  /jj  wirken  somit  auf  P  gleich  stark, 
*  und  die  Resultante  ihrer  Anziehungen  fällt  in  die  Richtung  PM, 

Weil  dies  aber  an  jeder  Stelle  stattfindet,  so  gilt  es  auch  von 
jedem  beliebig  gestalteten  Stücke  der  Kugelschale  und  dem  zugehörigen 
Antipodenteile  in  Bezug  auf  den  Polarpunkt  Q,  So  zieht  z.  B.  derrechts 
vom  Schnitte  j&TjJSTa  liegende  Teil  der  Kugelschale  den  Massen- 
punkt P  ebenso  stark  an  wie  der  links  davon  liegende  Teil; 
überhaupt  gilt  das  Behauptete  von  jedem  Kalottenpaare,  das 
durch  einen  durch  Q  gelegten  Schnitt  entsteht.  Liegt  P  sehr 
nahe  an  der  Schale,  so  ist  die  von  den  Tangenten  bestimmte  Kalotte 
eine  kleine  Scheibe,  die  als  eben  aufgefafst  werden  kann,  und 
auf  deren  Achse  der  Punkt  P  liegt.    Auch  sie  zieht  an  mit  der 

3* 


f 

stinunen  überein,  weil  ~ 
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Kraft 


2 


4r*Ä 


also  da  jetzt  e  =  r  gesetzt  werden  kann,   mit  der 


Kraft  2x  Dies  gilt  von  jeder  ebenen  Scheibe,  sobald  der  angezogene 
Punkt  nahe  daran  liegt.  Da  aber  die  Gröfse  von  r  dabei  gleichgültig 
ist,  gilt  das  Resultat  auch  von  der  Ebene,  d.  h.  fflr  r  ==  oo. 
Nun  ist  aber  jede  endliche  Entfernung  l  unendlich  klein  gegen  r  =  oo, 
also  gilt  es  von  jeder  Entfernung  2.  Die  Anziehung  der  Ebene 
ist  in  jeder  Entfernung  gleich  27cd,  wenn  ö  die  Dichte  der 
Massenbelegung  ist.    Später  soll  dies  durch  Rechnung  bestätigt  werden. 

26)  Das  Gesamtergebnis  gestattet  nun  folgenden  Schlufs: 
Besteht  eine  Vollkugel  oder  Hohlkugel  aus  homogenen 

koncentrischen  Schichten,  so  wirkt  sie  auf  einen  aufserhalb 
liegenden  Massenpunkt  ebenso,  als  ob  ihre  ganze  Masse  im 
Mittelpunkte  M  vereinigt  wäre. 

27)  Anziehung  der  homogenen  Kugelschale  auf  einen  im 
Innern  liegenden  Massenpunkt. 

Ist  in  Figur  11  Q  der  beliebig  im  Innern  liegende  Massenpunkt, 
so  gehört  in  Bezug  auf  ihn  zu  jedem  Flächenteilchen  f^  ein  ähnliches 

f 
Antipodenteilchen  f^.     Das  eine  zieht  ihn  an  mit  der  Kraft  ^,   das 

andere  mit  der  Kraft  ^-     Beide  Knlfte  sind  nach  obigem  gleich  und 

entgegengesetzt,  heben  sich  also  gegenseitig  auf.  Da  dies  überall 
auf  der  Kugeloberfläche  geschieht,   so  ist  ihre  Gesamtwirkung  auf  Q 

gleich  Null.    Jede  homogene  Kugel- 
Fig.  18.  schale     übt     also     auf    jeden     im 

Innern  liegenden  Massenpunkt  die 
Anziehung  Null  aus.  Das  Gleiche 
gilt  von  jeder  aus  homogenen  kon- 
centrischen Schichten  bestehenden  Hohl- 
kugel. 
•ft  Der    Massenpunkt    Q    in    Fig.    18 

wird  durch  die  beiden  vom  Schnitte  ^B 
b^renzten  Kalotten  gleich  stark  an> 
gezogen,  auch  wenn  Q  unendlich  nahe 
am  Rande  liegt.    Dann  zieht  die  kleine 

Scheibe  JLJ?  nach  obigem  mit  der  Kraft 
2;r  an,  also  der  Rest  der  Kugel  mit  der  Kraft  — 2^. 

Man   achte   also   auf  folgendes.     Rückt  Q^    von   auTsen   an    die 

Kugelschale,  so  wird  bei  unendlicher  Annäherung  die  Anziehung  —  - 
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zu  4ä.  Davon  liommt;  die  Hälfte  auf  die  unendlich  kleine  Scheibe  AB. 
Jetzt  rücke  Qi  ins  Innere.  Dort  ist  die  Anziehung  gleich  Null,  so 
dafs  eine  plötzliche  Änderung  um  4x  stattfindet.  Diese  klärt 
sich  dadurch  auf,  dafs  die  kleine  Scheibe  AB  bei  der  Aulsenlf^e 
von  Q  den  Betrag  2x  der  Anziehung  gab,  bei  der  Innenlage  den 
gleichen  Betr^,  aber  in  entgegengesetzter  Richtung,  so  dafs  der 
Unterschied  gleich 

2x  —  (—2n)  =  in 
werden  mufs. 

Denkt  man  sich  in  der  Kugelsehale  eine  endliche,  wenn  auch 
kleine  Oönung,  so  dafs  die  Scheibe  AB  fehlt,  so  würde  in  der  L^e 
des  Passierens  der  Peripherie  die  Anziehung  gleich  2  t  sein,  und  un- 
mittelbar rechts  und  links  davon  ebenfalls,  weil  eben  die  kleine  Kreia- 
scheibe  fehlt.  Dann  also  würde  der  Übei^ng  ohne  Sprung  erfolgen. 
Die  Anziehung  würde  von  Ax  allmählich  auf  2x  und  dann  allmählich 
auf  0  gehen. 

(Beim  Passieren  von  anders  gestalteten  Flächen  tritt  ebenfalls 
ein  Sprung  um  4x  ein,  was  fiir  die  Potentialtheorie  von  grofser 
Wichtigkeit  ist.) 

Ist  die  Kugel  unendlich  grofs,  so  giebt  jede  Kalotte  der  nahe  an  der 
Fläche  li^^nden  Masseneinheit  wiederum  die  Anziehung  2x.  Die  eine 
ist  aber  eine  Ebene,  so  dafs  sich  das  obige  Resultat  bestätigt.  Die  andere 
kann  als  eine  in  unendlicher  Entfernung  befindliche  Ebene  aufgefafst 
werden,  sie  giebt  ebenfalls  2x,  was,  wie  sich  zeigen  wird,  mit  dem  kon- 
stanten Charakter  der  Anziehung  einer  homogenen  Ebene  harmoniert. 
Dieselbe  Bemerkung  läTst  sich  für  die  Aufsenlage  von  Q  machen. 

2«)  Folgerung  für  das  Innere  der  homogenen  koncen- 
trischen  Kugel.  In  einem  kleinen  Hohl- 
räume bei  Q,  Fig.  19,  befinde  sich  ein 
Massenpnnkt.  Man  denke  sich  durch  diesen 
eine  koncentrisehe  Kugelfläche  gelegt.  Die 
äufsere  Hohlkugel  übt  auf  den  Massenpunkt 
die  Wirkung  Null  aus,  folglieh  zieht  nur 
noch  der  innere  Kern  an.  An  der  Ober- 
fläche der  ganzen  Kugel  ist  die  Anziehung 
proportional  ihrer  Masse  -^r^x  und  um- 
gekehrt proportional  dem  Quadrate  des  Radius, 
also  ist  sie  in  Wirklichkeit  proportional  dem 

jr'if       ^  t  .  . 

Ausdrucke  — j— ^  y^r,  oder,  da  g^«  konstant  ist,  proportional  dem 

Radius   r.     Für    den    innem    Kern   handelt   es   sich   ebenso    um   r^. 
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Fig.  20. 


772/- 


e 


Folglich:  Die  Anziehung  einer  homogenen  Kugel  auf  einen 
im  Innern  befindlichen  Punkt  ist  proportional  seinem  Ab- 
stände vom  Mittelpunkte.  In  diesem  selbst  ist  die  Anziehung 
gleich  Null. 

29)  Gegenseitige  Anziehung  zweier  Kugeln.     Ziehen  sich 
zwei  Kugeln  gegenseitig  an  und  sind  ihre  Massen  m^  und  m^,  Fig.  20, 

so  hat  man  sich  diese  in  ihren  Mittel- 
punkten koncentriert  zu  denken.  Die 
Gröfse  der  Anziehung  ist,  wenn  r  den 
Abstand  der  beiden  Mittelpunkte  bedeutet, 

proportional   dem    Ausdrucke      \* ,   der 

ganz  dem  bei  den  Massenpunkten  ent- 
wickelten entspricht.  Die  erste  Kugel 
wird  von  der  zweiten  genau  ebenso  stark  angezogen,  wie  die  zweite 
von  der  ersten;  es  verlangt  genau  ebensoviel  Arbeit,  die  kleinere  von 
der  gröfseren  zu  entfernen,  wie  umgekehrt  die  gröfsere  von  der  fest 
gedachten  kleineren.  Was  von  gegenseitigen  Anziehungen  gilt,  gilt 
ebenso  von  gegenseitigen  Abstofsungen.    (Man  denke  an  ungleichartige 

und  gleichartige  Elektrizitäten.) 

Mit  Hilfe  der  ermittelten  Ergebnisse 
läfst  sich  schon  eine  grofse  Menge  von 
Problemen  der  sogenannten  Potential- 
theorie und  der  kosmischen  Physik  lösen. 

30)  Aufgabe.  Bis  zum  Mittel- 
punkte des  homogen  und  feststehend 
gedachten  Erdkörpers  reiche  ein 
Schacht.  In  diesem  soll  ein  Körper 
von  der  Masse  w  vom  Mittelpunkte 
aus  bis  zur  Oberfläche  gehoben 
werden.  Die  Hebung  soll  dann  bis 
ins  Unendliche  fortgesetzt  werden. 
Diedazu  nötige  Arbeit  sollgraphisch 
dargestellt  und  berechnet  werden. 

Auflösung.  Der  Körper  hat  an  der 
Erdoberfläche  das  Gewicht  p  =  mg^  und 
diese  Kraft  werde  dargestellt  durch  eine 
beliebig  lange  Gerade  ÄA^.  Nach  dem 
Mittelpunkte  hin  nimmt  diese  Anziehungs- 
kraft regelmäfsig  bis  zum  Werte  Null  ab.  Das  Arbeitsdiagramm  fQr  die 
Hebung  von  üf  bis  A  ist  demnach  das  schraffierte  Dreieck  MAA^,  Fig.  21» 
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Wird  nun  die  Hebung  nach  aufsen  fortgesetzt,  so  handelt  es 
sich  um  das  von  der  Gravitationskurve  y  =  ^  begrenzte  Diagramm. 

Ganz  dasselbe  Diagramm  würde  entstehen,  wenn  man  sich  den 
kleinen  Körper  in  M  feststehend  denkt  und  die  Erde  von  ihm  bis 
ins  Unendliche  entfernt.  Für  jeden  der  beiden  Fälle  stellt  das  Dia- 
gramm die  Hebungsarbeit  dar. 

Diese  Hebungsarbeit  soll  jetzt  berechnet  werden.  Wiegt  der 
Körper  an  der  Erdoberfläche  p  Tonnen,  so  ist  für  das  Diagramm- 
dreieck MAA^  die  mittlere  Anziehung  nur  halb  so  grofs,  also  wird 
die  Arbeit,  wenn  der  Erdradius  zu  860  Meilen  oder  860  •  7500  m  an- 
genommen wird,  gleich  -^  •  860  •  7500  oder  p  •  3  225  000  Metertonnen. 
Die  Hebung  von  r^  bis  r^  erfordert  nach  Nr.  17,  da  an  Stelle  der  An- 
ziehung -g  die  Anziehung  ^^,  also  j?r*  an  Stelle  von  m  tritt,  die  Arbeit: 


H<-^)' 


wobei  p  =  AAi  zu  setzen  ist. 

Am   einfachsten  wird  die  Formel  für  r^  =  cx),  denn   dann  wird 


QO 

F 


r, 


So  ist  z.  B. 

F=^  =  pr=p    860'  7500  =  p  •  6450000 mt 

die  Arbeit  in  Metertonnen,  die  nötig  ist,  um  den  Körper  von  A  bis 
in  unendliche  Höhe  zu  heben.  Die  Hebungsarbeit  von  B  bis  ins  Un- 
endliche beträgt 

F=^^^  =  ^  860.  7500  =  «■  3225 000 mt, 

die  von  C  bis  (x>  beträgt 

J'  =  ^*  =  ^  =  f-  860  ■  7500  =  p2  150  000  mt. 

3^  3r  3  3 

Die  Hebung  von  A  bis  B  erfordert  p  (6  450  000  —  3  225  000) 
=  j? .  3  225  000 mt,  die  von  A  bis  C  erfordert  p  (6450000  —  2 150000) 
=l?-4300000mt,  die  von  M  bis  ins  Unendliche  erfordert  i? (3 225 000 
+  6450000)  =i? .  9675000mt. 

Man  achte  für  die  Stellen  A^BjC ...  auf  das  Verhältnis  1 :  y :  y  — 

31)  Aiifgabe.  Mit  welcher  Geschwindigkeit  müfste  (ab- 
gesehen vom  Luftwiderstande)  ein  Geschofs  in  senkrechter 
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Richtung  abgeschossen  werden,  um  von  A  aus  bis  B  oder  C 
oder  bis  zu  unendlicher  Höhe  zu  fliegen? 
AuflöBting.     Man  setze  die  Energie 

ü^  =  /=m^  3225000, 

dann  folgt  als  Abschufsgesch windigkeit  für  die  Strecke  AB 


V  =  y2.  9,81.  3  225  000  =  7954,6  m. 
Für  die  Strecke  AC  handelt  es  sich  um 


V  =  yT^,81  .  4  300  000  =  9185,2  m, 
für  die  Strecke  Aoo  um 

v  =1/2.  9,81 -6450000  =  11  250m. 

Es  ist  also  eine  verhaltnismäXsig  nur  geringe  Geschwindigkeit, 
die  den  Körper  ins  Unendliche  hinausschleudert. 

Umgekehrt  würde  die  Geschwindigkeit  11250  m  die  gröfste  sein, 
die  durch  die  Anziehung  der  Erde  allein  einem  auf  ihre  Oberfläche 
fallenden  Meteorsteine  verliehen  werden  könnte.  Wiegt  er  an  der 
Erdoberfläche  1  kg,  so  giebt  ihm  jene  Geschwindigkeit  eine  Energie 

von  9^1  •  11  250*=  '>->  6  450  000  mkg.  Angenommen,  diese  setze  sich 
in  wkrme  um,  so  handelt  es  sich  um  5-^^  =  15  177  W.-E.  Selbst- 
verständlich wird  nur  ein  Teil  der  Arbeit  sich  in  Wärme  umsetzen 
und  den  Stein  und  seine  Umgebung  erhitzen. 

Soll  eine  noch  gröfsere  Geschwindigkeit  erreicht  werden,  so 
müfste  der  Körper  mittels  eines  Schachtes  ins  Innere  der  Erde  fallen. 
Dies  giebt  13  778  m  als  denkbar  gröfsten  Wert. 

Ebenso  leicht  ist  es,  die  Endgeschwindigkeit  zu  berechnen,  wenn 
der  Stein   aus  endlicher  Höhe  herabfällt.     Ist  A  das  entsprechende 

T  /2  A 

Arbeitsdiagramm,  so  folgt  als  Endgeschwindigkeit  v  =  y Dies 

ist  zugleich  die  Formel  für  die  entsprechende  Abschuisgeschwindigkeit. 
Dafs  man  mit  noch  geringerer  als  der  oben  berechneten  Abschuis- 
geschwindigkeit einen  Körper  horizontal  so  fortschleudern  kann,  dafs 
er  nicht  zur  Erde  zurückkehrt,  wird  sich  sofort  ergeben. 

32)  Der  Fall  eines  Körpers  in  den  Schacht  der  homogenen 
Erde.  Fällt  der  Körper  von  A  bis  JBT,  Fig.  22,  so  ist  die  Anziehungs- 
arbeit, wie  sich  aus  dem  trapezförmigen  Diagramm  ergiebt: 

(r  —    x^         r  ^  p    r^  —  x*  ^p    a*^mga^ 
V        -^J       2  2  '       r  2  '  r  2r' 
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die  zugehörige  Endgeschwindigkeit  [nach  ?^  =  ^  — j 

Projiziert  man  diese  Geschwindigkeit  auf  den  Kreisumfang  bei  X, 
so  hat  man  dort  die  Geschwindigkeit 

^         ainy  a'  ^         a      V    r         rif? 

i  h.  eine  konstante^  von  x  unabhängige  Randgeschwindigkeit.  Fragt 
man  sich  aber,  mit  welcher  Geschwindigkeit  eine  Kugel  bei  Ä 
wagerecht  abgeschossen  werden  müfste,  damit  das  Bestreben,  sich  von 


der  Erde  zu  entfernen,  in  jedem  Augenblicke  durch  die  Fallbewegung 
gerade  aufgehoben  würde  (so  dafs  gewissermafsen  die  Kugel  einen 
die  Erde   umkreisenden  Mond   geben   würde),   so    findet   man  durch 

Gleichsetzung  der  Centrifugal-  und  der  Anziehungs;kraft =  mg , 

oder  V  =ygr  =)/9,81  •  860  •  75ÖÖ  =  7954,6  m,  was  mit  dem  soeben 
Gefundenen  übereinstimmt.  Folglich  ist  die  unter  den  gemachten 
Voraussetzungen  vor  sich  gehende  Fallbewegung  die  Projektion  einer 
regelmäfsigen  Kreisbewegung,  die  auf  dem  gröfsten  Kugelkreise  mit 
der  berechneten  Geschwindigkeit  stattfindet,  Fig.  23.  Der  Mittel- 
punkt M  wird  also  mit  dieser  Geschwindigkeit  erreicht,  und  die  Fall- 
dauer ist  gleich  der  der  entsprechenden  Quadrantenbewegung,  nämlich 


, rar rn    ^l/^ « -i/seo  •  7500 


1266  Sek. 


Geht  der  Schacht  durch  die  Erde  hindurch,  so  beginnt  bei  M 
das  verlangsamte  Aufsteigen  nach  Z  hin,  das  dieselbe  Zeit  beansprucht. 
Es  handelt  sich  also  um  die  bekannte  Sinus-versus-Bewegung,  eine 
besondere  Art  von  Pendelbewegung,  die  sich,  Luftleere  vorausgesetzt. 
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bis  ins  Unendliclie  wiederholt.  (Vgl.  Bewegung  des  Kolbens  im 
Dampfcylinder.) 

Giebt   man   dem  Körper   beim  Beginne  des  Falles  eine  Seiten- 
geschwindigkeit von  '^j^m,  so  würde  er  sich,  wenn  ein  entsprechend 

gekrümmter  Schacht  vorhanden  wäre,  in  einer  Ellipse  bewegen,  die 
jede  der  parallelen  Halbsehnen  halbiert.     Statt  2   kann  man  auch  n 

setzen.     Dann  wird  —  von  jeder  Halbsehne   abgeschnitten.     Dies  ist 

ein  in  der  Mechanik  häufig  behandeltes  Problem,  bei  dem  die  Ellipsen- 
bewegung wiederum  nur  Projektion  der  Kreisbewegung  ist.  Es 
handelt  sich  dabei  um  die  Centralbewegung,  bei  der  die  An- 
ziehung umgekehrt  proportional  der  Entfernung  ist.  Sie 
läfst  sich  aus  der  Bewegung  des  Kreispendels  elementar  ableiten. 
Kleine  Schwingungen  des  ebenen  Pendels  sind  nichts  anderes,  als 
Projektionen   der  Bewegung    des   Kreispendels   auf  den  Durchmesser. 


Wird    dem    Körper    die    Seitengeschwindigkeit   -^röö~  =  ^^  ™ 


86400 


erteilt,  die  ziemlich  genau  der  äquatorialen  Drehungsgeschwindigkeit  der 

Erde  entspricht,  so  ergiebt  sich  eine  Ellipse  von  der  Halbachse  ^.r. 

Diese  würde  der  anfänglichen  Fallbewegung  in  einem  am  Äquator  be- 
findlichen Schachte  entsprechen.  Denkt  man  sich  während  des  Falles 
die  Erde  nachdi'ehend,  so  läfst  sich  das  bekannte  Vorauseilen  nach 
Osten  fiir  jede  Tiefe  leicht   berechnen.     (Benzenbergs  Fallversuch.) 

33)  Einige  andere   Schachtprobleme.     Ein  Pendel  von  der 

Schwingimgsdauer  t  =  ~\/--  würde,  da  g  proportional  der  Entfernung 
vom  Erdmittelpunkte  ist,  im  Abstände  r^  die  gröfsere  Schwingungs- 
dauer ti=y—-  erhalten.    Da  aber  in  Wirklichkeit  die  Schwingungs- 

dauer  bei  den  Versuchen  abnimmt,  so  mufs  angenommen  werden, 
dafs  anfangs  die  Anziehung  zunimmt,  weil  der  Kern  der  Erde  ein 
weit  höheres  spezifisches  Gewicht  hat  als  die  Aufsenschale.  In  der 
That  ist  die  mittlere  Dichte  der  Erde  als  etwa  5,6  nachgewiesen 
worden,  während  die  der  Oberfläche  zukommende  als  2  angenonmien 
werden  kann. 

Angenommen  der  Schacht  wäre  mit  Wasser,  das  als  nicht 
zusammendrückbar  betrachtet  werden  soll,  angefiillt;  wie  grofs  würde 
dann  der  Druck  in  der  Nähe  des  Erdmittelpunktes  sein?  Mafsgebend 
ist    die    mittlere  Stärke    der  Anziehung.     Es    handelt    sich    also  um 

«?!LI£??  =  3  225  000  Tonnen  pro  Quadratmeter  Druck-flache,  oder  um 

312000  Atm.,  also  um  das  Hundei-tfache  der  Spannung  in  einer  auf 
3120  Atm.  beanspruchten  Kruppschen  Kanone.     Luft   würde  infolge 
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dieser  Eompression,  wenn  das  Mariottesche  Gesetz  bis  dahin 
gelten  würde,  417  mal  so  schwer  sein  wie  Wasser,  so  dafs  es  un- 
möglich sein  würde,  sie  etwa  in  der  Taucherglocke  festzuhalten.  In 
dem  Augenblicke,  wo  sie  schwerer  wird  als  Wasser,  würde  sie,  kleiner 
und  kleiner  werdend,  dem  Mittelpunkte  der  Erde  zustreben. 

Schwieriger  ist  es,  für  eine  Luftsäule  im  Schachte  die  im  Mittel- 
punkte herrschende  Spannung  zu  berechnen.  Sie  fällt  infolge  der  Zu- 
aammendrückbarkeit  der  Luft  weit  gröfser  aus  als  die  oben  berechnete. 
In  dieser  Hinsicht  sei  auf  die  Abhandlungen  von  Prof.  Ritter  über 
die  Beschaffenheit  gasförmiger  Weltkörper  verwiesen.  Man  versuche 
die  Schachtprobleme  auch  für  den  Fall  zu  lösen,  dafs  die  Dichtigkeit 
der  Erde  an  der  Oberfläche  gleich  2  sei  und  nach  dem  Mittelpunkte 
hin  regelmäfsig  zunehme.  (Vgl.  Method.  Lehrbuch  III,  Seite  129.) 

34)  Abplattung  der  Erde. 

Der  hypothetische  Schacht  findet  noch  anderweitige  Verwertung. 
Er  ermöglicht  z.  B.  Untersuchungen  über  die  Abplattung  der 
Erde.  Nach  den  Grundsätzen  der  Hydrodynamik  kann  man  die 
in  Fig.  24  skizzierte  Schachtverbindung 
vom  Nordpol  zum  Äquator  hin  annehmen, 
ohne  das  Problem  wesentlich  zu  ändern. 
Im  Polarschachte  herrscht  keine  Centrifugal- 
kraft,  wohl  aber  im  Aquatorialschachte. 
Ist  das  Gewicht  einer  Masse  am  Nordpol 
gleich  mg,  so  ist  es  am  Äquator,  da  der 
Einflufs    der    Centrifugalkraft   abzuziehen   ist, 

Setzt  man  die  bekannten  GrÖfsen 


Fig.  84. 


mg  — 

fiir    V 


r 
und 


r    ein,    so    erkennt    man,    dafs 


das  Gewicht  um  etwa  rL  abnimmt.     Im  Abstände  x  von  M  ist  die 


290 


X 


Centrifiigalkraft   kleiner,    entsprechend    dem  Faktor   — ;    da    aber   die 

Schwerkraft  dort  in  demselben  Verhaltnisse  kleiner  ist  als  bei  Ä,  so 
handelt  es  sich  durch  den  ganzen  Aquatorialschacht  hindurch  um  eine 

Gewichtsverminderung    von    ^'      Hieraus    schliefsen    nun    zahlreiche 

Lehrbücher  darauf,  dafs  die  äquatoriale  Wassersäule,  um  der  polaren 

das  Gleichgewicht  zu  halten,  um  ^  höher  sein  müfste.    Dies  ist  aber 

falsch,  da  übersehen  wird,  dafs  das  mittlere  Gewicht  mafsgebend  sein 
mufs.  Nach  dem  Früheren  handelt  es  sich  um  6  450  000  cbm  Wasser 
(im  Schachte  von  1  qm  Querschnitt);  der  Druck  ist  aber  nur  3225000t, 


8285000 


die  Druckverminderung  beträgt  also  nicht  -gyö—  *?  sondern  nur  — ^J^t. 
Die  ausgleichende  Wassersäule  hat  somit  nicht  die  Höhe  ^ ,  sondern 
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nur  — ,  es  handelt  sich  nicht  um  22  242  m^  sondern  nur  um  11 121  m. 

Man  findet  denmach  auf  diesem  Wege  nur  etwa  die  Hälfte  der 
wirklichen  Abplattung.  Das  Problem  ist  eben  ein  ganz  anderes 
als  das  Problem  der  Abplattung  des  flüssig  zu  denkenden  Erdkörpers 
vom  spezifischen  Gewichte  5,56.  Der  sich  bildende  Aquatorialwulst 
läXst  anziehende  Kräfte  in  Erscheinung  treten,  die,  wie  die  Potential- 
theorie zeigt,  für  den  Rest  der  Abplattung  sorgen. 

35)  Statische  Theorie  der  Ebbe  und  Flut  und  das  Störungs- 
gesetz. In  ähnlicher  Weise  kann  die  Theorie  der  Ebbe  und  Flut 
in  Angriff  genommen  werden.  Es  handelt  sich  jetzt  um  zwei  Aquatorial- 
schachte,  Fig.  25.  Senkrecht  über  A  befinde  sich  der  Mond.  Man 
denke  sich  ihn  und  die  Erde  still  gestellt  und  dann  nach  Nr.  2 
beide  einander  entgegenfallend.    Der  Erdmittelpunkt  M  beginnt  seine 

Bewegung  mit  der  Beschleunigung  g^  =  ?^*  =  0,00003407  m.    Nun 

haben  aber  die  Punkte  J.,  M  und  B  Entfernungen  vom  Monde,  die 
sich  verhalten  wie  59  :  60  :  61;  demnach  erhält  A  die  Beschleunigung 

9a  =  gi'^y  B  dagegen  gb=9i-  ^,  d.  h.  A  eilt  voraus  mit  der  Be- 
schleunigung ga  —  giy  B  bleibt  zurück  mit  der  Beschleunigung  gr^  — gt,. 

Es  entsteht  sonach  sowohl  bei  A  wie  bei  B 
eine  Verminderung  des  Wassergewichtes. 
Angenommen,  man  dürfte  diese  gleich- 
mäfsig  für  die  ganze  Wassersäule  von 
3  225  000  t  Gewicht  annehmen,  was  nicht 
der  Fall  ist,  so  würde  auf  jeder  Seite  eine 
Erhöhung  um  etwa  0,3  m  Oleichgewicht 
schaffen,  d.  h.  bei  A  und  B  müTste  zur 
Flutzeit  das  Wasser  um  0,3  m  höher  stehen 
als  bei  C  und  2). 

Es  kam  hier  nur  darauf  an,  die  Ent- 
stehung der  Flut  bei  jB,  die  schwieriger  zu 
begreifen  ist,  klarzustellen,  weniger  auf  die 
Berechnung,  die  achtstellige  Logarithmentafeln  erfordern  würde.  So- 
dann wäre  der  ungefähr  halb  so  grofse  Einflufs  der  Sonnenflut  für 
Voll-  und  Neumond  hinzuzufügen,  fiir  die  Quadraturen  abzuziehen,  femer 
hätte  an  die  Stelle  der  statischen  Berechnung  eine  dynamische  zu  treten, 
auf  die  jetzt  nicht  eingegangen  werden  soll  (Schwingungsbewegung). 
Dasselbe  Ergebnis  erhält  man  auch  auf  dem  Wege,  dafs  man 
den  Erdball  um  den  Schwerpunkt  des  Erd- Mondsystems  in  der  im 
Anfange  angegebenen  ümlaufzeit  von  etwas  mehr  als  27  Tagßn  sich 
drehen  läfst  und  die  Centrifugalkräfke  &lt  A,  M  und  B  berechnet, 
was  auf  entsprechende  Unterschiede  führt.    (Vgl.  Nr.  3.) 
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Wichtiger  aber  ist  folgende  Inangriffhahme  des  Problems. 

Die  Anziehung  des  Mondes  auf  die  Masseneinheit  bei  A  ist  gleich 

1cm   km 

auf  die  Masseneinheit  bei  C  dagegen 

km 

die  Differenz  der  Anziehungen  also  ist 

Nun  ist,   wenn  man   die  Division  ; r^  durch- 

fährt,  der  Quotient  gleich  -^  -| — ^  -j — ^4   +  •  •  *, 
also  jene  Differenz  gleich 

r»     |_      '    2r    "^  2r»  ^       J 


In  der  Klammer  ist  ^  = 


8-860 


2r       »50000  =  0,0025,  man  macht  also  nur 

einen  Fehler  von  j-  Procent,   wenn  man  das  Glied  weg  ISXst.     Die 

übrigen  fallen,  da  die  Beihe  stark  konvergiert,  so  schwach  ins  Ge- 
wicht, dafs  man  sie  erst  recht  vernachlässigen  kann.  Berücksichtigt 
man  also  nur  das  erste  Glied,  so  ist  die  Differenz  umgekehrt 
proportional    der    dritten    Potenz    der    Mondentfernung    r. 

Handelt  es  sich  um  Sonne  und  Erde,  so  würde  5^  =  jt« 


2r 


2-20000000    •'^"*7 


80  dafis  der  Fehler  der  Vernachlässigung  dieses  Gliedes  sogar  nur 
0,0000645  betragen  würde.  Jedenfalls  darf  man  sagen,  der  Einflufs 
eines  Weltkörpers  auf  die  Ebbe  und  Flut  eines  anderen  sei  angenähert 

proportional   der  Gröfse  —-^  wo  q  der  Radius  des  letzteren  Körpers 

ist,  während  m  die  Masse  und  r  den  Radius  des  ersten  bedeutet. 


36)  Berechnung  der  Mondmasse  aus  der  Fluterscheinung. 

Nun  haben  sowohl  Mond,  als  auch  Sonne  einen  Anteil  an  der 
Ebbe  und  Flut.  Angenommen,  man  beobachtet  durchschnittlich  zur 
Zeit    des   Neu-    und   Vollmondes    die   Flut    1,45    im   Gegensatz    zur 
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Normalflut  1,  zur  Zeit  der  Quadraturen  etwa  0,55,  so  dafs  der  Ein- 
fluTs  der  Sonne  einmal  mit  0,45  hinzuaddiert,  einmal  mit  etwa  ebenso 
viel  abgezogen  erscheint,  so  würde  folgende  Proportion  gelten: 


^.^  _  1  .045 

r      r^ 


demnach  müfste  die  Mondmasse  sein 

1*       855000 


m  = 


r^m^ 


400* 


f^^  der  Erdmasse. 


rJ0,45        *^'      ®'*^ 

Dies  stimmt  mit  den  Angaben  der  Astronomen  überein. 

37)  Bemerkungen. 

Aus  diesem  Beispiele  erkennt  man,  wie  man  die  Massen  von 
Himmelskörpern,  die  selbst  keine  Trabanten  haben,  aus  den  „Störungen'* 
berechnet,  die  sie  verursachen.  Dabei  wird  stets  angenommen,  die 
Störungen  seien  proportional  den  Massen  und  umgekehrt 
proportional  den  dritten  Potenzen  der  Entfernungen  der 
störenden  Körper.  (Ahnliches  zeigt  sich  bei  den  Influenzproblemen 
der  Elektrostatik.) 

Zugleich  wird  man  daraus  schliefsen,  dafs  die  Mondflut  auf  der 
Rückseite  der  Erde  etwas  schwächer  ist,  als  auf  der  vorher  betrachteten 
Seite,  ganz  schwach  aber  in  der  Nähe  der  Pole.  Die  gewaltigsten 
Fluten  hat  man  zu  erwarten,  wenn  zusammenfallen  Erdnähe  der 
Sonne  und  des  Mondes  und  Voll-  oder  Neumond,  besonders, 
wenn  die  Windrichtung  die  Erscheinung  begünstigt.  (Wichtig  ist 
auch  der  Durchgang  des  Mondes  durch  den  Äquator.) 

Manche  Meteorologen  haben  dies  auf  die  atmosphärische  Ebbe  und 
Flut  übertragen  und  daraus  bezüglich  des  Wetters  auf  kritische  Tage 
erster  Ordnung  und  ihre  Vorhersagung  geschlossen,  was  von  den 
bekannten  Mifserfolgen  begleitet  war.  Weit  wichtiger  ist,  dafs  wir 
aus  den  Zeichnungen  der  selbstregistrierenden  Flutmesser  den  Anteil 
der    Sonne    und    des    Mondes    an    der   Gesamterscheinung   schliefslich 

derart  genau  zu  scheiden  imstande 
sind,  dafs  man  die  Mondmasse 
mit  gröfster  Genauigkeit  angeben 
kann. 

Ob  diese  Kenntnis  so  be- 
sonders wichtig  ist,  wird  die 
folgende  Betrachtung  zeigen. 

38)  Präcession  der  Äqui- 
noktien. Die  Figur  stelle  die  Erde  als  abgeplatteten  Körper  in  der 
Sommerstellung  dar.    Bei  Sj  befinde  sich  die  Soime.    Der  äquatoriale 


Flg.  27. 


■^Ä 
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Fig.  28. 


Wulst  Ä  wird,  da  er  der  Sonne  naher  ist,  stärker  angezogen,  als  der 
Wulst  B,    Denkt  man  sich  also  die  Erde  nach  der  Sonne  hin  fallend, 
nachdem   sie   vorher   zur  Buhe   gebracht   war,   so   fällt  Ä  schneller 
als  B  und  dies  ist  bei  nicht  rotierender  Erde  nur  so  möglich,  dafs 
die  Achse  SN,   die  um  etwa  22  ^^  geneigt  ist,  sich  mehr  senkrecht 
stellen  will.     Dies  ist  durch   das  Kräftepaar  angedeutet,   welches  in 
der  Figur  an  SN  wirkt.     Nun   dreht   sich   aber    die 
Erde  um  ihre  Achse,  und  jede  Drehungsachse  ist  be- 
strebt,  ihre  Richtung  beizubehalten.     Die  Lehrbücher 
der  Physik  entwickeln    am  Fesseischen  Apparate 
und  am  Kreisel,  dafs  dann  ein  Ausweichen  der  Achse 
entsteht,    welches    senkrecht    gegen    die    Ebene    des 
Eräftepaares  gerichtet  ist.    Die  Achse  schlägt  also  eine 
kegelförmige  Bahn  ein,  bei  der  sie  ihre  Neigung  bei- 
behält.    Die  Achse  giebt  demnach  im  Laufe  der  Zeit 
andere  und  andere  Stellen  des  Himmels  als  sogenannte 
Polarpunkte  (feste  Punkte)  an.    Allerdings  dauert  die 
Umlaufzeit  26  000  Jahre.    Bis  zum  Jahre  2095  nähert 
sich  dieser  Punkt  dem  bekannten  Polarstern  bis  auf  25  Minuten,  dann 
entfernt  er  sich  von  dort,   um  nach  etwa   12000  Jahren  den  Stern 
I.  Gröfse  Wega  im  Stembilde  der  Leier  als  Polarstem  erscheinen  zu 
lassen.     Mit  der  Achse  ändert  sich  auch  die  Lage  der  Ekliptik,  die 
Knotenpunkte  K  und   L  rücken 
im  Sinne  der  Pfeile  vorwärts,  und 
während  jetzt  die  Winterstellung 
mit  der  Erdnähe  zusammenfällt, 
wird  sie  nach  13000  Jahren  mit 
der  Erdfeme  zusammenfallen.  Seit 
Hipparch  (130  vor  Chr.)  beträgt 
die  Verschiebung  der  Äquinoktial- 
punkte K  und  L  etwa  28°.    Dies 
ist    die    berühmte    Präcession 
der  Nachtgleichen. 

Der  Antrieb  zu  dieser  Be- 
wegung ist  am  stärksten  in  der 
Zeit  der  Winter-  und  Sommer- 
stellung, sie  ist  gleich  Null  in  der 

Zeit  der  Tag-  und  Nachtgleichen.  In  Fig.  29  ist  die  scheinbare 
Himmelskugel  mit  horizontal  angenommener  Ekliptik  (Ebene  der 
Erdbahn)  dargestellt.  N  und  8  bedeuten  den  Nordpol  und  Südpol 
der  Himmelskugel  in  der  augenblicklichen  Lage,  ^jB  die  Ebene  des 
zugehörigen  Himmelsäquators,  K  und  L  die  Knoten,  d.  h.  die  Schnitt- 
punkte der  Kreise  für  Ekliptik  und  Äquator.     Nach   13  000  Jahren 


IMg.  29. 
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ist  dafür  die  Stellung  N^,  S^,  Äj^,  B^  zu  setzen^  wobei  K  nach  K^  (L\  L 
nach  ii  (JE)  gerückt  ist.  Der  Knoten  K  wandert  also,  dem  Pfeile  ent- 
sprechend, über  die  Mittellage  Km  nach  K^,  L  über  L^  nach  L^.  Ein 
schiefgestellter  Kreisel  macht  mit  der  Achse  MN  dieselben  Bewegungen. 
Man  yergleiche  hierzu  Klein  und  Sommerfeld:  Theorie  des 
Kreisels.     Leipzig  bei  Teubner. 

39)  Nutation  der  Erdachse. 

Nun  wirkt  aber  der  Mond  ebenfalls  auf  die  beiden  Wulste  ver- 
schieden stark,  und  nach  dem  Störimgsgesetze  wird  seine  Einwirkung 

zu    der   der  Sonne  etwa  im  Verhältnis   1  : 0,4 
^ff-  **•  stehen,   wie  bei  der  Ebbe  und  Flut.     Da  nun 

seine  Einwirkung  und  die  der  Sonne  in  der 
Regel  nicht  in  dieselbe  Ebene  fallen,  will  er 
die  Achse  anders  drehen.  Seine  Einwirkung 
hat,  da  die  Umwälzung  der  Knoten  seiner 
Bahn   IS-^   Jahre   dauert,  eine  ebenso  lange  Periode.     So  kommt  es, 

dafs  der  Nordpol  am  Himmel  in  26  000  Jahren  nicht  einen  einfachen 
Kreis,  sondern  eine  Art  cyklischer  Kurve  zurücklegt,  wie  sie  in  der 
Figur  angedeutet  ist.  Nur  ist  zu  berücksichtigen,  dafs  die  Zahl  der 
Windungen  — j-  =  1514  für  den  vollen  Umlauf  betragen  müfste,  und 

8 

dafs  ihr  seitlicher  Durchmesser  nur  9",25  beträgt. 

Aber  auch  der  Jupiter  und  andere  Planeten  wirken  störend  auf 

die  Erdachse  ein,  so  dafs  das  Problem  ihrer  Schwankungen  ein  sehr 

kompliziertes    ist.      Übrigens    hat    Laplace    bewiesen,    dafs    diese 

Störungen  durch  das  Vorhandensein  des  beweg- 

^  liehen  Ozeans  nicht  beeinflufst  werden. 

A£ 

40)  Yerlangsamung  der  Erddrehung. 
Fig.  31  stellt  die  äquatoriale  Fluterscheinung 
dar,  während  der  Mond  scheinbar  in  der  Richtung 
seines  Pfeiles  wandert  (die  Erde  entgegensetzt 
dreht).  Die  Fluterscheinung  „schleppt  etwas 
nach'',  d.  h.  sie  hat  ihren  Gipfel  einige  Stunden 
nach  der  Kulmination  des  Mondes,  was  durch 
den  Winkel  a  angedeutet  ist.  Der  Mond  wirkt 
auf  den  Wulst  bei  A  und  B  verschieden,  und 
zwar,  ähnlich  wie  bei  der  Präcessionserscheinung 
die  Sonne,  so,  dafs  auf  die  Gerade  AB  ein 
Kräftepaar  wirkt,  welches  der  Erddrehung  entgegen- 
gesetzt ist.  Dieses  wirkt  zwar  zunächst  nur  auf  das  Wasser  ein, 
dem  es  eine  schwache  Ost -West -Strömung  verleiht,  durch  Reibung 
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und  Auftreflfen  auf  die  Kontinente  aber  wirkt  diese  Erscheinung  doch 
hemmend  auf  die  Erddrehung   ein.     Nach  Berechnungen   englischer 

Astronomen  hat  sich  seit  Hipparch  den  Stemtag  um  ^  Sekunde  ver- 
längert. Dies  macht  allerdings  auf  das  Jahr  nur  gegen  4  Sekunden^ 
auf  das  Jahrhundert  also  etwa  y  Stunde  aus,  veranlafst  aber  beim 

Rückwärtsberechnen  der  Sonnen-  und  Mondfinstemisse  erhebliche 
Unterschiede.  So  gering  dieser  Unterschied  ist,  so  grofs  ist  der 
Einflufs,  wenn  man  ihn  in  technischen  Mafsen  berechnet,  denn  in 
aolchen  ausgedrückt,  ist  die  Energie  der  sich  drehenden  Erde 
von  aufserordentlicher  Gröfse,  nämlich  28  388  •  10*^  Metertonnen  = 
28 388  •  10^  mkg.  Der  Energieverlust  seit  Hipparch  beträgt  also 
81 349  •  10^''  mkg.  Nach  7  Millionen  Jahren  würde  bei  fortgesetztem 
gleich  grofsem  Verluste  die  Drehungs- Energie  erschöpft  sein.  Se- 
kundlich gehen  12918  •  10^  mkg  verloren,  was  17  225  •  10^  Pferde- 
stärken bedeutet,  mit  denen  der  Mond  langsam  aber  sicher  der 
Umdrehung  der  Erde  entgegenarbeitet.  (Vgl.  Ing.  Math.  Band  I. 
Seite  124.) 

Wer  sich  für  die  Rückwärtsberechnungen  der  Sonnen-  und  Mond- 
finsternisse und  ihre  Bedeutung  für  die  Festlegung  weltgeschichtlicher 
Ereignisse  interessiert,  sei  wieder  auf  die  Astronomische  Chrono- 
logie von  Dr.  Wislicenus,  Leipzig  bei  Teubner,  1895,  aufinerksam 
gemacht. 

Nachdem  so  auf  einige  interessante  Anwendungen  der  Potential- 
theorie hingewiesen  ist,  kehren  wir  zur  Kugelschale,  VoUkugel  und 
Hohlkugel  zurück  und  stellen  ihre  Gravitations-  und  Potential- 
Kurven    für    den    ganzen 
Raum  fest. 

41)  Aufgabe.  Das 
Potential  einer  homo- 
genen Kugelschale  von 
der  Dichte  1  für  alle 
Punkte  des  Raumes  zu 
untersuchen. 

Auflösung.  Die  Massen- 
belegung  für   die   Flächen- 
einheit sei  gleich  eins,    der  angezogene  Massenpunkt  habe  ebenfalls 
die  Masse  eins.    Dann  ist  für  äufsere  Punkte,  wenn  q  der  Halbmesser 

der  Kugel,  x  der  Abstand  vom  Mittelpunkt  M  ist,  die  Anziehung  —  -,- , 

die  Arbeit  von  der  Stelle  x  bis  ins  Unendliche  hat  also  nach  Nr.  17 
den  Betrag 

Holzmüller,  Ing.- Math,  ü,  Fotantialtheorie.  4 
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f=v-6-i)  = 


Ag^n 


X 


Fig.  S3. 


Der  Potentialwert  für  a:  =  oo  ist  Null,  er  wächst  bei  der  An- 
näherung bis  Ä  zur  öröfse  -^  =  4  p  ä  an.    Gelangt  der  Punkt  bei 

Ä   durch   eine  OflEnung   ins  Innere   der  Kugelschale,   so   nimmt   der 

Potentialwert  nicht 
mehr  zu,  da  dort 
kein  Arbeitsaufwand 
zur  Fortbewegung 
von  M  nötig  ist. 
Die  Arbeit  für  die 
Bewegung  von  M 
bis  oo  ist  also  ebenso 
grofs  wie  die  für  den 
Weg  von  Ä  bis  oo. 
Stellt  man  für  jeden 
Punkt  den  Betr^  des 
Potentials  dar,  so  hat 

man  von  M  bis  Ä  stets  dieselbe  Höhe  4(>;r,  Fig.  33,  dagegen  im 


Abstände  MB  =  2q  die  Höhe 


~2" 


im  Abstände  MC  =Sq  die 


Höhe 


Fig.  84. 


-|-  u.  s.  w.    Die  Diagrammkurve  des  Potentialwertes  ist  eine 
gleichseitige  Hyperbel. 

42)  Aufgabe.  Das  Potential  der  homogenen  Vollkugel 
von  der  Dichte  1  für  alle  Punkte  des  Äufseren  und  Inneren 
zu  berechnen. 

Auflösung.     Die  Massenbelegung  für  die  Baumeinheit  sei  gleich 

eins,  der  angezogene 
Punkt  habe  die  Masse 
eins,  die  Gravitations- 
konstante  sei  eins, dann  ist 
die  Anziehung  für  aufser- 
halb  liegende  Punkte  in 
der  Entfernung  x  gleich 

t-r^Tt  -i,  so  dafs  die  Dia- 

grammkurve 


Fig.    34,    zu    untersuchen    ist.      An    der    Stelle    A    ist    ihre    Höhe 
AAi  =  -^t'jcr—*  =  -irr«,   im  Abstände  MB  =  2r  handelt  es  sich 
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um   den   yierten  Teil,   bei  MC  =  3  r  um   den   neunten  Teil   dieser 
Höhe  u.  s.  w.     Die  Arbeit  von  x  bis  oo  ist  nach  Nr.  17 


F^  ±r'nß  —  M  =  -V^  .  i 

^  ^  \X  00/  *  X  * 


und  dies  ist  der  Potentialwert  für  die  Entfernung  x.    Geht  man  von 
oo  bis  Ä,  so  wächst  der  Potential  wert  bis  zur  öröfse  ^r^x-  =  —r^x  an. 

'  o  ^  3 

Tritt  nun  der  Punkt  unter  Anwendung  eines  engen  Schachtes 
in  das  Innere  ein,  so  nimmt  der  Potential wei*t  nach  einem 
anderen  Gesetze  zu,  denn  das  Diagramm  hat  im  Innern  von  x  bis  r 
nach  der  Trapezformel  den  Inhalt 

von  X  im  Innern  bis  oo  ist  also  die  Hebungsarbeit. 

Im  Mittelpunkte,  d.  h.  für  o;  gleich  Null,  ist  der  Potential  wert  am 
grofsten,  nämlich  gleich  2r^x, 

Die  graphische  Darstellung  des  Potential  wertes,  Fig.  35,  führt 
rechts  von  ÄA^^=  y^^  *^f  ®i^®  gleichseitige  Hyperbel.  Links  davon 
handelt  es    sich  um 

eine   dem    Rechteck  ^*«  ^ 

M^  A^A^M^  einge- 
zeichnete Parabel, 
deren  Scheitel  in 
M^  liegt. 

BeispieL  Die 
letzte  Aufgabe  über 
die  Yollkugel  zeigte 
unter  anderm,  dafs 
bei  de/  Kugel  vom 
Kadius  eins  mit  der 
Dichte  eins  die 
Masseneinheit  für  die 
Fortschaffung  von 
der  Oberfläche  bis  ins 

Unendliche  die  Arbeit  y  r^n  z.  B.  in  Tonnen  verlangte.  Dabei  war  1c  =  1 

angenommen,  während  in  Wahrheit  1c  =    •   ^  ,  ist.    Bei  der  Erdkugel 
ist  statt  der  Dichte  1   die  Dichte  5,56  zu  nehmen,  femer  wiegt  die 

4* 
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Masseneinheit  der  Technik  im  Tonnensystem  9,81  t,  genauer  g  t.    Der 
Arbeitsaufwand  wird  also  in  Wahrheit 


4r'jr 


8p 


Dies  ist  also  das  jr fache  von  dem,  was  die  erste  Behandlung 
dieser  Aufgabe  gegeben  hatte;  das  Ergebnis  ist  richtig,  denn  hier 
wird  die  ^  fache  Last  gehoben. 

An  diesem  Beispiele  erkennt  man,  wie  man  die  Ergebnisse  der 
Potentialtheorie  in  die  technische  Betrachtungsweise  überfahrt. 


43)  Aufgabe.     Das  Potential   der  homogenen   Hohlkugel 
mit  <*en  Radien  r  und  r^  und  der  Dichte  1   für  alle  Punkte 

des      Raumes       zu 
Fig.  86.  untersuchen. 

Auflösung.  An 
der  Oberfläche  ist  die 
Anziehung  auf  die 
Masseneinheit 

Diese  Gröfse  werde 
durch  die  beliebige 
Gerade  AA^y  Fig.  36, 
dargestellt.  In  der 
gröfseren  Entfernung 

so  dafs  es  sich  um 


X  ist  die  Anziehung  darzustellen  durch  AA^ 


X 


s? 


die  Parabel  ( —  2)ter  Ordnung  y  =  AA^  •  -^  handelt. 

sc 

Liegt  der  Abstand  x  zwischen  r  und  r^,  also  der  Punkt  x  in  der 
Kugelschale  selbst,  so  zieht  nur  noch  die  Kugelschale  y  ^  (^*  —  f^) 


an,  was 


giebt.  Diese  Kurve  kann  man  so  konstruieren,  dafs  man  durch  M 
zunächst  die  Gerade  MC  legt,  deren  Gleichung  y  =  jstx  ist,  so  dafs 
^Cissyjrr  ist.  Von  der  Ordinate  dieser  Geraden  ist  fiir  jeden  Ab- 
stand X  die  Ordinate  der  Kurve  y  =  y  ^^  •  — ,,  die  eine  Parabel  von 

Ordnung  ( —  2)  ist,  abzuziehen.  MC  ist  Asymptote  der  eigentlichen 
Kurve,  die  durch  K  und  A^  geht,  bei  A^  aber  nicht  fortgesetzt  wird. 
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Hat  man  bei  D  von  der  Asymptote  aus  DK  gezogen^  so  hat  man 

in  der  Entfernung  2  MD  nach  unten  -^DK,  in  3  MD  dagegen  -j^-^ 

als  Senkrechte  zu  ziehen.     Im  Hohlräume  endlich  ist  die  Anziehung 
gleich  Null^  dort  also  das  Potential  konstant. 

Der  Potentialwert  für  jeden  Abstand  x  >  r  ist  gegeben  durch 


y  =  A^(/-r?)i; 


im   Unendlichen    ist   er   Null,   nach   dem  Gesetze   der   gleichseitigen 
Hyperbel  wächst  er  von  dort  bis  zum  Rande  hin  an  auf 

Liegt  X  zwischen  r^  und  r,  so  handelt  es  sich  um  das  ron  der 
Kurve 

.8 


y  =  |;r(x-§) 


begrenzte  Arbeitsdiagramm,  und  zwar  für  die  Strecke  von  x  bis  r. 
Nach  der  Schichtenformel  erhält  man  die  Fläche  bezw.  Arbeit 


8 

oder 


44^*+^(i-i)]. 


Dazu  hat  man  den  Randwert  zu  addieren,  um  auf  die  Gesamt- 
arbeit zu  kommen.     Es  ergiebt  sich  als  Potential  wert: 

Diese  Parabel  gemischter  Ordnung  ist  mit  Hilfe  der  Rechnung 
leicht  zu  konstruieren,  was  dem  Leser  überlassen  bleibe. 

Ist  X  =  r^j  so  erhält  das  Potential  seinen  gröfsten  Wert;  denn 
im  Hohlräume,  wo  die  Anziehung  gleich  Null  ist,  wächst  es  nicht 
mehr.     Der  gröfste  Potentialwert  ist 

oder  endlich 
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Fig.  S7. 


Für  wirkliche  Verhältnisse  ist  die  GraTitationskonstante  als  Faktor 
beizufügen  und  im  übrigen  wie  vorher  zu  rechnen. 

44)  Aufgabe.     Das  Selbstpotential  der  homogenen  Kugel 
zu  bestimmen.     [Es  handelt  sich  darum,  die  Arbeit  zu  berechnen, 

die  nötig  ist,  um  die  einzelnen  koncentrischen 
Schichten  der  Kugel  der  Reihe  nach  ab- 
zutragen und  in  unendliche  Entfernung  zu 
bringen.] 

Auflösung.  Angenommen,  die  Abtragung 
bis  a;,  Fig.  37,  sei  schon  erfolgt,  dann  ist 
nur   noch   eine   Kugel   vom   Radius  x   übrig, 

bei  der  die  Arbeit  |-  x^n  erforderKch  ist,  um 

die    Masseneinheit    ins    unendliche    zu     ent- 
fernen.   Die  koncentrische  Schicht  4x^3t  (von 
der  beliebig  klein   zu  denkenden  Dicke  eins) 
erfordert  also  die  Arbeit 

^x^X'4:X^^=^ja^x\ 

Handelt  es  sich  aber  für  diese  koncentrische  Schicht  um  den  Ausdruck 

16««  4 

so  ist  für  die  ganze  Kugel  von  o  bis  r  nach  der  Schichtenformel  der 

Ausdruck 

16«'    r* 


3 


zu  nehmen.     Das  Selbstpotential  hat  also  den  Wert 


».*6 


16gt'r 
16 


Führt 


man  die  Masse  m=  .jf^Jt  ein,  so  handelt  es  sich  zugleich  um  y  -• 

Genau  ebenso  viel  Anziehungsarbeit  wird  geleistet,  wenn  der 
Körper  durch  allmähliches  Zusammenstürzen  oder  Zusammenziehen 
kosmischer  Massen  entsteht,  die  ursprünglich  über  den  unendlichen 
Raum  verbreitet  waren  oder  wenigstens  einen  sehr  grofsen  Raum 
einnahmen. 

45)  Aufgabe.  Für  alle  Massenpunkte  der  homogenen 
Kugel  die  Potentialwerte  zu  bestimmen  und  ihre  Summe  zu 
bilden. 

Auflösung.  An  der  Stelle  x  im  Innern  ist  nach  einer  firüheren 
Aufgabe  das  Potential  der  Kugel  in  Bezug  auf  die  Masseneinheit 


24'-t)' 
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also  in  Bezug  auf  die  entsprechende  koncentrische  Schicht  4:X^x  gleich 

q^  =  2;r(r«  —  y)  4a;«jr  =  8  n^(f^x^  —  ~)  • 

Nach  der  Schichtenformel  giebt  dies  fOr  die  ganze  Kugel 

\      3  16/  15 

Führt  man  die  Masse  4^^  ©in,  so  hat  man  -^  — 

Die  Aufgabe  läfst  sich  folgendermafsen  deuten:  Man  denke  sich 
ZTvischen  die  Moleküle  der  Eugel  neue  Moleküle  so  eingeschoben^  dafs 
gewissermafsen  in  der  Kugel  noch  eine  zweite  Kugel  derselben  Art 
liegt.  Diese  hypothetische  zweite  Kugel  denke  man  sich  mit  einem 
Male  in  unendliche  Entfernung  gebracht  und  berechne  die  dazu  nötige 
Arbeit.  Jedes  einzelne  Teilchen  der  zweiten  Kugel  erfordert  offenbar 
dieselbe  Arbeit  zum  Wegschaffen  wie  jedes  einzelne  Teilchen  der 
ersten,  d.  h.  denselben  Potentialwert. 

Dies  klärt  zugleich  darüber  auf,  warum  bei  dieser  Aufgabe  das 
Ergebnis  doppelt  so  grols  ist  wie  bei  der  vorhergehenden.  Denkt 
man  sich  nämlich  die  Doppelkugel  durch  allmähliche  Vereinigung 
kosmischer  Massen  entstanden,  so  ergiebt  sich  das  vierfache  Selbst- 
potential wie  bei  der  einfachen  Kugel,  denn  an  Stelle  jeder  Anziehung 

von  Einzelmassen  -^  darf  man  sich  dabei  gesetzt  denken: 


(2ffl^)(2m,)  _  .  m^w, 


was  für  den  ganzen  Verlauf  gilt.  Entfernt  man  nun  die  Teilchen  der 
zweiten  Kugel  einzeln  ins  Unendliche  (nicht,  wie  vorher,  zugleich), 
so  ist,  weil  das  Selbstpotential  P  der  ersten  Kugel  unangetastet  bleibt, 
die  Arbeit  3  P  zu  leisten.  Diese  besteht  aus  zwei  Teilen,  aus  dem 
Auflösen  des  Selbstpotentials  der  zweiten  Kugel,  was  1  P  giebt,  und 
dem  Entfernen  der  zweiten  Kugel  von  der  ersten,  was  dem  Reste  2  P, 
also  dem  Doppelten  des  Resultats  der  Aufgabe  44  entsprechen  mufs. 
Damit  ist  der  Zusammenhang  beider  Beispiele  ohne  Rechnung  auf- 
geklärt. 

46)  Anwendung  des  Selbstpotentials  auf  kosmische  Ver- 
hältnisse. 

Helmholtz  hat  eine  Reihe  von  Problemen,  die  mit  der  Bildung 
des  Sonnensystems  und  der  Entstehung  und  Erhaltung  der  Sonnen- 
wärme zusanamenhängen,  mit  Hilfe  des  Selbstpotentials  in  ein&cher 
Weise  gelöst. 
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Ist  M  die  Sonnenmasse^  B  ihr  Radius^  so  ist  das  Selbstpotential 
der   Sonne   4^  -^  •     Für   die   Wirklichkeit   ist   nun    die   Gravitations- 

konstante  h  =  - —  (wo  r  und  m  den  Radius  und  die  Masse  der  Erde 

bedeuten)   als  Faktor  beizufügen,  was  -^-ji—  gi^bt.     Rechnet  man 

in  Metern  und  mit  der  technischen  Masseneinheit  des  Kilogramm- 
systems (die  9,81kg  wiegt),  um  die  Wärmeeinheit  gleich  425  mkg 
setzen  zu  können,  so  sind  für  die  Temperaturerhöhung  1°C  (bei 
Kapazität  eins)  für  jede  Masseneinheit  9,81  •  425  mgk  erforderlieh. 
.  Man  erhält  die  Temperaturerhöhung  mittels  der  Division  durch  diesen 
Ausdruck,  also 

8  3f    r*  0,6  •  (365000m)r*  0,6r*  •  SÖ5000 


t  = 


oj  =r =  rsj 


5  B  425m  i2m425  425i2 


Setzt  man  hier  r  =  860  •  7500  m,  2J  =  95  000  -  7500  m,  so  be- 
kommt man  etwa  29000000^0,  was  mit  dem  Helmholtzschen  Ergebnis 
zusammenstimmt,  sobald  man  dort  dieselben  Erfahrungswerte  benutzt. 
Bei  geringerer  Kapazität  entsteht  eine  entsprechend  höhere  Temperatur. 
Die  letztere  würde  wirklich  entstehen,  wenn  der  Sonnenkörper  keine 
Ausstrahlung  gehabt  hätte.  Durch  die  Ausstrahlung  kann  ein  Ab- 
kühlungszustand eingetreten  sein.  Dies  ist  aber  nicht  als  durchaus 
notwendig  anzunehmen,  wie  sich  aus  folgendem  ergiebt. 

Durch  fortgesetzte  Zusammenziehung  der  Sonne  wird  neue  Wärme 
frei.    Zusammenziehung  des  „NebelbaUes"  auf  den  Radius  R  giebt  das 

Selbstpotential  j  -^  ^~ ,  Zusammenziehung  auf  den  kleineren  Radius  i?^ 

das  gröfsere  Selbstpotential  j-^  —'    Beide  verhalten  sich  wie  -^y 

und  in  diesem  Mafse  vergröfsert  sich  die  entstehende 
Temperatur.  Der  Temperaturunterschied  entspricht  der  durch  die 
wachsende  Zusammenziehung  entstandenen  Wärme.  An  der  Hand 
dieses  Gedankenganges  hat  Helmholtz  gezeigt,  wie  eine  Zusammen- 
ziehung um  zehn  Meilen  die  jetzige  Sonnenausstrahlung  auf  2309  Jahre 
decken  könnte.     Die  Rechnung  soll  unten  durchgeführt  werden. 

Nun  sind  drei  Fälle  möglich:  1)  Ist  die  Ausstrahlung  stärker 
als  der  durch  Zusammenziehung  entstehende  Wärmeersatz,  so  kühlt 
sich  die  Sonne  ab;  2)  ist  sie  schwächer,  so  erhitzt  sich  die  Sonne; 
3)  ist  beides  gleichwertig,  so  bleibt  die  Sonnentemperatur  sich  gleich. 
Was  in  Wirklichkeit  der  Fall  ist,  kann  nicht  ohne  weiteres  entschieden 
werden,  da  die  Ausstrahlung  durchaus  nicht  proportional  der  Tem- 
peratur zu  sein  braucht.  Man  bedenke,  dafs  die  Zusammenziehung 
auf  den  halben  Radius  die  doppelte  Wärmemenge  giebt,  während  die 
ausstrahlende  Oberfläche  auf  den  vierten  Teil  herabgesetzt  wird.    Die 
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AusstraUungsfahigkeit  müTste  also  erheblich  stärker  wachsen  als  die 
Temperatur y  wenn  Gleichgewicht  der  letzteren  herrschen  soll.  Die 
zunehmende  Erhitzung  ist  sogar  wahrscheinlicher  als  die  Abkühlung. 
Es  handelt  sich  hier  um  einen  kritischen  Punkt  der  allgemein  ver- 
breiteten Vorstellungsweise,  die  eine  Erhitzung  des  Sonnenkörpers  nur 
für  die  Anfangszeiten  ihrer  Kosmogenie  gelten  läfst. 

Bei  der  Wichtigkeit  des  Gegenstandes  mögen  einige  genauere 
Rechnungsergebnisse  nach  anderer  Berechnungsmethode  beigefügt 
werden,  wobei  der  Radius  der  Sonne  gleich  95000  Meilen,  ihre 
Dichtigkeit  gleich  1,38,  die  auf  ihrer  Oberfläche  wirkende  Schwer- 
kraft gleich  dem  28,3  fachen  von  der  auf  der  Erdoberfläche  geltenden 
gesetzt  werde. 

Man  denke  sich  die  Sonne  aus  lauter  koncentrischen  Schichten 
von  der  Dicke  1  Meter  bestehend.  Eine  nach  der  anderen  soll  ab- 
genommen und  in  imendliche  Entfernung  von  der  Sonne  gebracht 
werden.  Die  nötige  Arbeit  ist  zu  berechnen,  dabei  aber  zu  beachten, 
dafs  nach  Wegnahme  jeder  Schicht  die  Anziehung  der  Sonnenmasse 
geringer  wird.     Wird  z.  B.   der  Radius  r^  auf  den  Wert  r  reduziert, 

SO   wird  die  anziehende  Masse  im  Verhältnis  -^  vermindert;  da  aber 


^1 


die   Entfernung   der  Oberfläche   vom  Mittelpunkt  jetzt   geringer    ist, 
wird    die    Wirkung    der    Masseneinheit    im   Verhältnis    -^    verstärkt 

(Gravitationsgesetz).     Beide  Gründe  zusammen  geben  das  -^  • —fache 
der  ursprünglichen  Anziehungskraft,  d.  h.  das  —fache 


'  1 
r 

Die  zum  Radius  r  gehörige  Massenschicht  hat  den  Inhalt  4r*;r- 1, 
nimmt  man  also  die  Raumeinheit  Sonnenmasse  für  die  Dichte  1  zu- 
gleich als  Masseneinheit  an,  so  ist  die  Masse  der  Schicht  4  r^^  •  1,38. 
Ist  nun  r  in  Metern  gegeben,  so  würde  sie  an  der  Erdoberfläche  ebenso 
viele  Tonnen  wiegen,  an  der  Sonnenoberfläche  dagegen  das  28,3fache, 

an  der  Oberfläche  der  Kugel  mit  Radius  r  endlich  das  28,3— fache,  d.  h. 
oder 

1,88 -4000- 28,8.  r»Ä, 

Das  aufserhalb  der  soeben  betrachteten  Kugel  befindliche  der 
Sonnenmasse  war  bereits  als  abgetragen  gedacht.  Um  also  diese 
p  kg  in  unendliche  Entfernung  zu  heben,  braucht  man  nach  obiger 
Theorie  die  Arbeit 
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.  1,38  •  4000  •  28,3  r*«     , 

A  =  pr  = mkg. 

Um  nun  die  gesamte  Sonnenmasse  schichtenweise  zu  entfernen, 
braucht  man  nach  der  Summen-  oder  Schichtenformel  (Ing.  Math.  I 
Nr.  171)  die  Arbeit 

4000  . 1,38  •  28,3  •  r\n  4000  •  1,38  •  28,3  • « •  r  J 

A  = — mkg ^ mkg. 

Division  durch  425  giebt  die  entsprechende  Anzahl  von  Wärme- 
einheiten. 

Läfst  man  nun  das  Umgekehrte  stattfinden,  d.  h.  läfst  man  die 
einzelnen  entfernten  Schichten  aus  unendlicher  Entfernung  wieder 
herabfallen  (z.  B.  jede  erst  dann,  nachdem  die  vorhergehende  auf 
der  Sonne  angelangt  ist),  so  wird  bei  voUer  Umsetzung  der  ent- 
stehenden Arbeitsfähigkeit  in  Wärme  genau  dieselbe  Anzahl  von 
Wärmeeinheiten  erzeugt,  nämlich 

4000  . 1,88  •  28,3  •  rf« 
^  6 .  426  ^^  •  ^' 

Zum  Schlufs  ist  die  Masse  der  Sonne  wieder  auf 

1000.  fr^Ä- 1,38  kg 
angewachsen.     Auf  jedes  kg  der  Masse  kommen  also 

4000  •  1,38  •  28,3  •  r\n        84,9  r, 

W  =    - - ^  =  — !^  W-E 

'         6  .  425  .  i7  rj«  .  1,38  ^125    ^•-^- 

Setzt  man  hier  r^  =  95  000  •  7500  m,  so  ergiebt  sich  für  jedes 
kg  die  Wärmemenge 

Fl  =  28  466  000  W.-E. 

Wäre  diese  Wärme  in  der  Sonne  geblieben,  und  hätte  die  Sonnen- 
masse die  Kapazität  des  Wassers,  so  würde  also  die  durchschnittliche 
Sonnenwärme 

28  466  000«  C 
betragen. 

(Helmholtz  berechnet  nach  seiner  Methode  28  611000^0,  was 
nur  wenig  abweicht,  und  zwar  infolge  anderer  Annahme  der  Kon- 
stanten). 

Zieht  sich  nun  die  Sonne  von  dem  angenommenen  Radius  r^  auf  r, 

zusammen,  so  entsteht  nach  obigem  die  —fache  Wärmemenge.    Handelt 


Anziehjmg  der  homogenen  Eugelschale,  der  Yollkugel  und  der  Hohlkug^.     59 

es  sich  um  eine  Verkleinerung  des  Sonnenradius  um  10  Meilen,  so 
erhält  man  for  den  Bildungsprozefs  dieser  kleineren  Sonne  auf  jedes  kg 

W^  =  ^^^^^J"^"^  =  28  469  000  W.-E. 

Dies  giebt  für  die  gesamte  Sonnenmasse  ein  Mehr  von  62724  •  10**  W.-E. 
Findet  also  eine  solche,  ffir  das  unbewaffiiete  Auge  nicht  einmal 

sichtbare,  Kontraktion  statt  (sie  beträgt  ja  nur  ^^,  al»o  etwa  j^^ 

des  Durchmessers),  so  läfst  es  sich  wohl  erklären,  dafs  die  Sonne  in 
historischen  Zeiten  eine  Abnahme  der  Ausstrahlung  nicht 
beobachten  liefs.  Man  kann  geradezu  fragen,  auf  wie  viele  Jahre 
hinaus  die  soeben  berechnete  Wärmemenge  imstande  sein  würde,  die 
jetzige  Ausstrahlung  zu  decken.     Dies  soll  berechnet  werden. 

Mayer  versteht  unter  Grofskalorie  die  Wärmemenge,  die 
nötig  ist,  um  eine  Kubikmeile  Wasser  um  1®  C  zu  erwärmen ;  sie  ist 
also  gleich  40854»  10^®  W.-E.  Nach  den  Messungen  von  Pouillet 
strahlt  der  ganze  Sonnenkörper  in  1  Min.  1265  •  10'  Grofskalorien 
aus;  die  jährliche  Ausstrahlung  in  gewöhnlichen  Wärmeeinheiten 
beträgt  also: 

40  854  .  1265  - 144  •  865  •  10^«  =  27  163  •  10««  W.-E. 
Dividiert  man   das  obige  Ergebnis  durch  dieses,  so  erhält  man: 
P^^^:  =  2,3091  .  10»  =  2309,1  Jahre. 

Auf  so  lange  Zeit  wäre  also  die  Sonnenausstrahlung 
durch  jene  unscheinbare  Kontraktion  gedeckt. 

Erfolgt  die  genannte  Eontraktion  in  kürzerer  Zeit,  so  ist  sogar 
statt  einer  Abkühlung  eine  weitere  Erwärmung  möglich,  was  nach 
den  Berechnungen  Ritters  über  kosmische  Gaskugeln  durchaus  nicht 
unwahrscheinlich  erscheint.  Bei  zu  langsamer  Kontraktion  dagegen 
findet  Abkühlung  statt.    Auch  ein  Gleichgewichtszustand  ist  denkbar. 

Nach  Vi  olle  ist  die  Sonnenausstrahlung  etwas  gröfser,  nämlich 
auf  1  qm  1159000  W.-E  i.  d.  Min.,  d.h.  im  ganzen  38 860  10*« 
auf  das  Jahr,  statt  27  163  •  10*«.  Jene  Kontraktion  also  würde  nach 
diesen  Angaben  die  Ausstrahlung  nur  auf  1614  Jahre  decken. 

Helmholtz  hat  auf  Pouilletscher  Grundlage  für  ^^^  Kon- 
traktion 2289  Jahre  gefunden,  was  mit  dem  obigen  Ergebnis  für 
^  Kontraktion  gut  zusammenstimmt. 

Der  bekannte  Begründer  der  Wärmemechanik,  Mayer-Heilbronn, 
hatte  sich  die  Nichtabnahme  der  Wärme  bei  der  Sonne  nicht  durch 
eine  Kontraktion,  sondern  durch  eine  Art  von  Meteorregen  zu  erklären 
gesucht,  wo  die  aufschlagenden  Massen  ihre  Energie  in  Wärme  um- 
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zusetzen  haben.  Er  selbst  aber  hatte  gegen  diesen  Meteorregen  zu- 
gleich das  Bedenken  ausgesprochen^  dafs  er  die  Masse  der  Sonne  yer- 
gröfsem  und  die  TJmlaufszeit  der  Planeten  yerkürzen  würde;  deshalb  ver- 
suchte er  durch  einen  sogenannten  Centrifiigalprozess  eigentümlicher  Art 
seine  Theorie  zu  retten,  was  ihm  nicht  gelang.  Die  Helmholt zsche 
Idee  einer  dauernden  Kontraktion  infolge  der  Gravitationswirkung, 
der  als  Widerstand  die  Wirkung  der  Wärmeschwingungen  der  Mole- 
küle entgegenstehen,  macht  den  May  ersehen  Massenprozefs  über- 
flüssig; sie  läfst  sich,  wie  aus  obigem  ersichtlich,  in  elementarster 
Weise  auf  grund  der  May  ersehen  Umsetzungstheorie  entwickeln,  so 
weit,  dafs  man  in  der  Lage  ist,  alle  hierher  gehörigen  Arbeiten  der 
neueren  Physiker  zu  verfolgen  und  ihre  Berechnungen  zu  prüfen.  Von 
hier  aus  könnte  man  z.  B.  in  das  Studium  der  Ritterschen  Unter- 
suchungen über  die  Konstitution  gasförmiger  Weltkörper  eintreten, 
die  in  den  Poggendorfschen  Annalen  erschienen  und  auch  vereinigt 
im  Buchhandel  zu  haben  sind.  Man  hat  die  Ergebnisse  zwar  ange- 
zweifelt, aber  nicht  widerlegt.  Sie  stehen  und  fallen  mit  den 
angenommenen  physikalischen  Grundgesetzen.  Wer  Ritter  widerlegen 
will,  mufs  die  Gastheorie  in  ihren  Fundamenten  umgestalten. 

Das  Vorgetragene   wird   die  Wichtigkeit,   die  dem  Begriffe   des 
Selbstpotentials  beizulegen  ist,  einigermafsen  veranschaulichen. 


47)    Die    Anziehung    innerhalb    einer    Erdkugel,    deren 
Dichte   von   der   Oberfläche   zum   Centrum   hin   regelmäfsig 

von  <^ SB  2,5  bis  zu  einem 
^8-  *®  zu  berechnenden  Werte 

zunimmt,  während  die 
mittlere  Dichte  gleich 
5,6  ist. 

a)  Um  auch  ein  Prob- 
lem über  koncentrische 
Schichten  von  veränder- 
licher Dichte  zu  behandeln, 
wird  die  obige  Aufgabe 
gestellt. 

Auflösung.  Man  denke 

sich  einen  Kegel  (genauer 
einen  Sektor)  aus  der  Erdkugel  herausgeschnitten.     Ist  seine   obere 

Fläche   Gj   so  hat  er  in  Höhe  y   den  Querschnitt   Gy=G'~-      Ist 

das  spezifische  Gewicht  unten  p„,  oben  po,  so  ergiebt  sich  bei  regel- 
mäfsiger  Zunahme  nach  unten  für  die  Höhe  y  die  Dichte  p^^  aus 
der  Gleichung 
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also 


Py  =  Pu  —  y—z—' 


Die  Schicht  in  Höhe  y  fällt  also  ins  Gewicht  mit 

Gj, '  Pj,  =  G  -^ ' Pu  —  Gy^  '    "^,     • 

Für    die   Summe    der   Schichten    von   y  ^^  o    bis   y  =  yi   giebt 
die  Schichtenformel 


1) 


G 


Pu     Vj 

r*'  8 


G 


Pu-Po     Vi 


also  für  die  Schichten  Ton  y  =  o  bis  y  =  y^ 


G 


Gr 


Gr 


3 


r  —  G(pu  —  JPo)j  =  12  [4jPu  —  3i)„  +  3jpJ  =  — |>^  +  3|}o]- 
Der  ganze  Eegel  hat  aber  bei  einer  mittleren  Dichte  5,6  die  Masse 


also  ist 

d.h. 
also 


öj5,6, 

^{j>u  +  Spo]=G'-5ß 

Pu  +  ^Po  =  4t'  5,6  =  22,4 
Pu  =  22,4  —  3jpo  =  22,4  —  7,5  =  14,9 , 


d.  h.  etwas  höher,  als  die  Dichte  des  Quecksilbers  (13,59). 

So  kann  man   für  jedes  beliebige  Zunahmegesetz  die  Dichte  im 
Centrum  berechnen.    Die  Astronomie  giebt  in  der  Regel  12  als  wahr- 
scheinliches   spezifisches   Gewicht    im    Erd- 
kern an.  ''»«  3« 

b)  Aufgabe.  Wie  stark  ist  die  An- 
ziehung im  Innern  dieser  Kugel  und 
zwar  in  Entfernung  y  vom  Mittel- 
punkte? 

AuflöBong.  Vorher  war  die  Masse  des 
Kegels  Yon  o  bis  y^  berechnet  als 

Für  die  Kugel  mit  Radius  ^^  findet  man  also 
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Diese  Masse  ist  im  Mittelpunkte  koncentriert  zu  denken^  .und  da  nur 
der  Kern  anziehend  wirkt^  erhält  man  die  Anziehung  durch  Multiph- 

kation  mit  -x-     Sie  ist  also 

vi 

Hier  ist  pu  =  14,9  und  po  =  2,5  einzusetzen. 

48)  Aufgabe.  Von  der  Oberfläche  bis  zur  Mitte  reiche 
ein  mit  Wasser  angefüllter  Schacht  von  1  qm  Querschnitt. 
Wie  stark  ist  der  Wasserdruck  pro  qm  im  Centrum  der  Kugel? 

Auflösung.     Aus 

ergiebt  sich  das  Anziehungsdiagramm  für  den  ganzen  Badius.     Die 
Schichtenformel  ergiebt  von  o  bis  r  als  Diagrammfläche 

-^JP«  2  —  7(2^«  —Po)  3  =  -3- [2  jp^  —  {pu—p^^ 

oder 

-3-  [Pi*  +  Po]  . 

Die  mittlere  Anziehung  ist  (da  r  die  Grundlinie  des  Diagramms 
bedeutet) 

^(PuH-l>c,). 
Wirkte  überall  die  obere  Anziehung 

~  [4p„r  —  3  (p,  —  po)r]  =  ^[pa  +  3pJ, 

die  1  Tonne  pro  Meter  Höhe  giebt,  so  würde  es  sich  um  860  •  7500 
Tonnen  handeln.     So  aber  handelt  es  sich  um 

860  .  7500 -? =  860  •  7500-^^-  =  860  •  7500  -  i^* 

=  5  010  200  Tonnen  (gegen  3  250  000  Tonnen  bei  homogener  Erd- 
kugel vom  spezifischen  Gewichte  5,6). 

49)  Aufgabe.  Wie  schwer  würde  der  Druck  im  Centrum 
sein,  wenn  der  Schacht  von  1  qm  Querschnitt  mit  einem  be- 
weglichen Kerne  ausgefüllt  würde^  dessen  Dichte  an  jeder 
Stelle  \j  die  oben  für  diese  berechnete  ist? 
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AnflöBong.     Multipliziert  man  die  für  y  berechnete  Dichte 

mit  der  dort  wirkenden  Anziehung,  so  giebt  die  Schicht  von  1  m  Dicke 
dort  den  Anteil 

3^.[4l>„f y  -  3 (p^  -  Tß^Wpj  -  (p„  -  i>,)y]  = 

1)  37^[4l>Vy  -  -IpjiV.  -vy  +  3(D,  -1>.)V]. 

Bildet  man  das  Anziehungsdiagramm,  so  ist  dessen  Fläche  nach 
der  Schichtenformel 


srr* 


3 

seine  mittlere  Höhe  also 

Die  oben  wirkende  Anziehung  ist  aber  nach  1),  wo  y  =  r  zu 
setzen  ist,  gleich 

und  giebt  2,5  Tonnen  Druck  auf  das  Meter  Höhe 

Herrscht  sie  überall,  so  würde  es  sich  um  2,5  •  860  •  7500  Tonnen 
handeln.     So  aber  handelt  es  sich  um 

2,5  .  860  .  7600  ■  ^^  t-J^M^!^«  Tonnen. 
Setzt  man  wieder  p  =  14,9  und  p^  =  2,5,  so  erhält  man 

statt  18200000  Tonnen  bei  homogener  Erde  von  mittlerer  Dichte  5,6. 
Der  grofse  Unterschied  erklärt  sich  daraus,  dafs  bei  der  homogenen 
Erde  die  Abnahme  der  Anziehung  nach  unten  hin  weit  schneller  vor 
sich  geht,  da  die  nicht  mehr  anziehenden  Aufsenschichten  von  grofser 
Fläche  sind  und  viel  Masse  enthalten.  Bei  dem  vorliegenden  Problem 
enthalten  aber  gerade  die  grofsflächigen  Schichten  verhältnismäfsig 
wenig  Masse. 
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50)  Aufgabe.    Das  Potential  dieser  Kugel  für  alle  Raum- 
punkte zu  finden. 

Aufl58ung.     Hebung  im  Schachte  erfordert  von  M  bis  y^  weil 

die  Anziehung  bei  y  ist,  die  Arbeit 

1)      ir[^Pu4  -Hpu-  Po)t\  =  fri^  p.^y'  -  (Pu  -  Po)y']  ■ 

Also:  Hebung  bis  r  erfordert 

2)  "^[^Pu  -  (P.  -  Po)]  =  T-'ti'»  +  Po]  -  -8-"'4  . 

Hebung  von  r  bis  (x>  erfordert 

Folglich    ist   das   Potential   im   Innern   bei   Abstand   y   gleich 
2)  +  3)  —  1)  oder 


3  (17,4  +  22,4)  -  3^[2p„ry»  -  (p„  -  p,)y»] 

=  T^39,8- ^'[29,8 r- 12,4. y]. 
Das  Potential  für  äufsere  Punkte  in  Entfernung  q  ist  gleich 

W»!  82,4 r^« 

Q   ~    ^    Q 

Damit  ist  auch  diese  Aufgabe  vollständig  erledigt. 

In  ähnlicher  Weise  würde  man  zu  rechnen  haben,  wenn  man  fär 
die  Dichte  im  Centrum  der  Erde  den  Wert  12  oder  überhaupt  das 
von  Laplace  für  die  Zimahme  der  Dichte  nach  der  Mitte  hin  auf- 
gestellte Gesetz  zu  Gftmde  legen  wollte.  Alle  Berechnungen  dieser 
Art  können  also  mit  elementaren  Hilfsmitteln  erledigt  werden. 
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Die  einfachsten  Eraftröhren  nnd  Niveanfläclien; 
Zelleneinteilnng  des  fiamnes  und  physikalische 

Anwendungen. 


51)  Anziehung  des  Mittelpunktes  auf  eine  homogene 
Massenbelegung  der  Eugelschale.  Die  Lehre  vom  Magnetismus 
und  der  Elektrizität  erfordert  einige  elementare  Betrachtungen,  die 
für  das  Folgende  sehr  wichtig  sind.  Man  denke  sich  im  Mittelpunkte 
der  Kugel  eine  Masse  m,  auf  ihrer  Oberfläche  eine  homogene  Belegung 
mit  ponderabler  Masse,  deren  Dichtigkeit  in  jedem  Punkte  dieselbe 
sei,  so  dafs  auf  die  Flächeneinheit  z.  B.  die  Masse  ö  kommt.  Man 
nennt    dann   d   die   Dichtigkeit.     Die   Belegung    selbst   ist   von   der 

Menge  m^  =  Aq^xö.    Jede  Einheit  der  Masse  wird  mit  der  Kraft  -,•  1 

nach  innen  gezogen,  die  Belegung  jeder  Flächeneinheit  mit  der  Kraft  — ^ 
(yorausgesetzt,  dafs  q  weit  gröfser  ist  als  1,  damit  die  Kräfte  als 
parallel  gelten  können),  jede  kleine  Fläche  f  mit  der  Kraft  — ,-  •  [Im 
Hohlräume  ist  das  Potential  der  Belegung  konstant  gleich  dem  an  der 
Oberfläche  geltenden,  d.  h.  gleich  —  =  4^Qjt8,  das  des  Massen- 
punktes im  Centrum  ist  für  die  Entfernung  r  gleich  — ,  also  ist  für 
jeden  Punkt  im  Hohlräume  das  Potential  gleich  — |-  4(>;rd,  für  jeden 

äufseren  Punkt  gleich  — | — «J    Für  verschiedene  koncentrische 

Kugeln  handelt  es  sich  in  Bezug  auf  die  Masseneinheit  um  die  An- 
Ziehungen  |>j  =  —   und  j}g  =  —,    so    dafs  Pi^Q\n  =  P^^qI^    oder 

PiO^^p^  Og  ist.  Beschränkt  man  die  Betrachtung  auf  eine  Pyramide 
oder  einen  Kegel  mit  der  Spitze  im  Centrum,  der  von  jeder  Kugel- 
fläche —  abschneidet,  so  dal^  die  Schnittflächen  JF\  =  — ^  und  i*l  =  --7 
sind,  80  folgt  JPiJPi  =»  j^ji^g- 

HolxmttUer,  Ing.- Math .  11 ,  Fotantialtheorie.  5 
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52)  Einteilung  der  Kugelfläche  in  gleiche  Felder.  In 
der  Elektrizitätslehre  ist  es  für  die  Faradaysche  Auffassung  Ton 
Wichtigkeit,  die  Kugelfläche  in  gleiche  Felder  einzuteilen.  Dies  ge- 
schieht am  bequemsten  so,  dafs  man  eine  Achse,  z.  B.  DK.  in  gleiche 
Teile  einteilt  und  durch  die  Teilpunkte  Normalschnitte  legt,  die  auf 
der  Fläche  die  sogenannten  Parallelkreise  geben.  Die  Zonen  haben 
sämtlich  dieselbe  Fläche,  nämlich,  wenn  n  die  Anzahl  der  Teile  der 

Achse  d  ist,  die  Fläche = Die  Einteilunir  ist  also  eine 

andere  als  die  beim  Globus  gebrauchliche,  wie  sie  in  Fig.  41  dargestellt 

ist.  Sodann  führt  man  Meridian- 
Schnitte,  die  unter  gleichen 
Winkeln  aufeinander  folgen. 
Ihre  Verzeichnung  im  Aufrifs 
kann  erfolgen,   indem  man  den 

Quadranten  DS^  in  gleiche  Teile 
teilt,  von  den  Teilpunkten  aus 
Lote  GPi,  FQ^,  EB^  auf  den 
horizontalen  Durchmesser  fällt, 
die  symmetrischen  Punkte 
P,  (?,  B,  /S  zu  den  Fufspunkten 
bildet  und  durch  jedes  Paar 
und  die  Pole,  z.  B.  durch  P,  P^, 
K  und  D  die  entsprechenden 
Ellipsen  legt.  Bei  vollständiger 
Zeichnung  würde  es  sich  in  der 
Figur  um  8  •  16  =  128  Teile 
handeln.    Für  den  Radius  1  hätte  also  jedes  „Rechteck"  der  Kugelfläche 

den  Inhalt  F  =  t^  •  Hätte  man  doppelt  so  grofse  Teilzahlen  ge- 
nommen, so  würde  man  4  •  128  =  512  Teile  erhalten  haben.  DK 
heifst  die  Achse  der  Einteilung. 

Die  Neigungen  der  Radien  08^,  OE,  OF,  OG  und  OD  folgen 

allgemeiner  einer  arithmetischen  Reihe  0,  ~-,  2zr-,  3^r-,  ....  n— -• 

Die  Radien  08^,  OH,  OJ,  OL,  OK  dagegen  folgen  so  aufeinander^ 
dnfs    die  Cosinus   ihrer  Abweichungen  gegen  OK  eine  arithmetische 

12       3  n 

Reihe  0,  — ,  — ,  — ,  ....  —  bilden.    Auf  das  letztere  kommen  wir  noch 

einmal  zurück. 

Verbindet  man  jeden  Schnittpunkt  auf  der  Oberfläche  mit  dem 
Kugelcentrum  0,  so  erhält  man  im  ersten  Falle  128,  im  zweiten 
512  Pyramiden.  Je  gröfser  die  Teilzahl  genommen  wird,  um  so  mehr 
darf  man  ihre  Grundflächen  als  eben  betrachten.    Ist  die  Orundfläche 


Die  einfachsten  EraftrÖhren  und  Niveauflächen  etc. 


67 


der    128.,    bezw.    der   512.  Teil   der   Oberfläche   4«,    so   sagt   man, 
der    körperliche   Winkel    der   Pyramide   sei    von   der   Gröfse 


128 


bezw. 


Alt 
512 


Trotz  des  verschiedenen  Aussehens  haben  sämtliche  Pyra- 


miden denselben  körperlichen  Winkel. 


Fig.  41. 


53)  Kraftflufs  und  Kraftröhren;  Geschwindigkeits- 
potential. Die  neuere  Physik  betrachtet  die  elektrischen  Anziehungen 
nicht  als  momentan  in  Wirksamkeit  tretende  Femwirkungen,  sondern 
als  zeitlich  von  Molekül  auf  Molekül  sich  fortpflanzende  Wirkungen. 
Für  die  obige  Gentralmasse  war  pO  eine  konstante  Gröfse,  die  stets 

gleich  -j  4r*Ä  =  43rm  ist.     Dieses   konstante  Produkt   aus   Einheits- 

krafb  und  Oberfläche  bezeichnet  Faraday  als  den  vom  Centrum 
ausgehenden  Kraftflufs.  Beschränkt 
man  die  Betrachtung  auf  eine  der  be- 
sprochenen Pyramiden,  so  ist  die  Gröfse 
des  Kraftflusses  für  diese  gleich  der  Kon- 
stanten pF.  Jede  dieser  Pyramiden  wird 
als  eine  Kraftröhre  bezeichnet.  Der 
Kraftflufs  geschieht  in  ihr  in  ähnlicher 
Weise,  als  ob  eine  inkompressible  Flüssig- 
keit von  0  nach  dem  Felde  der  Kugel- 
oberfläche oder  von  dort  aus  zurück- 
flösse. 

Man    kann    sich    die   Kraftröhre   in 
Zellen  eingeteilt  denken.     Tritt   in    jede 

Zelle  ebenso  viel  Kraftflufs  bezw.  Flüssigkeit  ein,  wie  aus,  so  setzen 
Faraday  und  Maxwell  ihren  Kraftflufs  gleich  Null,  Poisson  dagegen 
hat  den  Kraftflufs  als  Spannung  der  Zelle  bezeichnet.  Darüber  wird 
später  ausführlicher  gesprochen  werden.  Die  Mittellinien  der  Kraft- 
röhren werden  häufig  als  Kraftlinien  bezeichnet. 

Um  ein  klares  Bild  zu  erhalten,  denke  man  sich  in  einer  solchen 
Kraftröhre  eine  inkompressible  Flüssigkeit,  bei  0  eine  Öffnung, 
aus  der  sie  ausfliefst,  während  von  oben  her  der  Verlust  durch 
Nachfüllen  kontinuierlich  ersetzt  wird.  Dann  ist  die  Geschwindig- 
keit an  jeder  Stelle  wie  grofs?  Da  durch  jeden  Querschnitt  F^yF^^F^,.. 
in  der  Zeiteinheit  dieselbe  Menge  fliefst,  verhalten  sich  die  Ge- 
schwindigkeiten umgekehrt  wie  die  Quadrate  der  Radien. 
Ist  also  V  für  den  Radius   1   gleich  1,    so    ist  es   für  den  Radius  r 

gleich  -i'      Dies    entspricht   ganz   der   anziehenden   Wirkung 

einer  Masse   1  auf  die  Masseneinheit,    die  in  Entfernung  r 

6* 
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Fig.  42. 


ebenfalls   gleich  -^  ist.     Dasselbe  gilt  von   der   entgegengesetzten 

Bewegung.    Vei^l.  Fig.  42. 

Nun   waren   nach   Nr.  18   die   Abstände 

Y,  Y,  -3-,  j,  y  .  .  .  .    solche,   für    welche   die 

Potentialwerte  der  Reihe  nach  gleich  1,  2, 
3,  4,  5  .  .  .  sind,  also  in  arithmetischer 
Reihe  aufeinander  folgen.  Die  Anziehungen 
aber  waren  der  Reihe  nach  gleich  1,  4,  9, 
16,  25  . . .    An  jeder  Stelle  ist  p  •  JF  =  c,  denn 

Pi :  A  =  Fg  :  -Fl  =  fi  :  rf  =  ~  :  -J. 

An  jeder  Stelle  ist  femer  nach  Nr.  11  p  gleich 

bezw.   proportional    dem    Potentialgefalle    G, 

denn 

1       1 


p  =  JcG  =  Jc 


w 


=  Jcm  — 


Da  nun  p  und  v  in  beiden  Problemen   dem- 
selben Gesetze  folgen,   also  einander  propor- 
tional   sind,    so    gelten    für    die    Strömung 
erstens  die  genannten  Zahlenverhältnisse,  zweitens  geht  pF  =  c  über 

in  vF==c,  drittens  ist 

1       1 


V  =  kG  =  k 


Yi-Ii- 


w 


=  hm-^ 


r,  —  r. 


Jetzt  ist  k  irgend  eine  Konstante,  von  der,  wie  aus  der  letzten  Formel 
hervorgeht,  die  Geschwindigkeit  abhängig  ist.  Man  kann  sie  als  einen 
Leitungskoeffizienten  oder  eineWiderstandskonstante  auffassen. 

Da  aus  der  PotentialdifiFerenz  jetzt  nicht  eine  Kraft,  sondern  eine 
Geschwindigkeit  abgeleitet  wird,  hat  das  Potential  nicht  mehr  die 
Bedeutung  einer  Kraftfunktion,  sondern  die  einer  Geschwindigkeits- 
funktion. Helmholtz  hat  dafür  den  Namen  Geschwindigkeits- 
potential eingeführt. 

Vorher  war,  wenn  man  7c  =  1  gesetzt  hatte, 

Fj  —  V^  =  pw  =  Arbeit  =  Kraft  mal  Kraftweg, 
jetzt  ist 

Fg  —  Vi  =  V  '  w  =  Geschwindigkeit  mal  Geschwindigkeitsweg. 

Die  kleine  Potentialdifferenz  bedeutet  also  jetzt  das 
Produkt  aus  der  kleinen  Verschiebung  und  der  (mittleren) 
Geschwindigkeit,  mit  der  sie  zurückgelegt  wird. 


Die  einfachaten  Krafiröhren  and  Niveauflächen  etc.  69 

Bei  einem  längeren  Wege  handelte  es  sich  früher  um  die  Summe 
von  Arbeiten,  d.  h.  um  Epw,  hier  um  die  Summe  der  Produkte 
aus  den  kleinen  Verschiebungen  und  den  zugehörigen  Ge- 
schwindigkeiten, also  um  2^vfjo, 

Eine  solche  Flüssigkeit  ist  allerdings  nur  eine  gedachte,  ideale. 
Ihre  Eigenschaften  können  erst  später,  bei  den  allgemeinen  Problemen, 
dargestellt  werden.  Aber  die  Einführung  des  Begriffes  Geschwindigkeits- 
potential gestattet  eine  kurze  Ausdrucksweise,  ohne  dabei  über  die  Natur 
des  betreffenden  Jluidums  (Wärme,  Elektrizität)  irgend  welche  hypo- 
thetischen Voraussetzungen  zu  beanspruchen.  Helmholtz  bezeichnet 
die  B[raftröhre  als  Stromfaden,  jede  ihn  begrenzende  Kraftlinie  als 
Stromlinie. 

Helmholtz  hätte  ebenso  gut  eine  elastische  Flüssigkeit  von 
konstanter  Geschwindigkeit  und  veränderlicher  Dichte  betrachten 
können,  die  nach  den  entsprechenden  Gesetzen  in  den  Kraftröhren 
fiiefst.  Soll  eine  solche  Strömung  stationär  sein,  so  müssen  die 
Dichtigkeiten  S  sich  umgekehrt  wie  die  Querschnitte  verhalten,  also 


und 

i_i 

w  r,  -  r, 

Jetzt  würde  (Ä  =  1  gesetzt) 

F,  —  Fl  =  8w 

sein,  d.  h.  die  Potentialdifferenz  gleich  dem  Produkte  aus  der 
kleinen  Verschiebung  und  der  zugehörigen  (mittleren)  Dichte. 
Das  Potential  wäre  analog  als  Dichtigkeitspotential  zu  bezeichnen. 
Nimmt  man  in  irgend  einem  Material  konstante  Geschwindigkeit 
eines  elektrischen  Fluidums  an,  so  entspricht  die  obige  Annahme 
ganz  ebenso  dem  Ohmschen  Gesetze  für  die  elektrische  Strömung  in 
einem  Drahte  von  veränderlichem  Querschnitte  F,  wie  die  des  Helm- 
holtzschen  Fluidums. 

54)  Das  Ohmsche  Gesetz. 

In  homogenen  Drähten  von  überall  gleichem  Querschnitte  handelt 
es  sich  für  gleiche  Abstände  um  gleiche  Potentialdiflferenzen.  Die 
Potentialdiflferenz  längs  einer  Strecke  ist  nämlich  die  mechanische  Arbeit, 
die  der  stationäre  Strom  nötig  hat,  um  die  Elektrizitätsmenge  1  durch 
die  Widerstände,  welche  diese  Strecke  bietet,  hindurchzuführen.  Ist 
die  Potentialdifferenz  gleich  1,  die  Länge  gleich  1  und  der  Querschnitt 
gleich   1,    so   dauert   es,   je   nach   dem   Material   des   Drahtes,   eine 
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gewisse  Zeit  q,  bis  die  Einheit  der  Elektrizitätsmenge  einen  der 
Querschnitte  passiert  hat.  Je  gröfser  diese  Zeit  ist,  um  so  gröfser 
ist  der  Widerstand  des  Materials  an  sich,  um  so  geringer  seine 
Leitungsfähigkeit.  Daher  heilst  q  der  spezifische  Widerstand, 
d.  h.    der   auf  die   obigen  Einheiten   reduzierte  Widerstand.     In  der 

Sekunde  geht  dann  durch  den  Querschnitt  die  elektrische  Menge  —  =  A, 

und  diese  Gröfse  heifst  das  spezifische  Leitungsvermögen  des 
Materials. 

Ist  nun  die  Fläche  des  Querschnitts  F  mal  so  grofs,  so  geht 
die  -Ffache  Menge  von  Elektrizität  hindurch,  ist  die  Länge  l  mal 
so  grofs,  der  Widerstand  also  der  i fache,  so  geht  der  Ite  Teil  hin- 
durch, ist  die  PotentialdiflFerenz  nicht  1,  sondern  (Fg  —  Fj),  so  geht 
das  (Fg  —  Fl)  fache  hindurch.  Für  einen  Draht  von  Länge  l  und 
Querschnitt  F  ist  also  bei  gegebener  Potentialdifferenz  Fg  —  Fj  die 
jeden  Querschnitt  sekundlich  passierende  Elektrizitätsmenge 

I=\F(r,-V,)  =  XFG, 
also  ist 

WO   W  den  wirklichen  Widerstand  des  Drahtes  bedeuten  soll. 

Dies  ist  der  Ausdruck  für  das  Ohmsche  Gesetz.  Man 
bezeichnet  I  als  die  Stromstärke  (Intensität  der  Strömung),  G  ist 
wieder  das  Potentialgefalle. 

Ist  V  die  Geschwindigkeit,  F  der  Querschnitt,  d  die  Dichte, 
d.  h.  die  mittlere  Elektrizitätsmenge  auf  der  Raumeinheit,  so  ist  die 
Stromstärke  zugleich 

I=övF. 

Durch  Gleichsetzung   erhält   man  als  Formel  für  die  Stromdichte 

*  =  -  ?* 7--^  =  -  G  =  kG, 

V  l  V  ' 

wo  k  eine  konstante  Gröfse  ist. 

Handelt  es  sich  nun  um  eine  fingierte  elektrische  Strömung  in 
einem  den  Raum  homogen  erfüllenden  Mittel,  die  von  dem  Punkte  O 
aus  nach  allen  Seiten  dem  unendlichen  Bereiche  zuströmt,  so  wird 
man  den  Forderungen  des  Ohm  sehen  Gesetzes  gerecht,  wenn  man 
sich  in  0  einen  Pol  von  irgend  welcher  Polstärke  m  denkt,  der  die 

elektrische  positive  Einheit  mit  der  Kraft  -,  abstöfst  (die  entgegen- 

iresetzte  anzieht),  so  dafs  -    das  Potential  und die  Potential- 

differenz  Fg  —  F^  ist.     Jetzt  würde  die  Stromdichte  sein 
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_1  _^  1 

^     U—r,  1 

[Ist  r  unendlich  grofs^  so  giebt  eine  endliche  Verschiebung  e  die 


Anziehungsdifferenz 


(r  +  e)«        r« 


^  '  -1 


K'+v)' 


e 


was    gleich  Null   ist,   sobald   —  unendlich  klein  wird.     Ist  aber  die 

Anziehung  überall  dieselbe,  so  ist  das  Arbeitsdiagramm  ein  Rechteck, 
gleichen  Strecken  also  entsprechen  gleiche  Potentialdifferenzen,  und 
dies  entspricht  dem  Ohm  sehen  Gesetze,  d.  h.  die  Bewegung  im 
Drahte  überall  gleichen  Querschnitts  ist  ein  besonderer  FaU  der  obigen 
Strömung,  nur  ist  der  Draht  unendlich  lang  zu  denken]. 

Beiläufig  sei  bemerkt,  dafs  nach  obiger  Definition  die  Potential- 
differenz in  einem  Drahte  von  Länge  l  die  auf  die  elektrische  Menge  1 
reduzierte  Stromarbeit  (Überwinden  von  Widerständen)  war,  dafs  also 

Ti  i.     j.-  ij'a»  Stromarheit 

rotentialdinerenz  =  „,  ^  .  ..„ . 

Elektrizitätsmenge 

Daraus  folgt 

T»  i     j.«  ij'Ä»  Stromarbeit  pro  Sekunde  L 

rotentialdinerenz  =  r^i^rr^M^x ö-i  -j-  =  ->  • 

blektnzitätsmeiige  pro  Sekunde        / 

Nach  obigem  aber  war  zugleich 

r,-v,^i.(Ql)==iw 

d.  h.  Potentialdifferenz  gleich  Stromstärke  mal  wirklicher 
Widerstand,    d.  h.  z.  B.  Anzahl    der   Volt   gleich  Anzahl    der 

Ampere    mal    Anzahl    der    Ohm.      Daraus   folgt   IW=j   oder 

L  =  WP.  Näheres  darüber  ist  im  Anhange  gezeigt,  wo  es  sich  um 
die  elektrischen  Einheiten  handelt. 

55)  Ähnlich  ist  es  mit  den  stationären  Strömen  der 
Wärme,  nur  treten  hier  an  Stelle  der  Potentialdifferenzen  Temperatur- 
unterschiede, an  Stelle  der  hypothetischen  Elektrizitätsmengen  Wärme- 
mengen. Weil  in  jede  Zelle  ebensoviel  Wärme  einströmt,  wie  aus 
ihr   ausströmt,    so   bleibt    die  Temperatur    an   jeder  Stelle   konstant. 

An  Stelle  der  durch  den  Querschnitt  strömenden  Elektrizitätsmenge 

y  y 

I  =  XF-^ — - '^^  kFG   tritt  jetzt   die  hypothetische  Wärmemenge 

2»  2* 

I  =]cF-^ — -  =  1cFG.    Darauf  soU  jetzt  nicht  näher  eingegangen 

werden.     Die  Betrachtungen  würden  fast  wörtlich  dieselben  sein. 
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Haben  nun  die  Kraftröhren  sämtlich  denselben  körperlichen 
Winkel,  so  fliefst  in  allen  (unter  gleichen  Umstanden)  dieselbe 
Flüfsigkeitsmenge,  bei  dem  Anziehungsprobleme  dagegen  ist  in  allen 
pF  dieselbe  Konstante.     Sie  sind  also  potentiell  gleichwertig. 

56)  Zelleneinteilung  des  Raumes.  Legt  man  nun  um  0 
koncentrische  Kugeln,  deren  Radienunterschiede  gleichen  Potential- 
differenzen entsprechen,  also  z.  B.  mit  den  aus  Fig.  10  zu  ent- 
nehmenden Radien 


m 
0 


oo 


m    m    m    m    m 


so  wird  der  Raum  in  rechteckige  Zellen  eingeteilt,  die  ebenfalls 
potentiell  gleichwertig  sind.     Die  genannte  Reihe  entspricht  bei 

Masse  w  =  1  oder  elektrischer 
Fig.  48.  Ladung  1  den  Potentialwerten 

^  0,  1,  2,  3,  4,  5,  ... 

In  der  Zeichnung  be- 
deutet die  linke  Hälfte  die 
Ansicht  der  Einheitskugel  von 
aufsen,  die  rechte  den  Schnitt 
in  der  Ebene  der  Zeichnung. 
Man  beachte  dabei,  dafs  die 
Längen  MÄ,  MB^  MC  und 
MB  die  Cosinus  der  Pol- 
distanzen jÖ^i,  DB^y  DCi 
und  0  sind,  die  also  in  gleichen 
Literyallen  aufeinander  folgen, 
so  dafs  die  Cosinus  der 
Poldistanzen  bei  dieser 
Einteilung  ebenso,  wie  die  umgekehrten  Werte  der  Radien 
eine  arithmetische  Reihe  bilden.  Dasselbe  gilt  von  den 
Meridianen,  deren  Abweichungen,  wie  die  geographischen 
Längen,  Ton  einem  Meridian  Null  aus  zu  messen  sind. 

Diese  graphischen  Darstellungen  des  Potentialzustandes  im 
„elektrischen"  oder  „magnetischen  Felde"  geben  nun  verein- 
fachte Anschauungen.  Zunächst  aber  sei  ein  Vergleich  für  verschiedene 
elektrische  Ladungen  gemacht. 

57)  Anzahl  der  Kraftlinien  für  verschiedene  Ladungen. 
.    Ein  Konduktor  vom  Radius  1   erhalte  die  Ladung  von  12,  ein 
anderer   von  gleichem  Radius  die  Ladung  von  48  elektrischen  Ein- 
heiten.   Teilt  man  die  Oberfläche  des  einen  wie  vorher  in  128  gleiche 
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Felder  ein,  so  kommt  auf  jeden  Teil  ^^  =  ^  der  Einlieitswirkung. 

Teilt  man  die  Oberfläche  des  anderen  in  512  gleiche  Felder  ein,  so 

kommt  auf  jeden  Teil   ^^  ss  A  der  Einheitswirkung.     Die   Eraft- 

röhren  beider  Einteilungen  sind  demnach  potentiell  gleich- 
wertig.   Also: 

Gleichwertigkeit  der  Kraftröhren  bei  verschiedenen 
Ladungen  findet  statt,  wenn  ihre  Anzahlen  den  Ladungen 
proportional  sind. 

SoUen  nun  bei  der  ersten  Ladung  die  Radien  der  Kugeln  so  auf- 
einander folgen,  dafs  von  Kugelfläche  zu  Kugelfläche  die  Potential- 
differenz gleich  1  ist,  dalüs  also  die  Potentialwerte  der  Reihe 

0,  1,  2,  3,  4,  5,  6  .  . . 

folgen,  so  müssen  sich  die  Radien  ergeben  aus  den  Potential  werten 

•  ^^1«  ^y    6  f    4  >    9  >    /12\  9     2  O,    .  .  . 

als  r  =  oo,  12,  6,  4,  3,  2,4,  2,  . . .  oder  als 

*"  0^     1>     2^     8>    4?     5>     6»'*'' 

Bei  der  zweiten  Ladung  dagegen  erhält  man  dieselben  Potential- 
differenzen bei  den  Radien 

48       ^^^f§f^^ 


So  erhält  man  für  beide  Probleme  gleichwertige  Raum- 
zellen und  damit  für  jedes  eine  Art  von  potentiellem  Koordinaten- 
system. Die  Arbeit  von  Fläche  zu  Fläche  ist  in  beiden  Systemen  die- 
selbe, und  bei  homogener  Belegung  eines  beliebigen  Feldes  mit  Masse 
übt  die  Einheit  in  0  bei  beiden  Problemen  dieselbe  Anziehung  aus. 

Man  hat  sich  geeinigt,  die  Anzahl  der  von  einer  Central- 
masse tn  ausgehenden  Kraftlinien  oder  Kraftröhren    gleich 
dem  Kraftflusse  4nm  zu  setzen,  so  dafs  auf  jede  der  Kraft 
flufs  1   kommt.     Auf  jedes  Quadratcentimeter  einer  koncentrischen 

Kugelfläche  kommen  dann  j-j-  =  -^  Kraftröhren,  was  mit  dem  Aus- 
drucke für  die  öröfse  der  Anziehung  übereinstimmt  und  als  Feld- 
stärke für  die  betreffende  Stelle  bezeichnet  wird.  Die  Kugeloberflächo 
ist  also  in  4;rw  gleichgrofse  Felder  eingeteilt  zu  denken.  Die  Ver- 
doppelung der  Ladung  m  giebt  Verdoppelung  der  Kraftröhren-  und 
Verdoppelung  der  Zellenzahl  in  jeder  Röhre.  Fafst  man  die  gleichen 
Zonen   der  obigen  Einteilung  als  Grundflächen    der  Pyramiden    auf, 
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und  ist  ihre  Zahl  und  ebeViso  die  der  Kraftröhren  z.  B.  gleich  20,  so 

20 

folgt  aus  4:jtm  =  20,   dafs  man  die  Centralnaasse  m  als  —  =  1,592 

angenommen    hat.      Der   Kraftflufs    in    jeder    der   Röhren    ist    stet« 
gleich  1,  bei  Querschnitt  F  ist  er  also  für  jedes  Quadratcentimeter 

gleich  ^ ,  bei  unserer  Zoneneinteilung  also  -^-^  =  ^ «  =  i ;  was 

20 

wieder  die  Feldstärke  giebt.     Also:  Feldstärke  gleich  Kraftflufs 

pro  Quadratcentimeter  Querschnitts- 
Fig.  44.  fläche. 

Bisweilen  wird  die  einzelne  Kraflröhre 
auch  in  Gestalt  eines  Kreiskegels  an- 
genommen. Dies  giebt  Veranlassung  zu 
folgender 


58)  Aufgabe:  Ein  Kreiskegel  habe 
im  Hauptschnitt  den  Winkel  AMB  =  a 
(die  Seite  MA  sei  =  r).  Wie  grofs  ist 
sein  körperlicher  Winkel? 

Auflösung.  Es  fragt  sich,  den  wie- 
vielten Teil  der  Kugeloberfläche  die  Kalotte  ABB  von  Höhe  CD  =  h 
ausmacht.     Ihre  Fläche  ist  gleich  2rythj  also  da 


h 


ist,  gleich 


Demnach  ist 


=  r  —  MC  =  r  —  r  cos  ^  =  r  (1  —  ^^^^) 
2r7tr(l  —  cösf)  ==  2r*;r(l  —  cos-|)- 


Kalotte 
Eugelfläche 


2r*n  (1  —  cos— I 


C08^ 


^r*7t 


Bei  dem  Monde,  der  Sonne,  dem  Jupiter  u.  s.  w.  würde  a  den  schein- 
baren Durchmesser  in  Bogengraden  (Minuten,  Sekunden,  .  . .)  bedeuten. 
Man  kann  also  ausrechnen,  den  wievielten  Teil  des  scheinbaren 
Himmelsgewölbes  sie  bedecken.  Bei  der  Sonne  handelt  es  sich  um 
a  =  32'  0",88.  Dagegen  nennt  man  den  halben  Bogen,  unter  dem  von 
ihr  aus  die  Erde  erscheint,  die  Sonnenparallaxe.    Der  ganze  Bogen  ist 


etwa  das 


1719 
195000 


von  ccj  nach  Encke  genau  ß 
ß 


16",14232.    Demnach 


1  —  cos 


würde  der  Bruch 


z.  B.  angeben,     der    wievielte    Teil     der 


Wärmeausstrahlung  der  Sonne  unserer  Erde  zu  gute  kommt.     Auch 
hier  handelt  es  sich  um  die  Berechnung  eines  Kraftflusses. 
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n 


G 


D 


59)  Andeutungen  über  die  Kraftlinien.  Früher  wurden  die 
Kraftlinien  einfach  als  diejenigen  Kurren  betrachtet^  die  das  System 
der  Niveauflächen  senkrecht  durchsetzen.'  Die  Wirkungen  von  Körper 
auf  Körper  wurden  einfach  als  Femwirkungen  aufgefafst.  Faraday 
gab  ihnen  eine  vpllständig  neue  Bedeutung.  Er  nannte  das  zwei 
irgendwie  geladene  Leiter  trennende  Mittel  isolierender  Art,  also 
z.  B.  die  Luft,  den  leeren  Raum,  irgend  ein  Gas  u.  s.  w.  das  Dielek- 
trikum und  behauptete,  dafs  die  in  diesem  lagernden  Moleküle, 
deren  jedes  nach  Art  der  latenten  Magnetismen  beide  Arten  von 
Elektrizität  in  gleichen  Mengen  hätte,  durch  jene  Ladungen 
polarisiert  und  so  in  einen  gewissen  Zwangszustand  versetzt 
würde.  Ein  wirkliches  Wandern  der  Elektrizitäten  im  Dielektrikum 
nahm  er  als  unmöglich  an,  nur  eine  Art  von  Induktionsverschiebung 
innerhalb  jedes  Moleküls.  Die  Polari- 
sation dachte  er  sich  also  ähnlich, 
wie  sie  hypothetisch  bei  der  Magneti- 
sierung eines  Stahlstabes  eintritt,  jedes 
Teilchen  erhält  zwei  Pole,  die  in  die 
Richtung  der  entsprechenden  Kraftlinie 
Mlen  (vgl.  Fig.  45),  so  dafs  in  jeder 
eine  Kette  von  Molekülen  sich  be- 
findet, der  sich  die  entgegengesetzten 
Pole  zuwenden. 

Li  der  Figur  ist  zu  denken,   dafs 
zwei  gegeneinander  isolierte  Leiter  L^ 

und  Lg  mit  entgegengesetzten  Elektrizitäten  geladen  sind.  Zwei  Reihen 
polarisierter  Moleküle  des  Dielektrikums  sind  eingezeichnet  worden. 
Sofort  nach  der  Ladung  tritt  in  dem  Dielektrikum  ein  Zwangs-  oder 
Spannungszustand  ein,  der  durch  eine  Analogie  veranschaulicht  werden 
kann. 

Wird  ein  Metallstab  AB  durch  gleiche  und  entgegengesetzte 
Zugkräfte  beansprucht,  so  verlängert  er  sich  ein  wenig,  und  dann 
tritt,  wenn  die  der  Elastizitätsgrenze  entsprechende  Beanspruchung 
nicht  überschritten  wurde,  Gleichgewicht  ein.  Zwischen  den  Molekülen 
sind  also  Gegenspannungen  aufgetreten,  die  eine  weitere  Ausdehnung 
verhindern.  Diese  Gegenspannungen  sind  um  so  stärker,  je  gröfser 
innerhalb  der  genannten  Grenze  die  Beanspruchung  und  die  Ver- 
längerung ist.  Hört  die  Beanspruchung  auf,  so  ziehen  die  Gegen- 
spannungen die  Moleküle  des  Stabes  wieder  zusammen,  bis  er  wieder 
die  ursprüngliche  Länge  hat.  Durch  die  Zugbeanspruchung  wird 
also  ein  Zwangs-  und  Spannungszustand  hervorgerufen,  der  in  der 
Figur  durch  den  Stab  AB  und  die  eingezeichneten  Kräfte  ver- 
anschaulicht wird. 
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Fig.  45. 
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Entsprechendes  findet  statt,  wenn  auf  einen  kurzen  Stab  CD 
äuTsere  Druckkräfte  einwirken.  Er  wird  so  lange  zusammengeprefst, 
bis  die  hervorgerufenen  öegenspannungen  den  Druckkräften  das  Gleich- 
gewicht halten.  Hört  die  Beanspruchung  auf,  so  treiben  die  Gegen- 
spannungen die  Moleküle  wieder  auseinander. 

Übrigens  findet  bei  der  Zugbeanspruchung  des  Stabes  AB  zugleich 
eine  leise  Einschnürung,  eine  Eontraktion  statt,  so  dafs  z.  B.  bei  EF 
zugleich  Druckspannungen  entstehen,  die  senkrecht  gegen  die  Zug- 
spannungen gerichtet  sind.  Ebenso  giebt  der  Druck  am  Stabe  CD 
eine  leise  Ausdehnung  in  der  Richtung  GH,  so  dafs  Zug  und  Druck 
stets  kombiniert  auftreten. 

Denkt  man  sich  etwa  die  an  Lj^  und  L^  grenzenden  Moleküle  mit 
ihren  Polen  dicht  an  L^  und  L^  herangezogen,  so  ist  jede  Reihe  der 
Moleküle  in  einen  Zustand  nach  Art  der  Zugspannung  yersetzt.  Die 
Elektrizitäten  jedes  Moleküls  wirken  nach  Art  der  Gegenspannimgen 
auf  die  der  benachbarten  so,  dafs  eine  Verkürzung  der  Reihe  stattfinden 
soll.  Diese  Verkürzung  findet  wirklich  statt,  sobald  die  Leiter  L^  und  L^ 
beweglich  sind,  sie  folgen  dann  dem  Zuge  der  Gegenspannungen  und 
scheinen  einander  anzuziehen,  während  in  Wirklichkeit  das  Dielektrikum 
arbeitet.  Nun  ist  femer  die  Wirkung  zweier  in  derselben  Horizontal- 
linie lagernden  Moleküle  derart,  dafs  die  gleichnamigen  Pole  aufeinander 
abstofsend,  die  ungleichnamigen  aufeinander  anziehend  wirken.  Dabei 
ist  aber  das  -f~  ^^^  einen  Moleküls  dem  -}-  des  anderen  naher,  als 
dem  —  des  letzteren,  folglich  überwiegt  die  Abstofsung.  Diese  kann  bei 
den  von  einem  einzigen  Centrum  ausstrahlenden  geradlinigen  E^rait- 
linien  keine  Bewegungserscheinungen  hervorrufen,  weil  für  sie  nur  eine 
einzige  homogene  Anordnung  möglich  ist.  Wie  es  sich  aber  bei 
mehreren  Centren  verhält,  d.  h.  wie  dort  dieser  Abstofsung  das  Gleich- 
gewicht gehalten  wird,  das  soll  später  bei  den  allgemeineren  Be- 
trachtungen auseinandergesetzt  werden.  Jede  Störung  der  Anordnung 
wird  nach  Entfernung  des  störenden  Einflusses  durch  die  abstofsenden 
Kräfte  wieder  aufgehoben. 

Der  Zwangszustand  des  elektrischen  Feldes  ist  also 
derartig,  dafs  —  kurz  ausgedrückt  —  jede  Kraftlinie  das 
Bestreben  hat,  sich  zu  verkürzen,  während  benachbarte 
gleichgerichtete  (gleichartig  polarisierte)  Kraftlinien  sich 
gegenseitig  abstofsen. 

Entfernt  man  die  Ladungen  aus  L^  und  2^,  so  hört  der  Zwangs- 
zustand des  elektrischen  Feldes  auf,  und  die  Elektrizitäten  der 
Moleküle  kehren  in  die  ursprüngliche  Lage  zurück.  Anziehung  und 
Influenz  z.  B.  sind  daher  von  der  Art  des  Dielektrikums  abhängig. 
Zu  jedem  Dielektrikum  gehört  eine  gewisse  Dielektrizitätskon- 
stante, über  die  sich  die  Lehrbücher  näher  aussprechen.   Vgl.  Nr.  68. 
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Auch  der  leere  Raum  ist  als  Dielektrikum  zu  betrachten.  Als 
isolierendes  Mittel  wird  in  ihm  Ton  Maxwell  hypothetisch  der  so- 
genannte Lichtäther  angenommen.  Dadurch  erklärt  er  zugleich  den 
eigentümlichen  Zusanmienhang  zwischen  den  elektrischen  und  optischen 
Erscheinungen^  z.  B.  den  Einflufs  der  elektrischen  Spannung  auf  die 
Lage  der  Polarisationsebene  doppeltbrechender  Krystalle,  die  Überein- 
stimmung der  Fortleitungsgeschwindigkeiten,  was  schliefslich  auf  die 
von  ihm  aufgestellte  elektromagnetische  Theorie  des  Lichtes  führte, 
die  auch  von  Helmholtz  bearbeitet  worden  ist. 

Auf  die  Gestalt  der  Kraftlinien  für  schwierigere  Probleme  gehen 
also  erst  die  folgenden  Kapitel  ein.  Jetzt  sollen  Influenzprobleme  über 
die  Kugel  bezw.  die  Kugelschale  nebst  dazugehörigen  Erscheinungen 
besprochen  werden. 


Fig.  46. 


60)  Centrische  Influenz  eines  Konduktors  auf  eine  homo- 
gene koncentrische  Hohlkugel,  die  zur  Erde  abgeleitet  ist. 

Man  denke  sich  im  Mittelpunkte  einer  aus 
leitendem  Material  bestehenden  koncentrischen 
Hohlkugel,  die  durch  einen  Draht  KL  mit  der 
Erde  in  Verbindung  steht,  einen  kleinen 
kugelförmigen  Konduktor  angebracht,  der  auf 
irgend  eine  Art  mit  der  positiv  elektrischen 
Menge  -f-  E  geladen  wird  (z.  B.  durch  einen 
Draht,  der  isoliert  durch  eine  OflFnung  der 
Kugel  tritt,  zu  vermitteln).  Sobald  die  Ladung 
geschehen  ist,  tritt  folgendes  ein.  Jedes  Mole- 
kül der  Hohlkugel  enthält  ursprünglich  beide 
Arten  von  Elektrizität  in  gleichen  Mengen, 
deren  Wirkungen  sich  bisher  aufhoben.  Jetzt 
wird  die  negative  nach  M  hingezogen,  die  posi- 
tive abgestofsen,  und  zwar  fliefst  die  letztere 

zur  Erde  ab,  während  die  erstere  sich  in  homogener  Anordnung  an 
der  Innenwand  ansanmielt.  Wie  lange  dauert  dieser  Prozefs  an?  So 
lange,  bis  die  an  der  Innenwand  angesammelte  negative  Influenz- 
elektrizität (Infl.  El.  1.  Art)  die  Wirkung  des  Konduktors  auf  die 
Elektrizitäten  der  Schale  aufhebt.    Nun  wirkt  der  Konduktor  dorthin 
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mit  der  Kraft  —^,  die  Influenzelektrizität  —  E^  mit  der  Kraft  — 

es  mufs  also  -5 1  =  0,    d.  h.  E  =  E^   sein.      Die    Menge    der 

Influenzelektrizität  erster  Art  ist  also  gleich  der  Ladung 
des  Konduktors.  Ebenso  grofs  ist  die  Menge  der  zur  Erde  ab- 
geflossenen Influenzelektrizität  zweiter  Art. 


78  Kapitel  IV, 

Weil  nach  Vollendung  der  Scheidung  Ruhe  herrscht,  ist  im 
Metall  der  Schale  das  Potential  konstant.  Dasselbe  Potential  mufs 
aus  demselben  örunde  in  dem  Drahte  und  der  mit  ihr  in  Verbindung 
stehenden  Erde,  oder  wenn  der  Draht  bis  in  unendliche  Entfernung 
reicht,  in  dem  unendlich  fernen  Bereiche  herrschen. 

Wie  man  beim  Thermometer  einen  willkürlichen  Nullpunkt  an- 
nimmt, so  kann  man  auch  bei  der  Zählung  der  Potentialwerte  einen 
solchen  Nullpunkt  willkürlich  wählen.  Man  pflegt  das  Potential  der 
Erde  gleich  Null  zu  setzen.  Weil  jetzt  dort  das  Potential  gleich  Null 
ist,  mufs  es  auch  im  Metall  der  Kugel  gleich  Null  sein,  ebenso  auch 
im  Aufsenraume  der  Kugel,  wenn  sich  dort  nichts  Störendes  befindet. 

Die  mittlere  Dichte  der  Influenzelektrizität  ist  tf  = ~-^  wenn  ^i 

der  innere  Radius  der  Hohlkugel  ist,  und  zwar  ist  E^^  =  Ey  d.  h.  auf 
der  Flächeneinheit  befindet  sich  die  Elektrizitätsmenge   d  = p  • 

Nun  wirkt  aber  die  +  E  des  inneren  Konduktors  auf  die  Einheit  der 

Menge  der  Influenzelektrizität  mit  der  Kraft  p  =  —^  zugleich  ist  nach 
obigem  ^^ 

(absolut  genommen),  also  ist  p  =  4;rd,  oder  d  =  ^  ,  d.  h.  die  an- 
ziehende Kraft  p  des  Konduktors  auf  die  elektrische  Einheit 
ist  das  4:;r-fache  der  mittleren  Dichte  der  Influenzelektrizi- 
täten, d  und  p  sind  also  proportionale  Gröfsen. 

Wird  6  als  Flächenbelegung  betrachtet,  also  zweidimensional 
aufgefafst,  so  mufs  es  aus  Symmetriegründen  überall  konstant  sein. 
Denkt  man  es  sich  allerdings  räumlich  aufgelagert,  so  ist  die  Dichtig- 
keit in  radialer  Richtung  verschieden.  Betrachtet  man  z.  B.  in  Fig.4(J 
eine  Masseneinheit  A  der  innersten  Lage,  so  ergiebt  sich,  dais  dieses 

Teilchen   von  M  mit   der  Kraft  p  =  —l    nach   links    gezogen  wird. 

Aufserdem  wird  es  mit  irgend  einer  Kraft  q^  nach  rechts  abgestofsen, 

nämlich  von  aller  links  von  der  Tangentialebene  BG  liegenden 
Influenzelektrizität,    dagegen  mit  einer  Kraft  q^  nach  links  von  der 

rechts  von  BC  lagernden  Influenzelektrizität.  Der  Druck  ist  also  von 
der   Gröfse  p  —  (q^  —  q\     Nun    ist   aber   (q^  —  q\  =  0  (nach  dem 

Gesetze  der  Hohlkugel),  demnach  ist  der  Druck  gleich  p  =  -  Da- 
gegen  wird  die  äufserste  Schicht  D  von  zwei  Kräften  nach  links  und  rechts 
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geprefst,  von  2?  =  -^  und  von  g  =  — g-,  vrobei  q^  fast  dasselbe  ist,  wie 

vorher.  Beide  Kräfte  heben  sich  auf,  der  Druck  bei  D  ist  also  Null. 
In  radialer  Richtung  also  nimmt  der  Druck  schnell  von  p 
zu  Null  ab.  Entsprechendes  mufs  mit  der  Dichte  geschehen,  so  dafs 
das  obige  S  nur  eine  mittlere  Dichte  war.  Die  räumlich  aufgefafste 
elektrische  Einheit  von  Höhe  AD  wird  also  nur  von  einem  zwischen 
p  und  0  liegenden  Drucke  gegen  die  Wand  gedrückt.  Nimmt  man 
bei  der  unendlich  geringen  Dicke  der  Schicht  das  Mittel  an,  so  ist 
an  Stelle  des  Druckes  2?  =  4;rd  die  Hälfte  2;rd  zu  setzen.  Da  ferner 
d  die  Menge  pro  Flächeneinheit  ist,  so  wirkt  auf  der  Flächeneinheit 
der  Druck  2nS  -  8  =^  2;rd^,  den  man  als  die  Oberflächenspannung 
bezeichnet.  Die  Oberflächenspannung  ist  also  proportional 
dem  Quadrate  der  Dichte  oder  auch  proportional  dem  Produkte 
aus  p  und  d,  oder  dem  Quadrate  von  p.  Auf  die  graphische  Dar- 
stellung des  Potentials  kommen  wir  in  Nr.  72  zurück. 

61)  Vorläufige  Bemerkung  über  die  excentrische  Lage 
des  Konduktors.  Die  Ruhelage  ist  nur  dadurch  möglich,  dafs  die 
an  jedem  Teilchen  der  Influenzelektrizität  wirkende  Kraftresultante 
senkrecht  gegen  die  Fläche  steht.  Bringt  man  den  Konduktor  in 
excentrische  Lage,  so  wirkt  er  am  stärksten  auf  JS, 
am  schwächsten  auf  A^  auf  diese  Stellen  senkrecht,  ^^'  *^' 

auf  alle  anderen  schräg,  folglich  treten  sofort  Ver-        X>^^-*-^*^^!^^ 
Schiebungen  auf.     Später  soll  gezeigt  werden,  dafs     f  /  ^v^ 

dann    die    Dichtigkeit    der    Influenzelektri-     /  /  ^^-^  \\ 

zität  umgekehrt  proportional  der  dritten  Llo  ^^  'a^u 
Potenz    der   Entfernung    des    Mittelpunktes       v\.  ^ / 

des    klein    zu    denkenden    Konduktors    -f-  JE       ^<^^^T^^y'^ 
von  der  Innenfläche  der  Hohlkugel  ist.    Dies 
stimmt  mit  dem  Störungsgesetz  überein  (dritte  Potenzen   der  um- 
gekehrten Entfernung).    Ruhe  tritt  nämlich  erst  dann  ein,  wenn  wieder 
alle  Resultanten,  die  an  den  Influenzteilchen  wirken,  senkrecht  gegen 
die  Innenfläche  stehen. 

Nun  könnte  ja  der  Fall  eintreten,  dafs  +  ^  ^^i  dieser  neuen 
Lage  mehr  Influenzelektrizität  festhalten  könnte,  oder  dafs  es  einen 
Teil  loslassen  müfste.  Dafs  dies  nicht  der  Fall  sein  wird,  läfst  sich 
schon  hier  zeigen.  Wiederum  mufs  im  Metall  der  Hohlkugel  aufser- 
halb  der  Belegung  das  Potential  Null  herrschen,  d.  h.  die  Wirkungen 
beider  Elektrizitäten  nach  aufsen  heben  einander  auf.  Für  gröfsere 
Entfernungen  aber  ist  es  gleichgültig,  ob  man  sich  ihre  Teilchen  so, 
wie  augenblicklich,  oder  in  einem  einzigen  Punkte  koncentriert  denkt, 
denn   es  ist,   wenn  e   die   gröfste   der   dazu  nötigen  Verschiebungen 
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bedeutet,  -. — ; — r^  =  — ; -,.    Ist  nun  —  sehr  klein,  z.  B.  bleich  r^, 


so  geht  der  Ausdruck  über  in 


r«  A  _L  J  -L  _L\         r*  [1,000  002  000  001] ' 

'^    \    "•"  10*    '    10"/ 

so  dafs  man  bei  einer  Genauigkeit  auf  5  Stellen  -|  dafür  schreiben 

darf.  Die  endliche  Entfernung  e  kommt  also  gegen  r  gar  nicht  in 
Betracht.    Wäre  nun  die  Menge  —  E^  verschieden  von  der  Menge  -\-  Ej 

SO  würde  in  jener  Entfernung  das  Potential  gleich  5—^  sein.    Es 

ist  aber  gleich  NuU^  also  müssen  beide  Mengen  gleich  sein.  Der 
Schlufs  wird  um  so  zwingender,  weil  er  für  jede  beliebige  Stelle  des 
Raumes  gilt.  Also  auch  bei  excentrischer  Lage  ist  die  Menge 
der  Influenzelektrizität  erster  Art  gleich  der  der  Ladung  des 
Konduktors.  Dieses  Problem  kommt  später  noch  einmal  zur  Sprache. 
Dort  wird  sich  zeigen,  dafs  der  Mittelpunkt  des  kleinen  Konduktors 
der  Schwerpunkt  ffir  die  Teilchen  der  Influenzelektrizitöt  ist. 

Angenommen,  die  Erde  sei  eine  koncentrische  Hohlkugel,  in  der 
sich  ein  solcher  Kemkörper  befindet,  so  würden  die  Tiefenverhältnisse 
des  Oceans  sich  in  ähnlicher  Weise  ändern,  wenn  der  Kemkörper 
excentrisch  festgelegt  würde.  Ein  dort  kreisender  Mond  würde 
aber  zwei  wandernde  Flutberge  erzeugen. 

62)  Alleinige  Ladung  des  Leiters  von  Kugel-  oder  Hohl- 
kugelform. Die  Verbindung  mit  der  Erde  werde  aufgehoben,  die 
Ladung  ganz  aus  der  Mitte  entfernt,  was  wird  geschehen?  Infolge  der 
gegenseitigen  Abstofsungen  sprühen  die  Teilchen  der  Influenzelektrizitat 
auseinander.  Sie  würden  nach  der  Erde  abfliefsen,  wenn  die  Verbindung 
noch  da  wäre.  So  aber  können  sie  nur  bis  zur  Oberfläche  der  Kugel 
fliefsen,  wo  sie  sich  so  anordnen  müssen,  dafs  alle  Resultanten  senk- 
recht gegen  diese  Fläche  gerichtet  sind.     Dies  ist  nur  möglich  bei 

gleichmäfsiger  Verteilung.     Die  mittlere  Dichte  wird  tf  =  — 5-,  wo 

E  die  Ladung,  q^  der  äufsere  Radius  ist.  Die  äufsersten  Schichten 
werden    pro   Masseneinheit   mit   der   Kraft  |)  =  -»   abgestofsen,   die 

innersten  wieder  mit  Null,  beides  nach  den  Gesetzen  der  Hohlkugel, 
der  Mitteldruck  kann  als  ^  angenommen  werden.     Auf  die  Flächen* 

einheit,  wo  die  Masse  d  lagert,  hat  man  also  den  Druck  ^-d,  oder 
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da  p  =  4;rd  ist,  den  Druck  2xd^,  der  wieder  als  Oberflächenspannung 
bezeichnet  wird.  Ist  die  Kugel  massiv ,  so  gilt  von  einer  auf  sie 
gebrachten  elektrischen  Ladung  dasselbe. 

63)  Centrische  Influenz  auf  die  isolierte  Hohlkugel.  Der 
in  M  liegende  Konduktor  sei  mit  -|-  E  geladen,  die  Influenz  tritt  auf 
der  nicht  abgeleiteten  Hohlkugel  ein  und  schafft  —  J?^  an  die  Innen- 
fläche, ebenso  yiel  -f-  £,  an  die  AuTsenfläche.  Die  Dichte  wird  auf 
jeder  Fläche  überall  gleichmäfsig,  aufsen  natürlich  kleiner  als  innen, 
dabei  übt  -|-  E^  nach  innen  die  Wirkung  NuU  aus  (Kugelschale), 
+  E  und  —  J?i  üben,  da  Gleichgewicht  herrscht,  auf  die  Punkte 
des  Metalls  auTserhalb  der  inneren  Belegung  beim  Ruhezustande  auch 

die  Wirkung  Null   aus,   und  da  diese  Wirkung   gleich  -^ ,*  ist, 

so  mufs  +  JE  =  -f"  J^i  ^^^  ^^"1  ebenso  +  jB  =  -|-  jBj  sein.    Folglich: 
Aufserhalb  der  Hohlkugel  ist  das  Potential  gleich 

E_E^.E^^E 
r  r   "^   r  r  * 

also  so  grofs,  als  ob  nur  die  innerste,  oder  nur  die  äuTserste  der 
drei  Elektrizitäten  da  wäre. 

Im  Metall  der  Hohlkugel  ist  das  Potential 

E  _  E,    xE  _E 
Zwischen  Konduktor  und  Hohlkugel  ist  das  Potential  gleich 

»•       Pi       ^«  \r       ifi  ^  Pf/ ' 

im  Innern  des  Konduktors  ist  es  gleich 

9  Pi  Pf  \P         Pi         Pf/ 

Die  Radien  sind  der  Grofse  nach  gleich  p,  q^,  q^  gesetzt. 

Bringt  man  den  Konduktor  in  excentrische  Lage,  so  wirken  -f-  E 
und  —  J?i  auf  das  Metall  der  Hohlkugel  wieder  mit  der  Kraft  Null, 
die  äufsere  Elektrizität  -f"  ^i  ordnet  sich  also  so  an,  als  ob  die 
beiden  andern  nicht  da  wären.  Dieser  Fall  kommt  noch  genauer 
zur  Sprache,  da  er  auf  die  interessante  Theorie  der  centrobarischen 
Körper  führt. 

Leitet  man  die  Schale  ab,  so  ist  das  Potential  innerhalb  des 
Kernes  gleich 

\p      pi/         ppi 

64)  Die  innere  Kugel  sei  nach  der  Erde  abgeleitet.  Die 
Radien  seien  der  Reihe  nach  q,  q^  und  p^;  ^^^  Ladung  der  Aufsen* 

HoUmaller,  Ing.-Math.  II ,  Potantialtheorle.  G 
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schale  sei  +  J^-  Durch  die  Verbindung  mit  der  Erde  herrsche  im  Innern 
des  Kerns  das  Potential  Null.  Die  Ladung  +  ^  sammelt  sich  an  der 
Innenwand  der  Schale,  die  Influenzelektrizität  —  J^^  an  der  Aufsen- 

wand  des  Kerns  an.     Da  aber  im  Innern  des  letzteren 

=^  =  0  sein  mufs,   ist  letzt  E.  =  —  E,     Die  In- 

fluenzelektrizität  ist  also  von  geringerer  Menge, 
als  die  Ladungselektrizität,  und  zwar  ist  das  Ver- 
hältnis der  Radien  mafsgebend.  Für  äufsere  Punkte 
wird  das  Potential  gleich 

r  r  ^         Pi         ^         ^         Pi 

Bei  den  besprochenen  tifluenzproblemen  enthält  das 
Dielektrikum  nur  da  Kraftröhren,  wo  das  Potential  veränderlieh  ist. 
Stimmen  -j-  E  und  —  E^  in  der  Menge  überein,  und  ist  E^  abgeleitet, 
so  befinden  sich  sämtliche  Kraftröhren  zwischen  den  beiden  Leitern. 
Sind  wie  im  letzten  Falle  die  Mengen  verschieden,  so  geht  der  von 
der  gröfseren  Menge  herrührende  Überschufs  von  Kraft- 
linien nach  dem  unendlichen  Bereiche.  Entsprechendes  findet 
bei  den  später  zu  behandelnden  Mehrpunktproblemen  statt.  An  den 
beiden  Enden  jeder  Kraftlinie  sind  also  stets  gleiche  Mengen 
von  Elektrizität  aufgespeichert. 

65)  Aufgabe.  Für  den  Fall  koncentrischer  Kugelschalen, 
von  denen  die  eine  abgeleitet  ist,  soll  die  potentielle  Energie 
der  Ladung  berechnet  werden. 

a)  Die  Schale  sei  leitend  mit  der  Erde  verbunden,  der  Kern 
mit  E  geladen,  so  dafs  E^  =  E  ist. 

Um  die  Einheit  positiver  Elektrizität  aus  unendlicher  Entfernung 

nach  dem  Kern  zu  bringen,  braucht  man,  nachdem  er  mit  E  geladen  ist, 

bis  an  die  Innenbelegung  —  E^  der  Schale  die  Arbeit  Null.  Von  dort  bis 

jp       jp  

zum  Rande  des  Kernes  steiirt  der  Potential  wert  auf ^  =  E- —  • 

Ln  Anfang  war  dazu  nur  die  Arbeit  Null  nötig.    Da  die  Arbeit  pro- 
portional E  ist,  ist  der  Mittelwert  für  die  nötige  Arbeit  gleich  E-^  — ^  • 

Um  jedoch  nicht  die  Einheit,  sondern  die  Ladung  +  E  nach  dem  Kern 
zu  schaffen,  ist  die  7?fache  Arbeit  nötig,  die  geleistete  Arbeit  ist  also 


Energie  =  E^^\-  —  • 


Sie  ist  proportional  dem  Quadrate  der  Ladung  und  dem 
Quotienten  aus  der  Differenz  und  dem  Produkte  der  inneren 
Radien.     Das  Potential  innerhalb  des  Kerns  war  nach  Nr.  63 
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also  ist 


QQi 


Qi—Q 

und  daher 

Energie  =  E'  ^— ^  =  V'^-^,  •  ^i-- ^  =  F^^«-.. 

Demnach  ist  die  aufgespeicherte  Energie  auch  propor- 
tional dem  Quadrate  des  Potentials  im  Innern  des  Kerns, 
b)  Der  Kern    sei   leitend   mit  der  Erde  yerbunden.     In  diesem 

Falle  ist  das  Potential  auf  der  Kugelschale  gleich  —  •  - — ~ ,  also,  wenn 
sie  sehr  dünn  ist,  gleich  £~  — •     Daraus  folgt  als  Energie  ähnlich, 

wie  vorher,  durch  Multiplikation  des  halben  Endwertes  mit  E, 


E'^L.-rJ    oder     F* 


2 


Qi 


2qI  ^{Qi-Q) 

66)  Begriff  der  Kapazität.     Den  Quotienten  aus  Ladung  und 

Potential  eines  Leiters  bezeichnet  man  als  seine  Kapazität,  also  K=^y- 

Nun  ist  aber  E  dividiert  durch   F  die  auf  die  Einheit  des  Potentials 
reduzierte  Ladung.     Folglich: 

Unter  Kapazität  eines  Leiters  versteht  man  diejenige 
elektrische  Ladung,  die  nötig  ist,  um  sein  Potential  um  1 
zu  erhöhen,  also  z.  B.  von  0  auf  1  zu  bringen. 

(Die  Definition  gilt  vorläufig  nur  von  der  Kugelgestalt,  denn  für 
allgemeinere  Gestalten  mufs  erst  nachgewiesen  werden,  dafs  das 
Potential  proportional  der  Ladung,  also  die  Kapazität  bei  fortgesetzter 
Ladung  dieselbe  ist.     Bei  der  Kugel  ist  es  der  Fall.) 

Für  die  allein  im  Räume  befindlichen  Leiter  von  der  Gestalt 
einer  Kugel  oder  Kugelschale  ist 

sie  ist  also  gleich  dem  Radius  der  Kugel  oder  Kugelschale,  möge  das 
Material  des  Leiters  sein,  welches  es  wolle. 

Ist  die  Ladung  ==1  (z.  B.  in  Coulomb),  das  Pontential  =  1 
(z.  B.  in  Volt),  so  ist  die  Kapazität  =  1  (im  Beispiel  gleich  ein 
Farad),  zugleich  bei  der  Kugel  der  Radius  ==  1  cm.  Über  diese  Ein- 
heiten vergl.  Anhang. 

6* 
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Setzt  man  den  Radius  der  Erde  gleich  6,37  •  10®cm  (der  Aquator- 
radius  ist  gleich  6  377  397  m,  der  Polradius  gleich  6  356079m),  so 
folgt,  daXs  die  Kapazität  gleich  6,37  •  10»  ist,  d.  h.  6,37  -  10«  mal  so 
grofs,  als  die  Kapazität  einer  Kugel  vom  Radius  1  cm.  Mit  andern 
Worten,  um  das  Potential  des  Erdballes  von  0  auf  1  Volt  zu  bringen 
ist  eine  Ladung  von  637000000  Coulomb  nötig. 

67)  Einflufs  benachbarter  Leiter  auf  die  Kapazität. 
Ganz  anders  aber  wird  es,  wenn  der  kugelförmige  Leiter  nicht 
allein  im  Räume  ist.    Ist  er  z.  B.  von  einer  abgeleiteten  Kugelschale 

umschlossen,   so   ist  nach  obigem  das  Potential   F=-B^^— ^,   also 
die  Kapazität 

also  wenn  (»^  sehr  wenig  von  q  verschieden  ist, 

^^     Q*     __     4e*Ä    _       0 


Die  Kapazität  ist  also  jetzt  proportional  der  Oberfläche  des 
Kerns  und  umgekehrt  proportional  der  Differenz  der  Radien, 
d.  h.  der  Dicke  der  isolierenden  Schicht. 

Die  Arbeit  des  Ladens  mit  einer  elektrischen  Einheit  ist  eben 

jetzt  nur  El ],  während  sie  vorher  E—  war.     Man  kann  also 

mit  weit  geringerem  Aufwände  von  Arbeit  eine  grofse  Menge  elektrischer 
Energie  im  Kerne  aufspeichern. 

Dies  ist,  von  der  besonderen  Gestalt  abgesehen,  der  Fall  der 
Leydener  Flasche  und  überhaupt  jedes  sogenannten  Kondensators 
oder  Yerstärkungsapparats.  Bei  der  Entladung  kommt  diese  Energie 
(abgesehen  vom  elektrischen  Rückstande)  wieder  zur  Erscheinung,  sei 
es  als  Licht-,  Wärme-  und  Schallerscheinung  des  elektrischen  Funkens, 
oder  als  mechanische  Arbeit  desselben  beim  Durchschlagen  von  Nicht- 
leitern, als  Erwärmung  des  Drahtes  u.  s.  w. 

Entsprechendes  gilt  von  dem  Falle,  dafs  der  Kern  mit  der  Erde 
leitend  verbunden  ist.  Ist  dagegen  keine  Ableitung  zur  Erde  vorhanden, 
so  handelt  es  sich  um  dieselbe  Arbeit,  wie  bei  der  allein  im  Räume 
befindlichen  Kugel,  denn  die  Wirkungen  von  —  E^  und  +  E^  heben 
sich  nach  aufsen  auf,  so  dafs  die  von  -f-  E  voll  zu  überwinden  ist. 

Handelt  es  sich  nicht  um  einen  umschliefsenden,  sondern  am 
einen  benachbarten  Leiter,  so  braucht  letzterer  nicht  abgeleitet  zu 
sein,  und  er  kann,  wie  sich  später  zeigen  wird,  doch  die  Kapazität 
der  Kugel  vergröfsem. 

Man  kann  die  Kapazität  einer  Leydener  Flasche  dadurch  ver- 
stärken, dafs  man  die  Oberfläche  des  Kerns  sehr  grofs  und  die  Glas- 
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starke  sehr  klein  macht.  Die  Oberfiäche  läfst  sich  auch  durch 
Kombinieren  mehrerer  Flaschen  zu  einer  Batterie  erheblich  yerstärken. 
Darüber  soll  später  gesprochen  werden. 

68)  Die  Dielektrizitätskonstante  eines  isolierenden 
Mittels.  Auch  die  Umgebung^  d.  h.  das  isolierende  Mittel^  ist  auf 
die  Kapazität  Ton  EinäuTs.  Ist  z.  B.  eine  Kugel  Ton  p  :»  1  cm  von 
Luft  umgeben^  so  erhält  sie  durch  die  Ladung  1  Coulomb  das  Potential 
1  Yolt.  Ist  aber  die  Umgebung  z.  B.  Schwefelkohlenstoff,  so  bringt 
die  Ladung  1  Coulomb  nur  das  Potential  ^  Volt  hervor,  die  Kapa- 
zität ist  also  die  1,8  fache,  die  Energie  der  Ladung  die  ^  fache.   Diese 

Zahl  nennt  man  die  Dielektrizitäts-Konstante  oder  das  spezi- 
fische InduktionsTermögen  des  Schwefelkohlenstoffs.  Sie  ist 
insofern  wichtig,  als  auf  einem  benachbarten  Leiter  auch  die  1,8  fache 
Menge  von  Influenzelektrizität  hervorgerufen  wird,  wenn  die  Umgebung 
Schwefelkohlenstoff  ist.  An  den  elektrischen  Vorgängen  sind  also  die 
isolierenden  Mittel,  die  Dielektrika,  wesentlich  beteiligt.  Dies  war 
einer  der  Ausgangspunkte  fQr  die  Faraday-Maxwellschen  Theorien. 
Die  elektrische  Kapazität  ist  ganz  analog  der  Wärmekapazität 
oder  der  spezifischen  Wärme.  Trotzdem  besteht  nach  obigem  ein 
grofser  Unterschied.  Die  Kapazität  bezüglich  der  Wärme  ist  nur  vom 
Stoff  abhängig,  um  den  es  sich  handelt;  die  elektrische  Kapazität 
dagegen  ist  unabhängig  vom  Stoff  des  Leiters,  dagegen  ab- 
hängig vom  Stoff  des  isolierenden  Mittels,  aufserdem  ab- 
hängig von  der  Form  und  Gröfse  des  Leiters,  ebenso  von 
der  Nachbarschaft  isolierter  oder  abgeleiteter  Leiter.  —  Wird 
in  folgendem  nichts  Besondere  gesagt,  so  ist  stets  Luft  als  isolierendes 
Mittel  angenommen. 

69)  Dichtigkeit  der  Ladungen  auf  einem  System  ver- 
bundener Kugeln. 

Ladet  man  ein  System  von  Kugeln^  die  durch  sehr  dünne  Drähte 
miteinander  verbunden  und  so  weit  voneinander  entfernt  sind,  dafs 
keine  wesentlichen  Influenzwirkungen  entstehen,  so  tritt  folgendes  ein. 
Nach  Eintritt  des  Ruhezustandes  ist  das  Potential  innerhalb  des  ganzen 
Systems   konstant   gleich   F.     Für   zwei  Kugeln  folgt  bezüglich  der 

Kapazität  Ki=  y,  K^^  y,  folglich  ;g^  =  ^  ?  d-  ^'  ^^^  Ladungen 

der  beiden  Kugeln  sind  proportional  ihren  Kapazitäten.    Nun  ist  aber 

nach  obigem  -^  =  ~f  es  folgt  also  y  =  ^^ ,  d.  h.  die  Ladungen 

der  beiden  Kugeln  verhalten  sich  wie  ihre  Radien.    Nun  sind 

aber  die  Dichtigkeiten  S^  =  — ^  ,  d^  =  — |- ,  folglich  ist 
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_ 


'2      ?1 


^1  ^ 

9i     Pi 


^1 


folglich: 

Die  Dichtigkeiten  der  Ladungen  verhalten  sich  um- 
gekehrt wie  die  Radien. 

Ist  eine  der  Kugeln  sehr  klein  ^  so  wird  die  Dichtigkeit  d  und 
damit  die  Oberflächenspannung  2n:d^  so  grofs^  dafs  die  bekannte 
büschelförmige  Ausstrahlung  eintritt,  die  naturgemäfs  bei  Spitzen  am 
stärksten  hervortreten  wird.  Mit  feineren  Hülfsmitteln  läfst  sich  be- 
weisen, dafs  bei  Ladung  eines  beliebig  gestalteten  Konduktors  die 
Dichte  der  Belegung  umgekehrt  proportional  dem  Krümmungsradius  ist. 

70)  Batterie  Leydener  Flaschen,  nebeneinander  ge- 
schaltet. 

Mehrere  kugelförmige  Leydener  Flaschen  vom  Innenradius  r  und 

AuTsenradius    q   imd   von 
Flg.  49.  der  Olasdicke  d  =  q  —  r 

mögen       so        verbunden 
werden,    dafs    alle   Kerne 
unter  sich  und  alle  Schalen 
unter  sich  konmiunizieren. 
Die  letzte  Schale  sei  nach 
der  Erde  abgeleitet.     Be- 
findet  sich  auf  jedem  Kerne  die  Ladung  +  E,   so   ist  die  Gesamt- 
ladung gleich  nE.     Das  Potential  der   abgeleiteten  Schalen  ist  Null. 
Das  Potential  jedes  Kernes  ist 

E       E, 


E"^-^  = 


Ed 


rg  rg 

Liegen  nämlich  die  Flaschen  so  weit  auseinander,  dafs  man  von  der 
Influenzwirkung  der  einen  auf  die  anderen  absehen  kann,  so  darf 
man  wie  früher  E^  absolut  gleich  E  setzen.  Der  Draht  ist  so  dünn 
zu    denken,    dafs    die   auf  ihm   befindliche   Elektrizität   aufser  Acht 

bleiben  kann.  Aus  V= —  folart  E==—^,  also  ist  die  GeBamt- 
ladung  gleich 


uE 


nVrg 
~d" 


Die  Energie  der  Ladung  jedes  Kernes  ist  gleich 

E*d 

also  die  gesamte  Energie  gleich  n    —  oder  auch  gleich 
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2  '      (i*      '  gr 


n  V^rg 
2     d 


Die  Energie  der  Ladung  ist  also  proportional  dem  Quadrate 
der  Ladung  oder  auch  dem  Quadrate  des  Potentials. 

Sie   ist   aber   auch   abhängig  Ton  rg  und  d.     Ist  d  sehr  klein 
gegen  r   und  9,   so   kann  man   tq  ==  r{r  -^  d)  =  r^  -{-  rd  gleich  r^ 

setzen   rrp  =  r^(l-| — )  =  r^   fQr       =ol.     Dann   ist   die   Energie 
gleich 


-c-   d  2nE*d7e 

2r'  4r*Ä 


2nE*djc 


bezw. 


nV*r*        4nF«r*Ä        nV^O 


2d 


STtd 


Snd  ' 


wo  0  die  Oberfläche  ist.  Stimmen  demnach  in  zwei  Fällen  die 
Ladungen  überein,  so  ist  die  Energie  proportional  der  Glas- 
dicke d  und  umgekehrt  proportional  der  Fläche  der  inneren 
Eugelschalen.  Ist  dagegen  das  Potential  in  zwei  Fällen 
dasselbe,  so  ist  die  Energie  proportional  der  Oberfläche  nO 
und  umgekehrt  proportional  der  Glasdicke. 
Die  Kapazität  ist  gleich 

Ladung  nE  urg 

Potential  ~  /Ed\  ~  ~d~ ' 

also  das  nfache  der  Kapazität  einer  einzelnen  Flasche. 

71)  Batterie  Leydener  Flaschen,  nacheinander  geschaltet. 
(Franklinsche  oder  Kaskaden-Batterie.) 

Alle  inneren  Radien  seien  gleich  r,  alle  äufseren  gleich  (>,  die  Innen- 
ladungen seien  e/i,  J^y  Jq  • .  • ,  alle  äufseren  —  A^,  —  A^^  —  A^y  .  . . , 
die  Innenpotentiale  Fj,  F^,  F3,  ...,  die  Aufsenpotentiale  CTj,  U^, 
f7g,  ...    Jede   Schale  sei 

mit     dem      benachbarten  ^e-  so 

Kern,  die  eine  Schale  mit 

der  Erde  verbunden.    Die  _  _  ^^ 

(xlasdicke    sei    wieder    d.     ^^  '^'     =-i  r^  =4/  > 

Die     nach     Ladung     der 

ersten  Kugel  mit  Jj  sich 

bildenden  Influenzelektrizitäten   sind,  da  bei  der  Scheidung  jedesmal 

gleiche  Mengen  sich  trennen,  paarweise  gleich,   also   —  ^1  =  —  «^, 

—  A^  =  —  Jj,    .  .  .,    —  An  —  i  =  —  Jn-     Der    Verbindungen    wegen 

sind  ebenso  je  zwei  Potentiale  einander  gleich.     Pi  =  Fg,    U^  ==  V^, 

• . .,  Un-i=  F«,  nur  das  letzte   ü«  ist  gleich  Null,  weil  die  Schale 
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mit  der  Erde  verbunden  ist.    Von  dort  werde  angefangen.    Zunächst 
ist  absolut  genommen  -4«_i  =  eT»  =  ^n,  und  Un  =  0.     Dagegen 

Ebenso  grofs  ist  üi,  — i.     Aus 

TT  *^n-l  ^»  - 1 

Q  9 

folgt 

Ebenso  grofs  ist  absolut  genommen  Än  —  i'    Es  folgt 


""^"W  +  rV^ 


also  wenn  man  angenähert  rp  =  r^  setzt^ 

Ebenso  grofs  ist  C/»  — 2-     Aus 

,  «/n  -  2        ^»  -  2 

t/n  —  2  =  — r r — 

9  9 

folgt 
oder 

wenn  man  —  angenähert  gleich  1  setzt.     Es  folgt 


V  n  —  2  — -   


ri         Sd        1         dl  d 

L''  ^  9         ^9J  *' 


wenn  wiederum  rp  ==  r*  und  —  =  —  gesetzt  wird.     Man  erhält  also 

folgende   Reihen.     Für   die   Ladungen^   abgesehen   vom  Vorzeichen 
und  vom  Faktor  Ä, 


ny 


.         ^^d        i,8d       ^,6d       ^     ^    lOd  ^,    n{n  —  l)    d 


,   1  +  7,  i  +  -r,  i  +  T'  i  +  ^'-'»  1  + 


2 


[Die   Differenzen    sind    nämlich   der   Reihe   nach   — ,    — ,   — ,    ..., 
^" ~^^^,  die  Faktoren  von  4  der  Reihe  nach  1 ,  1  +  2,  1  +  2  +  3, 
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. .  .^  1  4.  2  +  3  +  . . .  +  (n  —  1)  =  ''^''^^\   das  letzte  Glied  also 
1  +  "     ~     — 1    Für  die  Potentiale  aber  erhalt  man  die  Reihe 

n        ^  A  ^^  A  ^  A  ^  A 

Nun  ist  aber  nicht  die  letzte  Ladung  An^  sondern  die  erste  Innen- 
ladung g^eben^  fOr  welche 

J.  =  (l  +  ^^^7)^- 
gilt.    Demnacb  ist 


n(n-l)  d' 
"^         2         r 


und  dieser  Wert  ist  in  die  gefundene  Reihe  einzusetzen.    Die  Potential- 
differenz zwischen  dem  ersten  Kern  und  der  letzten  Schale  ist  also 

"^         2       7 
gegen 

^  =  TT  =  71 

im  Falle  der  vorher  besprochenen  Schaltung^  d.  h.  sie  ist T—i)  d 

^^^ — 7 
mal  so  grofs.    Dieser  Ausdruck  kann  <1,  =  1,  >1  sein.    Setzt  man 

2  r 

ihn  gleich  1,  so  erhält  man  n  =»  1,  bezw.  n^  =»  -y  •     Dies  sagt  aus: 

Bei  n  =  1  hat  man  eine  gewisse  Potentialdifferenz  D  zwischen 

Kern   und  Schale.     Vermehrt  man  die  Zahl  der  Flaschen  ^  so  wächst 

2r 
die  Potentialdifferenz,  erreicht  einen  Höchstwert,  nimmt  bis  n^  =  -^ 

wieder  zu  D  ab  und  sinkt  dann  unter  2)  herab. 
Welches  ist  der  höchste  Wert  des  Faktors? 

Man  setze 

n 


=  C 


,    .   n(n-l)  d        "' 

1  T ä — 


woraus  folgt 


^~     2dc     —  r       4rf»c»  d  '  ^dc^' 


Soll  nun  n  reell  sein,  so  darf  der  Ausdruck  unter  der  Wurzel 
nicht  negativ  werden.     Er  wird  gleich  Null,  sobald 
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(dc-{'2ry  =  8rd(^ 
oder 

d€'i-2r  =  cy8dr 

ist.     Dies  giebt  den  Grenzwert 

2r 

Setzt  man  diesen  in  die  Gleichung  für  n  ein,  so  fällt  die  Wurzel  weg 

und  man  erhält 

2r 


n  = 


dc  +  2r ^yS(lr^d -i /2r 

~2dc~~  ¥dc  V  d  ' 


Setzt  man  also  die  Anzahl  der  Flaschen  gleich   y -r  y  so  er 


hält   der  Faktor 

+ 


n 


; -7^   entweder  einen  irrofsten  oder 

^      n  (n  —  1)  d  ^ 

einen  kleinsten  Wert.  Nachbarwerte  zeigen,  dafs  es  sich 
um  einen  Höchstwert  handelt,  d.h.  um  diejenige  Flaschen- 
zahl der  Batterie,  die  die  gröfste  Potentialdifferenz 
er  giebt.     Bei  gebrochenem  n  wählt  man  die  nächste  ganze  Zahl. 

Hier  bedeutet  nun  r  den  Radius  der  inneren  Kugeln,  d  die  Glas- 
dicke. Ist  beispielsweise  der  Radius  r  das  32  fache  der  Glasdicke, 
so  ist 


„  =  l/ii|?i  =  y64==8. 


In    diesem   Falle    geben    demnach    8    Flaschen   den   Höchstwert   der 


Potentialdifferenz,  der  nun  — sTT  "^  15  ^^  ®^  grofs  ist,  als  bei  der 


^"''     2"     82 


Schaltung  nebeneinander  und  bei  gleicher  Ladung  der  ersten  Flasche. 
Der  Potentialwert  des  ersten  Kernes 

p-  "^^  A    ndJ^ 

r  1  —  -Zt^n  — 


r*      "  ,/,    ,  n{n  —  l)d 


■(.+"-^-'7) 


giebt  an,  wie  viel  Arbeit  es  am  Schlüsse  macht,  die  elektrische 
Menge  1  positiver  Art  auf  diese  Kugel  zu  bringen,  was  an&ngs  die 
Arbeit  Null  beanspruchte.  Während  des  ganzen  Verlaufs  war  diet^e 
Arbeit  proportional  der  Flaschenzahl  und  der  Ladung  e/i,  im  Durch- 
schnitt   also    handelt    es    sich    für    die    elektrische    Einheit    um   den 

y 

Mittelwert  -,  für  die  Menge  J^  um  die  Durchschnittsarbeit 
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1   TT   T  1  ^^«^ 


2      i--!        2r«  n(n  — l)<j 

'         2        r 

Dies  ist  zugleich  die  Energie  der  Ladung  der  Easkadenbatterie. 
Im  obigen  Falle  r  =  32  d  erreicht  sie  den  Höchstwert  für  8  Flaschen. 
Er  hat  den  Betrag 

1      ^     ^_9^dJll2BndJl 
2^'  ib^"^^  16r«    ~       15  0     ' 

Die  Energie  ist  proportional  dem  Quadrate  der  Ladung  der 
ersten  Flasche.     Der  Höchstwert    ist  aufserdem  proportional  dem 

Faktor  ^,  wo  d  die  Flaschendicke^  0  die  Oberfläche  jeder  Innen- 
kugel ist. 

Ist  J  =  E,  d.  h.  ist  die  Ladung  der  ersten  Kugel  in  beiden 
Schaltungsfallen  dieselbe,  ist  femer  die  Glasdicke  und  die  Flaschen- 
zahl dieselbe,  so  verhalten  sich  die  aufgespeicherten  Energiemengen 
bei  Neben-  und  Kaskadenschaltung  wie 

nl^d                  nJld                                .        .     .    n{n  —  l)d     . 
—-^  :  — . -r-^-     oder  wie     1  -\ ^- — -  -  :  1 . 

Die  erreichten  Potentialdifl^erenzen  dagegen  verhalten  sich  wie 
Ed    J.d  n  j  •       1  ^' 


oder  .wie     1  :  — 


T*  '   r*  n{n  —  1)  d  '  n  (w  —  X)  d 

^        2         r  ^        2         r 

Bildet  man  fiir  beide  Fälle  den  Quotienten  aus  Energie  und  Potential- 

V  n  T 

differenz,   so  findet  man  für  den  einen  Fall    - ,  für  den  andern  -— ^ , 

das  Verhältnis  für  beide  Fälle  ist  also  1  :  n. 

Um  also  dieselbe  Potentialdifferenz  zu  erreichen,  hat 
man  im  Falle  der  Kaskadenbatterie  die  w  fache  Arbeit  nötig, 
wie  bei  der  Nebenschaltung. 

Man  ist  aber  mit  Hilfe  des  Machschen  Kommutators  imstande, 
eine  Batterie  mit  geringem  Aufwände  zunächst  unter  Nebenschaltung 
zu  laden  und  dann  in  eine  Kaskadenbatterie  zu  verwandeln,  worauf 
durch  Influenzwirkung  die  Anordnung  eine  ganz  andere  wird.  Während 
man  aber  bei  der  Kaskadenbatterie  nur  eine  Elektrizitätsmenge  E 
zur  Ladung  der  ersten  Flasche  nötig  hat,  ist  bei  der  Machschen 
Methode  für  jede  Flasche  so  viel  Ladung  nötig,  also  die  7i fache 
Menge  nE, 
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[Man  vergleiche  damit  die  Erscheinungen^  welche  bei  galvanischen 
Batterien  auftreten/  sobald  man  nebeneinander  oder  nacheinander 
schaltet.  Das  eine  Mal  hat  man  n  fache  Strömungen  und  einfache 
PotentialdifPerenz,  das  andere  Mal  des  grolsen  Widerstandes  wegen 
einfache  Strömungen  aber  n  fache  Potentialdifferenz.] 

Die  Gesamtladung  der  Innenkugeln  ist  nach  der  obigen  Theorie, 
wenn  man  mit  der  n^^  beginnt, 

^-[i  +  (i  +  7)  +  (i  +  ^  +  (1  +  t)  +  (i+^  +  -- 

Die  Reihe  nimmt  zu.  Ist  J^  die  Ladung  der  letzten  (vorher  ersten) 
Kugel,  so  ist  offenbar  die  Summe  der  Ladungen  kleiner,  als  nJj^y  also 
diese  Elektrizitatsmenge  kleiner  als  die  bei  entsprechender  Neben- 
schaltung angesammelte  Menge  nJ^ 

Die  Berechnung  der  Summe  hat  nur  mathematischen  Wert.  Nach 
dem  Method.  Lehrbuch  U,  Seite  117,  ergiebt  sich 

^  nJ^  6r  +  (n'— !)<;  _  »»  t  6r  +  (n»-  1)  d 

~         n(n--l)^'  6r  ~  3 ''^  2r +  n(n  — l)d ' 

+         2         r 

Für  sehr  grofses  n  strebt  dies  dem  Werte  -  J  zu.  Die  Kapazität  ist 
gleich  p  teT^P  ^^^  ^*  ^^^  ^®  ^^^  Kugel  geladen  wird 

nd  nd'        2      ^' 

Da  oben  mehrfach  rg  ^=  r^  gesetzt  und  die  gegenseitige  Influenz 
der  Flaschen  vemachläfsigt  wurde,  hat  die  Untersuchung  nur  den 
Wert  einer  informierenden  Annäherungsbetrachtung,  die  immerhin 
über  das  Wesentliche  aufklärt.  Um  diese  Vernachlässigung  zu 
charakterisieren,  soll  das  Potential  der  ersten  Flasche  fQr  äufsere 
Punkte  in  der  Entfernung  R  gebildet  werden.     Es  ist  gleich 

n(n-l)d  ij.(n-l)(n-^2)d 

«^1  _  ^i_H-— 2—7  ^^  2  7  ^    _A^d(n^l) 

R         B  ~  B  ^^  B  ^»~JBr 

_       J^d{n—1)         1         J^  1 


2r  +  n(n  — l)d    JB        B         ,  „  r 

^  n  +  2 


d    n— 1 
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Dieser  Ausdruck  ist  unter  allen  Umständen  kleiner  als  — ~,  so  dafs 

z.  B.  bei  10  Flaschen  der  Einflufs  geringer  ist^  als  ^  des  Einflusses 

der  Ladung  der  Innenkugel  allein.     Ist  z.  B  noch  r  =  21  d^  also  der 
Durchmesser  das  27  fache  der  Olasdicke^  so  würde  sein 

Potential  =  J. '-,  —  f.J- 

72)  Eine  andere  Betrachtungsweise^  die  aber  ebenso  wenig 
genaue  Resultate  giebt^  findet  sich  in  einigen  physikalischen  Lehr- 
büchern. Dort  wird  die  Ladung  der  ersten  Innenflasche  gleich  E 
gesetzt,  die  Influenzelektrizität  erster  Art  gleich  —  mE,  wo  m  ein 
echter  Bruch  ist,  weil  die  Influenzelektrizität  zweiter  Art  nicht  ins 
Unendliche  abfliefsen  konnte  (auch  nicht  die  beiden  andern  kugel- 
förmig umgiebt)  und  durch  ihre  Anziehung  hemmend  auf  die  Scheidung 
einwirkt.  Unter  der  yereinfachenden  Annahme,  dafs  dieses  m  in  allen 
Flaschen  dasselbe  sei,  findet  man  als  Gesamtladung 

Eil+m  +  m^-^ h  m»-i)  =  ^^^~^\ 

was  nun  ebenfalls  kleiner  als  nE  ist.  Dabei  ist  also  an  Stelle  der 
arithmetischen  Reihe  höherer  Ordnung  eine  einfachere  geometrische 
getreten.  Hier  soll  die  weitere  Berechnung  nicht  durchgeführt  werden. 
Es  handelte  sich  nur  darum,  den  betreffenden  Unterschied  aufzuklären. 

73)  Aufgabe.  Das  Potential  des  geladenen  kugelförmigen 
Kondensators  graphisch  darzustellen. 

AnflöBtuig.  Sind  die  Radien  wieder  gleich  Qj  q^  (und  q^)}  ^^ 
handelt  es  sich  nach  Nr.  63  für  Punkte  innerhalb  der  inneren 
Eugel  um 

also  um  eine  konstante  Gröfse.    Ist  nun  MC  =  —  und  —  MC.  =3 , 

9  ^» 

so  ist  MC —  JtfCj  oder  C^C  die  den  Potential  wert  darstellende  Strecke. 

Sie  gilt  far  das  ganze  Rechteck  CDD^C^.  Aufserhalb  der  inneren 
Kugel  nimmt  das  Potential  derselben  ab  nach  dem  Gesetz  der  gleich- 
seitigen Hyperbel  DEF^   während   von  A  bis  B  das  Potential   der 

Schale  noch  konstant  gleich bleibt.     Das  Diagramm   für  die 

Innenkugel  giebt  eine  Fläche  AB  EI),  von  der  ABB^E^  abzuziehen 
ist,  so  dafs  eine  Fläche  DD^E  bleibt.    Die  Lote  dieser  Fläche  geben 


die  Potentialwerte  zwischen  A  und  B  an.    Für  B  wird  der  Potentialwerl 
gleich   Null.     Für   die    aiifserhalb    der  Schale   liegenden  Punkte  der 

X-Achse   ist  der  Po- 
vig.  51.  tentialwert  gleich 

Null,  denn  die  Lote 
zweier  übereinatim- 
mender  Hyperbeln 
sind  voneinander  abzu- 
ziehen. DieeineHyper- 
bel  hat  die  Gleichung 
I  '^        xy  =  MADC 

die   andere    die   Glei- 
chung 

=  -|. ,,  =  -£. 

Die    Dichtigkeit    auf 
,  der     Innenkugel     ist 


AufBenkugel 


Setzt  man  p, 

-e-i-^, 

so  kann  man  schreiben 

*i  = 

-^.i' 

ä        ^' 

tf 

"■    .•c+jr    (■+ 

Je  kleiner  - 
trage  nach   v 

ist,  um   so  weniger  sind  fj  und  3  dem 

abaoluten  Be 

neinander 

verechieden.     Die  Anziehung 

in  Ä 

iat 

von 

der  Stärke 

an  der  Stelle 

B  ist  sie 

gleich  iitä^Y     Zwischen  A 
e  von  der  Stärke  y  =  ~\^- 

und  B 

in 

W 

liebigem  Abstände  ist  s 

Dies 

ist 

dir 

Oleichung  der  Gravitationskurve,  welche  das  Arbeitsdiagranun  .^.BLA' 
begrenzt,    wie    es    in   Figur   51    unten   angebracht    ist.      lÄngfl    der 
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Strecke  MA  und  längs  der  Horizontalen  von  ^  bis  +  ^^  is^  ^^^ 
Diagrammhöhe  gleich  Null.  Ist  der  Kern  eine  koncentrische  Hohl- 
kugel, so  ist  die  Sache  dieselbe. 

74)  Der  Fall  zweier  unbegrenzten  parallelen  Ebenen. 
Man  denke  sich  den  Abstand  d  ebenso  grofs  wie  vorher,  die  Radien 
Q  und  Qy^  aber  sehr  grofs.     Soll  6  dasselbe  sein,  wie  vorher,  so  folgt 

aus  — ^  =  d,  dafs  die  Ladung  in  dem  Mafse  verstärkt  werden  mufs, 

wie  p*  vergröfsert  worden  ist.  Dabei  wird  8^  =  d.  Das  Potential- 
diagramm C^BJDC  der  letzten  Figur  fällt  mit  der  Geraden  C^E  sehr 
weit  nach  oben  (BE  ist  proportional  (>),  DE  wird  geradlinig, 
also  D^ED  ein  rechtwinkliges  Dreieck.     Die  Anziehung  bei  Ä 

bleibt  von  der  Stärke  -j  = -^-j—  =4;rd,  an   der  Stelle  B  wird 


sie 


9' 


gleich   43rd^,   also    da   p  =  o^    wird,    ebenfaUs   gleich   And.      Das 

Anziehungsdiagramm  zwischen  A  und  B  wird  also  ein  Recht- 

eck  vom  Inhalte  4Ädrf  =  — ,d. 

9 

Denkt  man  sich   die  äufsere  Kugel  mit  der  Erde  in  Berührung, 
so   ist   auf  ihr   das  Potential   gleich  Null.     In  A  ist  das  Potential 

gleich  —  =  — —  =4pnf(J,  in  B  =  —j  also  ist  die  Potentialdifferenz 

gleich 

E E  _^  j^  ^i_n_? ^^ 

9         9i  99i  99i  ' 

also,    da    Q  =  Qi  zu  setzen  ist,   gleich  ^,   wie  vorher.     Wird  das 

Potential  in  B  gleich  Null  gesetzt,  so  ist  es  in  A  gleich  -^-  =  AtcöcI 

zu  setzen. 

Dasselbe  Resultat  ergiebt  sich  auch  auf  anderem  Wege.  Die 
Kraftlinien  sind  bei  der  Kugel  Radien,  bei  der  Ebene  also  Lote  auf 
der  Ebene.  Die  Earaftröhren  sind  also  prismatisch,  zweckmäfsig 
nimmt  man  sie  als  quadratische  Prismen  an.  Die  Strömung  der 
inkompressiblen  Flüssigkeit  hat  in  ihnen  konstante  Geschwindigkeit, 
denn  vF  ====  v^F^  giebt  v  =  v^  für  F  =  F^,  Demnach  ist  auch 
/)  =  2>j ,  d.  h.  die  Anziehung  einer  homogenen  Ebene  ist  konstant, 
das  Arbeitsdiagramm  also  ist  ein  Rechteck,  sein  Inhalt  nimmt  auf 
gleichen  Strecken  um  denselben  Betrag  zu,  bezw.  ab,  folglich  ist  das 
Potentialdiagramm  durch  eine  schräge  Gerade  begrenzt. 

In  Fig.  52  sind  I  und  H  die  beiden  als  unbegrenzt  zu  denkenden 
parallelen  Ebenen.  Aufserhalb  beider  heben  sich  die  Wirkungen  auf, 
weil   di  =  — d   ist.     Ist  AK  =  ^nd,   so    ist  ABLK  das  Arbeits- 


H  \'. IjMg'" 
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diagrsmm  fKr  die  Bewegung  der  elektrischen  Einheit  von  I  bis  II. 
Diese  Einheit  wird  von  der  Ebene  I  ebenso  stark  abgestolsen,  wie 
Ton  der  anderen  angezogen,  folglich  kommt 
auf  jede  Ebene  die  Hälfte  der  Arbeit.  Durch 
K,Lj  ist  diese  Teilung  herbeigeföhrt.  Folg- 
lich ist  2nd  der  Kraftanteil  jeder  der 
beiden  Ebenen.  (Ist  d^l,  so  ist  die  An- 
ziehung gleich  2xj  was  schon  in  Nr.  27 
angedeutet  wurde  und  später  noch  auf 
anderem  Wege  bewiesen  werden  soll.)  Ist 
J)^D  =  ^xdd,  so  ist  B^ED  das  Potential- 
diagramm. 

[Bei  der  Symmetrie  des  Problems  darf 
man  den  Potentialwert  auch  in  der  Hitte 
zwischen  den  Ebenen  als  Null  annehmen,  so 
dafs  die  Ebenen  auf  Potentialwerte  +  2xid 
gelangen.] 
Diese  Betrachtungen  finden  praktische  Anwendung  bei  der  an- 
genäherten Theorie  des  Kondensators  von  Kohlrausch. 

75)  Kohlrauschs  Kondensator.    Hat  man  zwei  gleiche  Kreis- 
scheiben    von    geringem  Abstände  d   und  grolsem    Durchmesser  R 
einander  parallel  gegenüber   gestellt,   so  erl^t  man   mit 
^''  "  beliebig    grofser   Annäherung  zwischen   beiden    denselben 

Vorgang,  wie  zwischen   den  unbegrenzten  Ebenen,  sobald 
die  eine  mit  -j-  E  geladen  ist  und  die  andere   unter  Ab- 
leitung der  Influenzelektrizität   —  B  erhalten  hat     Die 
Kraftlinien  im  Innern  sind  parallele  Gerade,  nur  an  den 
Rändern   krümmen  sie  sich  nach  aulsen.      Dort   sind   sie 
entsprechend  fortzusetzen.    Die  NiTeauIinien  aber  sind  im 
Innern   den  Platten   parallel  und  beginnen  ebenfalls   erst 
beim  Austritt  sich  zu  krümmen,  um  aufsen  nach  Art  von 
elliptischen  Bogen  in  sich  zurückzuwandern.    Abgesehen 
vom  Rande  also   stimmt   im  Innern  alles  mit  dem 
vorigen  Falte   flberein,   auch    wird    das   Potential- 
diagramm   wieder    ein    Dreieck    D^ED    und    das 
Arbeitsdiagramm   ein  Rechteck  ABLK. 
Uan  kann  sich  das  Laden  von  I,  die  Scheidung  in  II  und  die 
Entfernung   der  Influenzelektrizität  2*"  Art   aus  II    dadurch    ersetzt 
denken,  dafs  man  die  positive  Elektrizität  aus  II  direkt  nach  I  schaflt. 
Dies  erfordert,  wenn  die  freie  Elektrizität  in  I  bereits  die  Dichte  d 
hat,  nach  dem  Arbeitsviereck  ABLK  die  Arbeit  4  Jt6d.    Im  Anfang, 
wo  d  =  o  war,  war  die  erforderliche  Arbeit  0.    Im  Mittel  ist  sie  2x6d 
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für  die  Einheit,  also  2n6dE  für  die  Ladung  E,    Da  27töd==^''^^* 

ist,  kann  man  daher  auch  schreiben  (F^  —  F^)  —  •    Für  die  unbegrenzte 

Ebene  ist,  um  die  Dichte  gleich  d  zu  machen,  eine  Zufuhr  von  un- 
endlich vieler  Elektrizität  nötig,  ist  dagegen  F  der  Flächeninhalt  jeder 
der  beiden  endlichen  Platten,  so  ist  E  =  dF.     Die  gesamte  Arbeit 

oder  Energie  ist  also  2^d8E  oder  2nd  ^• 

Hätte  es  sich  aber  um  die  Entfernung  d^  gehandelt,  so  würde 

E^ 
die  Energie  gleich  27cd^-^  sein.     Der  Unterschied 

-4  =  2  Ä  -^  (rfj  —  d) 

kann  aber  auch  anders  gedeutet  werden.  Ladet  man  bei  Entfernung 
d  und  entfernt  man  dann  die  Ebenen  so  weit  voneinander,  dafs  der 
Abstand  d^  ist,  so  ist  das  Schlufsresultat  dasselbe,  als  ob  man  beim 
Abstände  d^  ladet.  Folglich  ist  A  die  Arbeit,  die  nötig  ist, 
die  beiden  Ebenen  aus  dem  gegenseitigen  Abstände  d  in  den 
gegenseitigen  Abstand  d^  zu  versetzen.  Ist  nun  p  der  nach 
obigem  konstante  Widerstand  gegen  diese  Bewegung,  so  ist  jene 
Arbeit  auch  als 

A  =  p  {d^  —  d) 

zu  schreiben.     Der  Vergleich  giebt 

p  =  27C-j^,' 

Die  gegenseitige  Anziehung  der  beiden  Eondensator- 
tafeln  ist  also  proportional  dem  Quadrate  der  Ladung  und 
umgekehrt  proportional  der  Fläche. 

Die  Messung  von  p  kann  experimentell  erfolgen.  Daraus  folgt 
dann  für  die  Gröfse  der  Ladung 


Als  Dichte  ergiebt  sich 


F      r  2«F 


Wird  dies  in  die  Potentialgleichung  F^  —  Fg  =  45rdd  eingesetzt,  so 
ergiebt  sich  die  Möglichkeit,  die  Potentialdifferenz  mittels 
der  Gleichung 

ZU  bestimmen. 

UolzmflUer,  Ing.- Math .  n ,  Potentialtbeorie.  7 
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Man   pflegt  aber  das  Potential    V^  der  einen  Platte  durch  Ab- 
leitung auf  Null  zu  bringen^  die  Gleichung  vereinfacht  sich  dann  zu 


Die  EapazMt,  d.  h.  die  für  die  Potentialeinheit  nötige  Ladung  ist  also 


V  2« 


d  '  4«' 


Pig.  54. 


C    BE 


oder,  wenn  man  F  =  q^x  setzt, 

Die  Kapazität  des  Kondensators  ist  also  proportional 
dem  Quadrate  des  Plattenradius  und  umgekehrt  proportional 
dem  Abstände  d  der  Platten.  —  Dies  ist  die  übliche  Darstellung 
der  angenäherten  Theorie  des  Kondensators  von  Kohlrausch,  die  auch 
im  folgenden  Anwendung  findet.  Später  wird  sie  entsprechende  Ver- 
feinerung erhalten. 

76)  Schutzringelektrometer  von  W.  Thomson.  Die  Be- 
schreibung des  Apparates  findet  man  in  den  besseren  Lehrbüchern. 
Rein  schematisch  handelt  es  sich  um  folgendes.     Ein  Hebel  AB  ist 

drehbar  um  D  und  trägt  bei  C  eine 
Platte  P,  auf  der  ein  loses  Gewicht  p 
ruht  und  bei  A  ein  Gegengewicht  Q. 
Das  erstere  Gewicht  ist  so  gewählt,  dafs 
Gleichgewicht  herrscht.  Nimmt  man  es 
ab,  so  wird  die  Platte  emporgehoben. 
Sie  kann  aber  dadurch  wieder  herab- 
gezogen werden,  dafs  man  sie  und  eine 
darunterliegende  Platte  iZ,  die  fest  auf 
isolierendem  Träger  T  ruht,  in  oben  be- 
sprochener Weise  als  Kondensatoren  elek- 
trisch macht,  so  dafs  Anziehung  stattfindet.  Die  Platte  P  kann  durch 
einen  festen  Schutzring  S  passieren,  mit  dem  sie  stets  leitend  durch  einen 
beweglichen  Draht  verbunden  ist.  Dieser  Ring  hat  nur  den  Zweck,  die 
oben  besprochene  Randstörung  zu  übernehmen,  so  dafs  die  bewegliche 
Platte  P  als  homogen  mit  Elektrizität  belegt  gelten  kann.  Gleich- 
gewicht herrscht,  wenn  B  und  E  genau  koinzidieren  (was  mittels 
Lupe  und  Haar  auf  das  genaueste  kontroliert  werden  kann).  Dabei 
fallen  die  Ebenen  von  P  und  S  zusammen.     Wird  diese  Lage  durch 
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die  Anziehung  der  Elektrizitäten  noch  nicht  erreicht,  so  kann  die 
Platte  R  mittels  Mikrometerschraube  so  hoch  emporbewegt  werden, 
dafs  die  Anziehung  stark  genug  wird,  jene  Absicht  zu  erreichen. 
Soll  nun  die  Potentialdifferenz  F^  —  F,  zweier  Leiter  untersucht 
werden,  so  yerbindet  man  sie  leitend  mit  den  Platten  und  stellt 
mittels  der  Mikrometerschraube  das  Gleichgewicht  her.  Jetzt  ist  nach 
obigem  die  zwischen  den  Scheiben  bestehende  Potentialdifferenz 


n-F,  =  d]/?|?. 


Der  Schutzring  würde  unwirksam  sein,  wenn  er  nicht  mit  der 
Innenplatte  leitend  verbunden  wäre.  Zwischen  beiden  ist  allerdings 
ein  kleiner  Zwischenraum,  aber  man  braucht  nur  einige  der  Kraft-  und 
Niveaulinien  des  Hauptschnittes  zu  skizzieren,  um  zu  sehen,  dafs  das 
Ausbuchten  der  Kraftlinien  und  das  Auseinandergehen  der  Niveau- 
linien für  die  Innenplatte  so  zu  sagen  vollständig  verhindert  wird 
und  erst  am  Rande  des  Ringes  stattfindet.  Darüber  soll  erst  später 
gesprochen  werden. 

Der  Ring  dient  zugleich  als  Grundfläche  für  eine  leitende  Metall- 
kapsel, die  den  Apparat  umgiebt  und  nach  der  Erde  abgeleitet  den 
Mechanismus   ringsum   mit   dem  Potentiale  Fg  ==  0   umgiebt,   wobei 

die  Gleichung  in  Fj  =  d  1/-^  übergeht.     So  ist   der  Mechanismus 

vor  jeder  störenden  Influenzwirkung  von  aufsenher  geschützt.  Eine 
kleine  Offiiung  för  das  Anbringen  der  Beobachtungslupe  ist  von  ge- 
ringer störender  Einwirkung. 

Die  obige,  in  den  Lehrbüchern  übliche  Theorie  bedarf  noch  einer 
Korrektur,  da  die  bewegliche  Platte  nicht  den  richtigen  Durchmesser 
hat.  Da  es  sich  nur  um  einen  konstanten  Faktor  handelt,  soll  die 
von  Maxwell  und  Kirchhoff  gegebene  Rechnung  hier  unterlassen 
werden.  Es  handelt  sich  nur  darum,  ein  praktisches  Beispiel  und 
das  Prinzip  eines  wichtigen  Apparates  zu  geben.  Seine  genauere 
Beschreibung  und  die  Verwendungsweise  findet  man  in  den  Lehr- 
büchern. Oben  wurde  gezeigt,  wie  jeder  Kondensator  durch  seine 
grofse  Kapazität  gestattet,  weit  gröfsere  Mengen  schwach  gespannter 
Elektrizität  aufzunehmen,  als  eine  einfache  Platte  mit  ihrer  geringen 
Kapazität.  Seine  Auftiahmefähigkeit  dauert  fort,  bis  die  Potential- 
differenz aufgehoben  ist.  Die  einfache  Platte  würde  in  den  Fällen,  um 
die  es  sich  hier  handelt,  zu  geringe  Mengen  aufnehmen,  als  dafs 
Messungen  möglich  sein  könnten. 

77)  Thomsons  Quadrantenelektrometer.  Die  Beschreibung 
dieses  sehr  empfindlichen  Apparates  sehe  man  ebenfalls  in  den  Lehr- 
büchern nach.     Grundprinzip  und  Rechnungsmethode  seien  kurz  klar 
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Pig.  66. 

A,     A,       A^ 


0 


4ir  Y   TW 


gelegt.  Fig.  55  stellt  im  Omndrisse  vier  mit^  positiver  bezw. 
negativer  Elektrizität  geladene  Leiter  vor,  die  man  vorläufig  als 
Kugeln  betrachten  möge.    In  der  Mitte  befindet  sich  ein  Aluminium- 

platte,  die  bifilar  aufgehängt  ist,  so  dafs  sie  aus 
jeder  Lage  mit  einem  gewissen  Drehungsmomente, 
welches  theoretisch  oder  experimentell  bestimmt 
werden  kann,  in  die  normale  Lage  zurück- 
getrieben  wird.  Erhält  diese  Platte  eine  ge- 
ringe elektrische  Ladung,  z.  B.  eine  positive, 
so  tritt  Drehung  im  angedeuteten  Sinne  ein,  bis 
das  Bifilarmoment  grofs  genug  geworden  ist, 
um  Gleichgewicht  zu  geben.  A^  und  B^  sind 
verbunden,  um  gleiches  Potential  Fg  zu  zeigen, 
ebenso  A^  und  JRj,  die  —  V^  geben  mögen, 
während  die  Platte  das  Potential  V^  habe. 
Zur  vorläufigen  Berechnung  ist  folgendes  zu  sagen.    Eine  kleine 

Kugel  K  Fig.  56  habe  an  der  Oberfläche  das  Potential  F=  —^  •  Nähert 

sich  eine  andere  mit  dem  Potentiale  F=— ^,   so  tritt  beiderseitige 

Influenz  ein,  die  wegen  des  Additionsgesetzes  der  Potentiale  auf  jeder 
Kugel  so  stattfindet,  als  ob  sie  unelektrisch  wäre.  Sind  z.  B.  beide  positiv 

geladen,  so  geben  die  ursprünglichen  Ladungen 
eine  gegenseitige  Abstofsung  proportional  dem 
Produkte  der  Ladungen,  also  auch  proportional 
dem  Produkte  der  Potentiale,  so  dafs  es  sich  um 
einen  Ausdruck  -j-  cV^V^  handelt.  Die  von  K 
auf  L  hervorgerufene  Influenzwirkung  giebt  eine 
negative  Elektrizitätsmenge  Fy  die  proportional  £, 
also  auch  proportional  F^  ist,  z.  B.  gleich  ÄF^.  Ladung  E  und  F 
geben    eine   Anziehung   proportional   E  •  JP,    also    auch   proportional 

Vi'kVi,   d.  h.   proportional    F^,   sie   sei   gleich   — ^i^i-     Ebenso 

giebt  die  von  L  ausgeübte  Influenz  eine  Anziehung  —  c^-  F^ .     [Man 

kann  ebenso  die  Influenzelektrizitäten  2*°'  Art  in  Rechnung  ziehen, 
was  aber  nicht  geschehen  soll,  weil  bei  gröfserer  Annäherung  der 
Kugeln  ihre  Wirkungen  sehr  gegen  die  anderen  zurücktreten,  überhaupt 
sollen  nur  die  drei  besprochenen  Posten  berücksichtigt  werden.]  Die 
Gesamtwirkung  ist  dann 

Auch  bei  Einrechnung  der  vernachlässigten  Posten  ergeben  sich 
drei  Glieder  von^dieser  Form. 

Nähert  man  jetzt  dem  beweglich  gedachten  ersten  Körper  noch 
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einen  dritten  yom  Potentiale  V^  uMd  bringt  man  diesen  so  an,  dafs 
seine  Wirkung  auf  den  ersten  entgegengesetzt  der  vom  zweiten  aus- 
geübten ist,  so  handelt  es  sich  unter  gleichartigen  Verhältnissen  um 
eine  Wirkung 

Die  Gesamtwirkung  ist 

c.  (K-fD  +  c.  {K-  v'^  -  <^y.  (n  -  n)> 

oder,  da  der  erste  Posten  wegfällt,  der  zweite  aber  als 
geschrieben  werden  kann,  gleich 

Ist  nun  Fl   sehr  grofs  gegen   Fg  +  Fg ,  so  bleibt  nur  der  Ausdruck 

zu  berücksichtigen.    Ist  übrigens  V3  =  —  Fg,  so  geht  letzteres  über  in 

2cF,.F2. 

Eine  solche  Kraft  ist  es,  die  bei  dem  Quadrantenelektrometer  auf  die 
Aluminiumplatte  wirkt  und  ihr  ein  Drehungsmoment  giebt,  dessen 
Gröfse  proportional  F^  Fg  ist  und  mit  y  V^  Fg  bezeichnet  werden 
möge.  Beim  Gleichgewichte  ist  dieses  gleich  dem  bekannten  Bifilar- 
momente  M.  Ist  also  Fg  und  ebenso  y  bekannt,  so  bestimmt  sich 
Fi  aus 

F=-^. 

Die  Lehrbücher  beschreiben  noch  andere  elektrostatische  Mefsapparate, 
z.  B.  das  bekannte  Sinuselektrometer  von  Eohlrausch.  Das  Ge- 
gebene wird  hinreichen,  einen  Begriff  davon  zu  geben,  wie  man  auch 
geringere  Potentialdifferenzen  messen  und  nach  Nr.  66  aus  Kapazität 
und  Potential  auf  die  Elektrizitätsmengen  schliefsen  kann.  Die  über 
die  Apparate  vorgetragenen  Theorien  sind  dem  bisherigen  elementaren 
Standpunkte  angepafst  worden  und  können  nur  als  erste  Annäherungen 
betrachtet  werden.  Die  folgenden  Kapitel  werden  feinere  Unter- 
suchungen ermöglichen,  ohne  dafs  der  elementare  Standpunkt  ver- 
lassen wird. 


Kapitel  V. 

Die  Melirpunktprobleme. 


78)  Vorbemerkung.  Wirken  mehrere  Punkte  anziehend  ^  so 
werden  die  Kräfte  nach  dem  Parallelogramm  addiert.  Graphisch  ge- 
schieht dies  durch  das  einfache  Aneinandersetzen  der  Kräfte  nach  der 
Streckentheorie^  rechnend  erreicht  man  dasselbe  durch  mehrfache  An- 
wendung der  Formeln 

P  =  yPi  +  pI  +  ^PiPi  cos  «^     sin  «1  =  ^  sin  a, 

wo  Pi  und  P2  die  Seitenkrafbe  sind,  a  der  Yon  ihnen  eingeschlossene 
Winkel,  p  die  Resultante,  Oj  der  von  p  und  p^  eingeschlossene 
Winkel  ist. 

Es  fragt  sich  nun,  nach  welcher  Formel  die  Potentialwerte  zu 
addieren  sind.  Es  wird  sich  hier  im  Anschlufs  an  Nr.  21  in  voller  Be- 
stimmtheit herausstellen,  dafs,  wenn  die  Einzelpotentiale  V^  und 
Fg  sind,  das  Gesamtpotential  durch  einfache  algebraische 
Addition  als  V^^V^-^V^  gefunden  wird,  worin  eine  aufser- 
ordentliche  Erleichterung  und  zugleich  die  ganze  Stärke  des  Potential- 
begrifFs  liegt.  Dieser  gehört  also  zu  denjenigen  Gröfsen,  die  von  den 
Engländern  nach  Hamilton  als  Skalaren  (im  Gegensatz  zu  den 
Vektoren)  bezeichnet  werden.  Bei  diesen  Gröfsen  geschieht  die 
Addition  einfach  algebraisch,  weil  sie  selbst  durch  eine  einzige  Zahl 
vollständig  dargestellt  werden,  wie  z.  B.  Länge  einer  Linie,  Inhalt 
einer  Fläche,  Inhalt  eines  Körpers,  Masse  einer  Linie,  einer  Fläche 
oder  eines  Körpers,  Arbeit  einer  Kraft,  Energie  einer  bewegten  Masse, 
hydrostatischer  Druck  an  irgend  einer  Stelle  u.  s.  w.  Bei  den  Vektoren 
dagegen  sind  mehrere  numerische  Angaben  nötig.  Zu  ihnen  gehören 
Kräfte,  die,  wie  die  Strecken,  nach  Gröfse  und  Richtimg  zu  geben 
sind,  Geschwindigkeiten,  Beschleunigungen  u.  dgl.  Ihre  Addition  folgt 
besonderen  komplizierten  Gesetzen.  Gelingt  es,  ein  Problem  von  den 
Vektoren  zu  befreien  und  auf  die  Skalaren  zu  beschränken,  so  ist 
damit  eine  erhebliche  Vereinfachung  erzielt.     Dies  geschieht   bei  der 
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Zurückführung  Ton  Problemen  der  Mechanik  auf  solche  der  Potential- 
theorie. 

Von  den  Hamiltonschen  Methoden^  die  auf  die  Quatemionen  ge- 
führt haben^  soll  hier  nichts  vorausgesetzt  werden^  da  ein  einfacher 
Hilfssatz  ausreicht^  der  in  jedem  Lehrbuche  der  Mechanik  stehen  sollte. 


79)  Hilfssatz  aus  der  Mechanik.  Die  Arbeit  der  Resul- 
tante ist  gleich  der  algebraischen  Summe  der  Arbeiten  der 
Seitenkräfte. 

Beweis.  1.  Die  Resultante  von  p^  und  p^  sei  p,  PQ  =  tv  der 
Weg  des  Angriffspunktes  P,  so  dafs  pw  die  Arbeit  der  Resultante  ist. 
Projiziert  man  den  Weg  w  auf  die  Richtungslinien  der  Seitenkräfte^ 
so  erhält  man  PQ^^  =  w^  und  PQ^  =  w^  als  die  (virtuellen)  Wege 
in  den  Richtungen  dieser  Kräfte ,  so  dafs  die  in  diesen  Richtungen 
vollführten  Arbeiten ^^u^^  und  1)2^2  ^^^^-   ^^^  algebraische  Summe  ist 

Pl  '^1  +  A^2  =  l^i«?  cos  «1  +  i>8  «?  cos  Og  ==  W{pi  cos  «1  -f"  A  cos  Oj) 

=  w{PB^  +  PB,)  =  w{PB^  +  B^C)  =  WyPC  ==^  pw  y 
sie  ist  also  gleich  der  Arbeit  der  Resultante.    Vgl.  Fig.  57. 


Fig.  67. 


Fig.  68. 


Ä^*J*, 


Die  Addition  der  Arbeiten  geschieht  also  einfach  algebraisch  ohne 
jede  Berücksichtigung  der  Richtungen.  Arbeitsgröfsen  gehören  daher 
zu  den  Skalaren. 

2.  Behalten  die  Kräfte  p,  p^  und  p^  ihre  Richtungen  stets  bei, 
so   kann  P  einen  beliebigen  Weg  PB  zurücklegen^   ohne  dafs  sich 
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etwas,  ändert.  Geschieht  die  Bewegung  z.  B.  in  der  Ebene  der  Kräfte, 
so  ist  der  Weg  auf  die  drei  Kraftlinien  zu  projizieren,  was  die 
„virtuellen"  Wege  PQ^  PQ^  und  PQ^  geben  mag.  Projiziert  man 
noch  Q  nach  Q^  und  Q^^  und  setzt  man  BQ  =  e^  so  ist,  da  auch 
bei  R  und  Q  die  Winkel  «^  und  cc^  auftreten,  JR^Q^  =^  esina^y 
Jt^Q^  =  esinog;  öIso,  da  Ä^B^  =  -4. 2^2,  oder  p^  sina^  =p^  sinoj  ist? 
p,Ji,Q,=^p^Q^B,,      Vorher    war   p,- PQ,+ p^- PQ,=  p  ^  PQ, 

jetzt  ist  {p^PQ,-p,'IkQ,)  +  (jP,'PQ2'\-P^Q,^)=P'PQ 
oder  p^  •  PB^  +1>2  *  ^-^  =p  -  PQ.     Der  Satz  bleibt  also  bestehen. 

Tritt  der  Angriffspunkt  aus  der  Ebene  der  Kräfte  heraus,  so 
kann  sich  z.  B.  B  senkrecht  über  der  gezeichneten  Lage  im  Räume 
befinden.  Die  Figur  ist  dann  die  Projektion  der  zugehörigen  räum- 
lichen Figur.    Am  Beweise  ändert  sich  sonst  nichts.    Vgl.  Fig.  58. 

3.  Ändern  die  Kräfte  während  der  Bewegung  des  Angriffspunktes 
stetig  ihre  Richtungen,  wie  es  z.  B.  bei  der  Anziehung  durch  mehrere 
feste  Punkte  geschieht,  so  gilt  der  obige  Beweis  zunächst  nur  für 
eine  unendlich  kleine  Bewegung,  durch  Summierung  aber  f&r  die  ge- 
samte Bewegung. 

4.  Das  Beispiel  der  Anziehung  durch  zwei  feste  Punkte  nach 
dem  Newton  sehen  Gesetze  wird  dies  erläutern.    Die  auf  die  Einheit 

wirkenden  Kräfte  sind  dabei  —   und  —-     Die  Einzelarbeiten  bei  der 

Bewegung   des   freien  Punktes  P  von   P^  nach  Pg  entsprechen  den 

Potentialdifferenzen und  —  —  — ,  die  Arbeit  der  Resultante  ist 

denmach 

Bedeuten  nun  P^,  Pg,  P3  .  .  .  P„  verschiedene  Lagen  des  Angriffs- 
punktes, und  erhalten  die  Radiivectores  dieselben  Indices,  so  sind  die 
Einzelarbeiten  zu  addieren  und  die  Gesamtarbeit  wird 


oder 


Dies  gilt  für  beliebig  gestaltete  Wege  von  beliebiger  Länge. 
Entfernt  man  p  ins  Unendliche,  so  ist  der  Arbeitsaufwand 
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d.  h.  gleich  der  algebraischen  Summe  der  Einzelpotentiale. 

Man  bezeichnet  die  dazu  nötige  Arbeit  als  das  Oesamtpotential^ 
folglieh  gilt  zunächst  für  zwei  Punkte  der  Satz: 

Das  Gesamtpotential  ist  gleich  der  algebraischen  Summe 
der  Einzelpotentiale  F=  F|  +  Fg. 

Die  Ausdehnung  auf  mehrere  Punkte,  die  beliebig  im  Räume 
lagern  und  anziehend  wirken,  sei  dem  Leser  überlassen.  Neues  tritt 
dabei  nicht  auf. 

Handelt  es  sich  um  ein  aus  unendlich  vielen  Punkten  bestehendes 
Massengebilde,  also  um  eine  Linie,  oder  um  eine  Fläche,  oder  einen 
Körper  von  beliebiger  Gestalt,  so  wird  die  Ermittelung  der  Kraft- 
resultanten in  der  Regel  auf  Schwierigkeiten  stofsen.  Leichter  ist  es 
im  allgemeinen,  die  algebraische  Addition  der  Potential  werte  durch- 
zufahren imd  aus  dem  Gesamtpotential  auf  einem  noch  zu  lehrenden 
Wege  die  Kraftresultante  abzuleiten.  Aufserdem  erhalten  gewisse  Sätze 
der  Mechanik  durch  die  Benutzung  des  Potentialbegrififs  eine  weit  ein- 
fachere Form,  als  bei  der  Anwendung  des  Kraftbegriffs.  Darin  liegt 
der  in  Nr.  14  angedeutete  weitere  Vorteil  der  Green  sehen  Theorie. 

80)  Die  Niveauflächen  für  das  Problem  zweier  gleich 
stark  anziehender  Punkte.  In  zwei  irgendwo  im  Räume  befind- 
lichen festen  Punkten  M^  und  M^  mögen  sich  Massen  von  der  Gröfse  1 
befinden.     Sie  wirken  auf  die  frei  bewegliche  in  einem  Punkte  kon- 

centrierte  Masseneinheit  ein  mit  dem  Potentiale  — 1 Sämtliche 

Punkte,  für  welche  das  Potential  einen  konstanten  Wert  hat,  liegen 
auf  einer  Niveaufläche,  deren  Gestalt  durch  die  Gleichung 

bestimmt  ist.  Jede  solche  Fläche  ist  eine  Drehungsfläche  mit  der 
Verbindungslinie  M^M^  als  Achse.  Es  ist  also  nur  nötig  einen  durch 
diese  Achse  gehenden  Meridianschnitt  zu  untersuchen  und  nur  von 
Niveaulinien,  statt  von  Niveauflächen  zu  sprechen. 

Die  mechanische  Bedeutung  der  Niveaulinien  bezw.  Niveauflächen 
besteht  darin,  dafs  zur  Bewegung  der  Masseneinheit  von  einer  solchen 
Fläche  nach  einer  anderen  sie  umschliefsenden  eine  gewisse  Arbeit 
nötig  ist,  die  gleich  dem  Potentialunterschiede  ist.  Zur  Bewegung 
der  Masseneinheit  nach  einer  der  inneren  Flächen  ist  nicht  positive 
Arbeit  nötig,  sondern  negative,  d.  h.  diese  wird  durch  die  anziehenden 

1  •  v^ 

Punkte  ausgeübt  und  vermehrt  die  Energie  —^  -   ^^r  frei  beweglichen 
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Masse  um  einen  Betrage  der  gleich  der  Potentialdifferenz  für  die  End- 
punkte des  Weges  ist.  Zur  Bewegung  mit  konstanter  Greschwindigkeit 
auf  der  Fläche  selbst  ist  die  Arbeit  Null  nötig.  Die  Resultante 
der  Anziehung   steht   also   senkrecht  auf  der  Niveauflache. 

Nun  laXst  sich  aber  die  Resultante  der  Kräfte  Pi  =  -^  und  ft  =  "• 

aus  r^  und  r^  leicht  konstruieren,  folglich  ist  die  Resultante  und 
damit  zugleich  die  Normale  der  Niveaulinie  in  jedem  Punkte  elementar 
konstruierbar,  ebenso  die  Tangente  und  die  durch  diese  senkrecht 
zum  Meridianschnitt  gelegte  Tangentialebene  der  Niveaufläche  elementar 
konstruierbar. 

Da  jede  Niveaulinie  dieses  Problems  zwei  Symmetrieachsen  hat, 
die  Gerade  M^M^  und  die  zugehörige  Mittelsenkrechte,  so  kann  man 
die  Betrachtung  auf  einen  Quadranten  beschränken. 

Denkt  man  sich  die  Niveaulinien  so  aufeinander  folgend,  dafs 
die  Werte  von  c  einer  arithmetischen  Reihe  folgen,  z.  B.  der  Reihe 

0   i-    —    .  .  .    !^ 1     !LÜ     »^  +  2  n-f  n e^     2n4-l 


.  •  . 


w 

C08  a' 


so  gilt  folgendes: 

Wie  sich  auch  P  von  P^  aus  nach  aufsen  hin  bewege,  stets  ist 

von   einer  Niveaulinie   zur  andern  derselbe  Arbeitsaufwand  —  nötig. 

Geht  P  nach  innen,  so  ist  natürlich  der  Arbeitsaufwand  negativ.  Ge- 
schieht nämlich  die  kleine  Verschiebung  um  w  längs  der  Kraftlinie 
und  ist  der  Mittelwert  des  Widerstandes  gleich  p,  so  ist  die  geleistete 
Arbeit   gleich  pw.     Weicht  die  Richtung  des  Weges   um  a  ab,  so 

handelt   es    sich   um    die   Kraft  p^  cos  a   und    den  Weg  w^  = 
so  dafs  wiederum  p^w^  =pw  ist. 

Trägt  man  an  jeder  Stelle  des  Weges  auf  der  Ebene  ein  Lot 
auf,  welches  gleich  der  Projektion  der  Anziehungsresultante  p  an 
dieser  SteUe  auf  die  Bewegungsrichtung  ist,  so  erhält  man  das 
Arbeitsdiagramm  für  den  Verlauf  der  Bewegung  von  P.  Wie  nun 
auch  von  Pj  aus  nach  einer  der  Niveaulinien  gewandert  werde,  stet« 
erhält  man  denselben  Arbeitsaufwand  und  dieselbe  Diagrammfläche, 
als  ob  man  den  Weg  von  der  einen  Niveaulinie  zur  andern  aul 
der  a;- Achse  oder  y- Achse  gemacht  hätte.  (Die  a;- Achse  soll  die 
Verbindungslinie  der  beiden  festen,  anziehenden  Punkte  sein,  die 
y- Achse  die  Mittelsenkrechte  dazu.)  Geht  das  Diagramm  von  Pj  aus 
bis  ins  Unendliche  auf  beliebig   gewundenen  Wegen,    stets   ist  sein 

Inhalt  gleich  —  -| ( Vergl.  dazu  Nr.  14.) 
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81)  Aufgabe.  Die  Niveaulinien  für  dieses  Problem  zu 
konstruieren. 

AnfUJaniig.  Han  schli^e  um  die  festen  Punkte  Jlf,  und  M^ 
Kreise  mit  den  Radien,  deren  reciproke  Werte  einer  arithmetischen 
Reihe,  z.  B.  0,  1,  2,  3,  4,  .  .  .  entspredien,  also  z.  B.  mit  den  Badien 

CO,  1,  |,  I,  |,  ■■■, 

allgemeiner   mit   den   in  Fig.  10   zu   A^,  J,,  Ag,  A^,  . . .   gehörigen 
Ordinaten  (und  etwa  auch  mit  den  durch  Halbierung  der  Grundlinien 


zu  bestimmenden  Ordinaten),  so  dals  man  ein  Netz  kmnunliniger 
Vierecke  erhält.  Die  Diagonalkurren  dieses  Netzes  können  mit  be- 
liebiger Genauigkeit  eingezeichnet  werden,  indem  man  durch  fortgesetzte 
Interpolation  Ton  Ordinaten  der  Fig.  10  die  Zahl  der  Vierecke  beliebig 
Termehrt.  Im  oberen  Teile  der  Fig.  59  sind  die  hierher  gehörigen 
Diagotutlkurren  gezeichnet.     Der  untere  Teil,  der  symmetrisch  zum 
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oberen  ist,  ist  dort  weggelassen.  (Die  unten  gezeichnete  Ktrrven- 
gruppe  kommt  später  zur  Sprache,  sie  entspricht  den  Niveaulinien 
für  Punkte  M^  und  Jlfg,  von  denen  der  eine  ebenso  stark  abstoisend 
wirkt,  wie  der  andere  anziehend.) 

Beweis.  Dafs  diese  Diagonalkurven  solche  konstanten  Potentials, 
also  Niveaulinien  sind,  ergiebt  sich  folgendermafsen. 

Die  zu  Jf^  gehörige  Kreisgruppe  giebt  bei  zunehmenden  Radien 
nach  der  Konstruktion  Potententialwerte,  die  nach  arithmetischer 
Reihe  abnehmen.  Von  irgend  einem  der  Eckpunkte  aus  möge  es 
sich  z.  B.  um  die  Reihe 

a,  a  —  h,  a  —  26,  a  —  36,  a  —  46,  ... 

handeln.  Dasselbe  gilt  von  der  anderen  Kreisgruppe,  bei  abnehmenden 
Radien  aber  findet  hier  das  entgegengesetzte  statt,  die  Potentialwerte 
nehmen  zu,  z.  B.  nach  der  Reihe 

a^ ,  a^  -(-  6 ,  a^  —  26,  a^  +  3  6 ,  a^  +  4  6 ,  . .. . , 

wobei  die  Differenz  6  dieselbe  ist.  Die  beiden  Reihen  gelten  für  die 
obere  Gruppe  von  Diagonalkurven.  Verfolgt  man  eine  solche,  so 
ergiebt  sich  für  die  aufeinander  folgenden  Eckpunkte  durch  Addition 
der  Potential^erte  die  Reihe 

d.  h.  eine  Reihe  konstanter  Werte.  Die  Diagonalkurve  ist  also  eine 
Niveaulinie. 

82)  Bemerkungen.  Diese  in  zahlreiche  Lehrbücher  der  Physik 
übergegangene  Konstruktion  reicht  im  allgemeinen  aus.  Man  kann 
aber  auch  in  einer  Weise  verfahren,  die  an  die  gebräuchlichen 
Ellipsenkonstruktionen  erinnert. 

Ist  ÄiA2  =  c  und  soll  z.  B.  die  Kurve  —  -j —  =  c  für  gegebene 

Punkte  M^  und  Jlfg  konstruiert  werden,  so  nehme  man  auf  A^A^ 
einen  beliebigen  Teilpunkt  P  an  und  setze 


Im  Koordinatensystem  denke  man  sich  den  Einheitskreis  um  0  ge- 
schlagen und  mache  auf  der  X-Achse  OB^^^  A^P^  0P^==  A^P> 
Die  in  B^  und  B^  auf  der  X-Achse  errichteten  Lote  geben  auf  dem 
Kreise  Punkte  C^  und  C^.  Die  Tangenten  in  diesen  schneiden  die 
X-Achse  in  D^^  und  Dg.  Jetzt  ist  07)^  =  r^  und  OD^  ==  r^.  Mit 
diesen  Radien  schlage  man  um  die  festen  Punkte  M^  und  M^  (z.  B. 
um  die  Punkte  +1)  Kreisbogen,  die,  wenn  sie  sich  schneiden,  zwei 
und   bei  Vertauschung   der  Mittelpunkte   nochmals  zwei  Punkte  der 
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Fig.  60. 


P  ii 


Kurve  geben,  so  dafs  man  nur  einen  Quadranten  zu  konstruieren 
nötig  hat.  Jeder  Teilpunkt  von  Aj^A^  giebt  so  im  allgemeinen  vier 
reelle  Punkte,  jedoch  hat  die 
Teilung,  wie  bei  der  Ellipsenkon- 
struktion, eine  bestimmte  Grenze. 
Giebt  man  A^A^  =  c  ver- 
schiedene Werte,  so  erhält  man 
die  ganze  Kurvengruppe.  Die 
vorige  Methode  giebt  ganz  von 
selbst  eine  potentiell  gleichwertige 
Einteilung,  wie  man  sofort  an  der 
F- Achse  erkennt.  Für  diese  sind 
(vgl.  Fig.  59)  die  Vektoren  gleich 
und  jeder  folgt  der  obigen  Reihe 
der  Radien,  die  auf  Abnahme  der 
Potentialwerte  in  arithmetischer 
Reihe  fuhrt.  Allgemein  ergiebt  sich 

dies  so:  Ist  für  einen  Punkt  der  Ebene  Fj  =  q  und  zugleich  V^  =  fg, 
so  ist  für  ihn  die  Pontentialsumme  V  =  Fj  +  V^  =  c^  -{-  Cg.  Folgen 
also  c^  und  c^  für  sich  arithmetischen  Reihen,  die  beide  zunehmen, 
so  wächst  auch  V  nach  arithmetischer  Reihe.  Die  Intervalle  von 
Kurve  zu  Kurve  sind  also  potentiell  gleichwertig,  d.  h.  den  an- 
gezogenen Körper  von  einer  Kurve  zur  anderen  zu  bringen,  erfordert 
bei  dem  Gange  nach  aufsen  überall  dieselbe  Arbeit,  welcher  Weg 
auch  eingeschlagen  werde.  Bei  dem  umgekehrten  Gange  wird  ent- 
sprechende Arbeit  gewonnen,  d.  h.  der  frei  bewegliche  Körper  gewinnt 
entsprechend  an  Geschwindigkeit  und  an  Energie. 

83)  Erhaltung  der  Energie.  Sind  P^  und  Pg  im  letzteren 
Falle  die  beiden  Potentialwerte,  v^  und  t\^  die  entsprechenden  Ge- 
schwindigkeiten, so  ist  für  die  Masse  1 


< f > 


p.== 


V 


V 


2 


J 

2  2 


Betrachtet  man  die  Schlufslage  als  veränderlich,  läfst  man  also 
die  Marke  2  weg,  so  hat  man 


oder 


v 


V 


2 


J. 
2  ' 


d.h.  P  —  ^  ist  eine  konstante  Gröfse.     Darin  liegt  der  Satz  von 
der  Erhaltung  der  Energie  für  dieses  Problem. 
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84)  Gesetz  der  Abstände  zwischen  zwei  Niveaulinien, 
Der  Abstand  zwischen  zwei  benachbarten  Kurven  ist  veränderlieh. 
Die  Arbeit,  die  nötig  ist,  den  beweglichen  Körper  von  der  einen  zur 
anderen  zu  bringen,  ist  überall  dieselbe.  Sind  also  p^^  und  p^  die 
Mittelwerte  der  Kraftresultanten  an  zwei  verschiedenen  Stellen  des 
Zwischenraumes,  w^  und  W2  die  entsprechenden  kürzesten  Wege  von 
Kurve  zu  Kurve,  so  ist 


Pl^l=A^2      ^^^^ 


w. 


d.h.  die  Kräfte  sind  umgekehrt  proportional  den  als  klein 
angenommenen  Kurvenabständen. 

Weil  die  Kurven  von  der,  F-Achse  aus  in  jedem  Quadranten 
mehr  und  mehr  ins  Innere  der  einen  Kreisschar  rücken,  wo  die 
Kreise  dichter  und  dichter  aufeinander  folgen,  so  nähern  sich  je 
zwei  Nachbarkurven  mehr  und  mehr  und  erreichen  auf  der 
X-Achse  das  Minimum  des  Abstandes,  während  auf  der 
F-Achse  das  Maximum  stattfindet. 

Für  die  aus  getrennten  Ovalen  bestehenden  Kurven  wird  auf  der 
X-Achse  sowohl  das  Maximum,  als  auch  das  Minimum  des  Abstandes 
erreicht,  innen  das  eine,  aufsen  das  andere.  Dem  Maximum  des  Ab- 
standes entspricht  auf  der  Niveaulinie  das  Minimum  der  Anziehungs- 
resultante, dem  Minimum  des  ersteren  entspricht  das  Maximum  der 
anderen.  Es  ist  also  zu  betonen,  dafs  auf  den  Niveaulinien  bezw. 
auf  den    durch  Drehung   um   die  X-Achse   entstehenden 

Niveauflächen  zwar 
das  Potential  kon- 
stant ist,  aber  nicht 
die  Gröfse  der  An- 
ziehungskraft Für 
die  Elektrizitätslehre 
z.  B.  folgt  daraus,  dafs 
die  Kurven  gleicher 
Intensität  im  all- 
gemeinen ganz  andere 
Gestalt  haben,  als  die 
Kurven  gleichen  Po- 
tentials. 

Handelt  es  sich  um 
zwei     sehr    nahe    bei- 
einander   liegende    Ni- 
veaulinien, und  ist  an  irgend  einer  Stelle  der  kürzeste  Abstand  gleich  ir, 
die  Arbeit  aber,  die  nötig  ist,  von  der  einen  zur  anderen  überzufahren, 


Fig.  61. 
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gleich  Ä,  so  ist  pw  =  A^  also  |)  =  —  •     Auch  auf  diese  Weise  kann 

man  den  Mittelwert  der  Anziehungskraft  zwischen  den  Nachbarkurven 
finden,  wobei  sich  wiederum  ergiebt,  dafs  die  Kräfte  umgekehrt  pro- 
portional den  Eurvenabstanden  sind. 


85)  Eine  mechanische  Veranschaulichung.  Mit  Hilfe 
einfacher  mechanischer  Anschauungen  lassen  sich  diese  Dinge  bequem 
aufklären     Denkt  man  sich 

statt  der  Punkte  M^  und  M^  ^fUi-  ^^ 

zwei  homogene,  kugelförmige 
Weltkörper  gleicher  Masse, 
deren  gegenseitige  Anziehung 
durch  eine  starre  Verbindung 
unwirksam  gemacht  ist,  und 
belegt  man  beide  mit  oze- 
anischen Wassermassen,  so 
ordnet  sich  unter  der 
Voraussetzung,  dafs  die 
Wasserteilchen  auf- 
einander keine  An- 
ziehung ausüben,  das  Wasser  nach  den  besprochenen  Niveauflächen 
an.  Ist  die  Wassermenge  gering,  so  hat  man  nur  zwei  Wasserberge 
auf  den  einander  zugewendeten  Teilen  der  Eugeloberfläche.  In  einem 
bestinmiten  Falle  berühren  sich  die  beiden  Ozeane  im  Schnittpunkte 
der  Achse.  Ist  noch  mehr  Wasser  Torhanden,  so  umgiebt  der  Ozean 
nach  Art  der  äuiseren  Kurve  beide  Kugeln  einheitlich.  Nach  dem 
Gesetze  der  kommunizierenden  Röhren  giebt  die  Wassersäule  DC 
denselben  Druck,  wie  die  höhere  Säule  MK. 

Man  nehme  z.  B.  den  Zwischenfall,  bei  dem  die  Ozeane  sich  wie 
die  beiden  Teile  eines  Kegels  in  einer  Spitze  M  berühren.  Segelt 
ein  Schiff  yon  der  Aufsenseite  der  einen  Kugel  aus  nach  dem  Schnitt- 
punkte der  Koordinatenachsen  hin,  so  nimmt  sein  „Gewicht^'  allmählich 
ab  und  wird  in  jenem  Schnittpunkte  gleich  Null.  Dabei  ist  die  Tiefe 
des  Ozeans  allmählich  bis  zu  einem  Höchstwerte  gewachsen.  Ein 
mitgenonmienes  Pendel,  welches  anfangs  z.  B.  Sekundenschwingungen 
machte,  würde  langsamere  und  langsamere  Schwingungen  erhalten 
haben  und  sich  schliefslich  ganz  indifferent  verhalten.  Der  Übergang 
zu  den  Schwingungen  der  Magnetnadel  im  magnetischen  Felde  und 
zu  den  Erscheinungen  im  entsprechenden  elektrischen  Felde  macht 
jetzt  keine  Schwierigkeiten  mehr. 

Noch  klarer  wird  die  Darstellung,  wenn  man  die  Gröfse  und 
Richtung  der  Kraftresultante  für  jede  Stelle  durch  Konstruktion  und 
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Beclinung  bestimmt^  was  nach  obigem  zugleich  die  Normale  und 
Tangente  für  jede  Stelle  jeder  Niveaulinie  giebt,  so  dafs  elementare 
Behandlung  der  Kurven  möglich  ist.  Dabei  möge  w  =  1  gesetzt 
werden. 


86)  Aufgabe.     P  sei  ein  Punkt  der  Kurve 1 —  =  c,  die 

Normale  und  die  Tangente  der  Kurve  sollen  für  Pkonstruiert 

und     ihre     Nei- 
Fig.  68.  gungen     berech- 

net werden. 

Auflösung.  Man 
konstruiere  nach 
obigem  Verfahren 


PA^  —  — 


und 

PÄ^  =  — 2 

und     setze     beides 
nach  dem  Parallelo- 
gramm  der  Kräfte 
zusammen.    Dies  giebt  p  nach  Gröfse  und  Richtung  und  mit  letzterer 
die  Normale.     Das  Lot  auf  dieser  giebt  die  Tangentenrichtung  in  P. 
Will  man  p  durch  Rechnung  finden,  so  ergiebt  es  sich  aus 


P'  =  -4  +  -4  + 


2C08(^,  — -^l) 


2 


•i 


2 


Man    kann    auch    mit   Hilfe   der   wagerechten   und    senkrechten 
Seitenkräfte  rechnen,  was 


cos  Q'i      ^^  008  «d". 


1  = 


.2      ' 
2 


V 


--j-i  +  — j^     und     p 


'2 


W  +  »i* 


giebt.     Dadurch    findet   man   zugleich    die   Tangente    des   Neigungs- 
winkels a  gegen  die  positive  Richtung  der  X-Achse  als 


tan  a  =  y 


ain^j        ain^, 


»i 


rg  sin  ^1  +  rj  sin  ^^ 


008 -ö*!  008^, 


2 


fjcos^j  +  ^Jcos^j 


Sind  M^  und  M^  nach  +  1  verlegt,  so  hat  man 
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y  +  y 

tan     =        ''       ^'       =  ^'2y+'-?y «^"'^1  +  ""'*2_  _ 

^  ""  ^  +  1    ,    ?j-  i         r^  (a;  +  1)  +  rj  {x  —  1)        ain^  -O»!  cos  »^  +  sin^-^g  cos  »^ 

Die  Tangentenrichtung  ß  der  Niveaulinie  folgt  aus  tan  ß  =  —  t 

[Dieselben  Resultate  erhält  man  durch  implicites  Differentiieren.] 

87)  Die  Linien  gleicher  Intensität  und  gleicher  Kraft- 
richtung. 

Setzt  man  p  ^^  c^j  d.  h. 

11,2  C08(»,— dj  _      2 


4+^4  + 


ri         r. 


AA 


—  C,  j 


30  hat  man  die  Gleichung  der  Linien  gleicher  Anziehungsstärke 
(gleicher  Intensität).     Jede  derselben  passiert  nach  dem  Gesetze 

—  =  ^  zuirleich  die  Stellen  konstanten  Abstandes  w  benach- 

barter  Niveaulinien,  vorausgesetzt,  dafs  die  Werte  c  des  Potentials 
einer   arithmetischen  Reihe   folgen,   bei    der   die  konstante  Differenz 
sehr  klein  zu  denken  ist.     Auf  diesen  Punkt  kommt  die  Betrachtung 
später  zurück. 
Die  Linien 

r\{x  +  l)+r\{x-l) 


tan  a  =  y     oder     -y^ — ^        — ^^ —  =  y 


sind  Linien  konstanter  Anziehungsrichtung.  Legt  man  also 
eine  Schar  paralleler  Tangenten  an  die  Schar  der  Niveaulinien,  so 
erhält  man  diese  Art  von  Kurven,  deren  Bedeutung  gleichfalls  noch 
einmal  zur  Sprache  kommt. 

Denkt  man  sich  die  Punkte  M^  und  M^  mit  gleichen  Mengen 
von  positivem  Magnetismus  (bezw.  Elektrizität)  geladen,  so  würde  eine 
kleine  Magnetnadel  sich  überall  in  der  Richtung  der  Resultante  ein- 
stellen, wobei  von  dem  störenden  Erdmagnetismus  jetzt  abzusehen  ist. 
Der  eine  Pol  unterliegt  nämlich  der  Wirkung  der  konstruierten 
Resultante,  der  andere  einer  entgegengesetzt  zu  zeichnenden  Resultante. 
Es  giebt  eine  Lage  stabilen  und  eine  Lage  labilen  Gleichgewichts. 

Denkt  man  sich  die  Nadel  senkrecht  gegen  die  Resultante  ge- 
stellt, so  ist  das  statische  Moment  des  wirkenden  Kräftepaares  (ein 
solches  wirkt  bei  sehr  kleiner  Nadel,  da  dann  die  beiden  Resultanten 
gleich  und  parallel,  aber  entgegengesetzt  sind)  ein  Maximum.  Die 
Nadel  hat  in  Bezug  auf  ihren  Drehungspunkt  ein  bestimmtes  Trag- 

Holimüller,  Ing.- Math.  II ,  Potential theorio.  8 
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heitsmoment.     Die  Schwingungsdauer  der  Nadel  ist  (kleine  Schwin- 
gungen vorausgesetzt) 

,  -1  /         Trägheitamoment  1  /  -^ 

y  gröfstes  statisches  Moment  Y  M^ 

was  dem    Gesetze    i  =  7cy—   für   das   mathematische   Pendel,    dem 

Gesetze  ^  =  ^l/~^  ^^^  das  physische  Pendel  entspricht. 

Die  Normalen  der  Niveaulinien  geben  also  die  Stellung  der 
Nadel  an,  die  Kurven  tan  a  =  y  verbinden  die  Stellen  gleicher  Nadel- 
richtung, die  Kurven  p  =  c  dagegen  verbinden  die  Stellen  gleichen 
Mazimalmoments,  d.  h.  die  Stellen  gleicher  Intensität  und  gleicher 
Schwingungsdauer  miteinander.  (Ein  Magnetstab  von  der  Länge  l 
habe  Pole  von  der  Ladung  +  m,  dann  nennt  man  ml  das  magnetische 
Moment  des  Stabes.  Schwingt  er  horizontal  im  homogenen  Felde, 
z.  B.  in  dem  des  Erdmagnetismus,  so  ist  bei  der  Feldstärke  F 
das    gröfste   Drehmoment    gleich   Fnil^    also    die    Schwingungsdauer 

So  erhält  man  einen  vorläufigen  Einblick  in  die  Gesetze  des 
zusammengesetzten  magnetischen  und  elektrischen  Feldes.  An  die 
bekannten  Versuche  mit  Eisenfeilspänen  braucht  nur  erinnert  zu 
werden.  Jedes  Teilchen  wird  polarisiert  und  ordnet  sich  so  ein,  dafs 
die  gröfste  Länge  in  die  Kraftlinie  fällt.  Durch  leises  Schütteln 
entsteht  in  den  Kraftlinien  gewissermafsen  eine  Kette  kleiner  Magnete. 
Das  Nötige  darüber  findet  man  in  den  Lehrbüchern  der  Physik. 

88)  Konstruktion  und  Gleichung  der  Kraftlinien  für  das 
symmetrische  Zweipunktsystem. 

Bezeichnet  man  die  Kurven,  welche  das  System  der  Niveaulinien 
senkrecht  durchsetzen,  als  die  Kraftlinien  des  Problems,  weil  sie 
für  jede  Stelle  die  Richtung  der  Resultante  (vergl.  Stellung  der 
Magnetnadel)  angeben,  so  ist  diese  Definition  praktisch  ohne 
weiteres  klar. 

Nach  obigem  erhielt  man  die  Niveaukurven  des  Problems  durch 
die  Diagonalkurven  der  potentiell  gleichwertigen  Niveauringe  der 
beiden  Einzelprobleme.  Es  steht  zu  vermuten,  dafs  die  Kraftlinien 
des  Problems  sich  aus  den  Diagonalkurven  der  von  den 
potentiell  gleichwertigen  Kraftlinien  der  Einzelprobleme 
gebildeten  Vierecke  ergeben.  Diese  in  der  Regel  für  hinreichend 
gehaltene  Vermutung  bedarf  des  Beweises,  der  erst  weiter  linten  ge- 
geben werden  soll. 
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Nach  Nr.  56  erhält  man  die  gleichwertigen  Strahlen  des  Einpunkt- 
Problems  mit  Hilfe  der  Gleichung 

« 

cos  'ö'i  =  c^ , 
indem  man  c  die  Werte  einer  arithmetischen  Reihe,  z.  B. 


0    4-^     +_2-    +1    +1 

'  in  n^  ^-  n'  =^  n'  =^  n'   •  •  • 


annehmen  läfst,  was  in  Figur  43  dargestellt  war.  Dies  gelte  für 
den  Punkt  M^,  Ebenso  mache  man  es  mit  dem  Punkte  M^  und  der 
Gleichung 

cos  'ö'g  =  Cg. 

Läfst  man  nun  schrittweise  in  dem  ersten  Strahlenbüschel  cos  ^^  um 
je  -  abnehmen,  im  andern  cos  ^g  um  denselben  Wert  zunehmen,  so 
bleibt  die  Summe 

cos  -^1  +  cos  &^  =  c^-\-  c^^=  c 

eine  konstante  Gröfse,  und  dem  entsprechen  die  Diagonalkuryen  der 
Vierecke,  die  durch  die  beiden  Strahlenbüschel  bestimmt  werden. 
Die  Gleichung  dieser  Diagonalkurven  ist  also 

cos  ^^  -\-  cos  -ö-jj  =  c 

und   es    steht   zu   vermuten,   dafs  diese  zugleich  die  Kraftlinien  des 
Problems   sind.     In  Fig.  65  und  70    sind  beide  Arten  von  Diagonal- 
kurven   dargestellt.      Fig.   64    giebt 
einen  der  Quadranten   für  jeden  der  *"»«  ß* 

Punkte  M^  und  M^  mit  dem  zu- 
gehörigen Strahlenbüschel  an.  Man 
vollende  die  Zeichnung  und  ziehe 
die  Diagonalkurven  der  entstehenden 
Vierecke,  um  das  Gesuchte  mit  be- 
liebiger Genauigkeit  zu  erhalten. 

Die  Konstruktion  mit  Hilfe  der 
beiden  Strahlenbüschel  reicht  aus. 
Man  kann  aber  auch  folgendermafsen 
verfahren. 

In  Fig.  60  sei  A^A^  =  c  (je- 
doch <  2).  Legt  man  den  Teilpunkt  P 
beliebig,  nur  mit  der  Einschränkung, 

dafs  jeder  Teil  <  1  ist,  so  läfst  sich  wie  früher  -^^Pund  A^^F  als  OB^ 
und   OB^  in  den  Einheitskreis  eintragen,  jedoch  dort  als  Cosinuslinie 

8* 
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fiir  die  Winkel  ^^  und  -^g  auffassen,  die  durch  Verbindung  der  Lot- 
punkte Gl  und  C2  mit  0  entstehen.  Durch  die  festen  Punkte  M^ 
und  M^  lege  man  Parallele  zu  OC^  und  OC^,  Ihr  Schnittpunkt 
giebt  einen  Punkt  der  Kurve 

cos  d'i  -\-  cos  ^2  =  ^• 

Mit  Hilfe  beliebiger  anderer  Teilpunkte  P  erhält  man  weitere  Punkte 
derselben  Kurve. 

Die  Gleichung  der  neuen  Kurvengruppe  läfst  sich  auch  in  folgender 
Form  schreiben: 


oder 


d.  h.,  wenn  die  Massenpunkte  in   die  Punkte  +  1  der  X-Achse  ver- 
legt werden 


l/[(x  +  i)«  +  y']-[(^-i)'  +  y'J 


y  =  C'  ~~^-= 


oder 


yix  +  iy  +  y'  +  Vix-^iy  +  y' 


Vi 


y I     _    y  _ 

y+^y~+  y'      V(^  - 1)"  +  y' 


rr  —  C  =  0. 


In  Figur  65  sind  die  Kurven  im  Verein  mit  den  Niveaulinien    dar- 
gestellt. 
^*«-  ^^'  Kann    nun    nach- 

^  gewiesen  werden,  dafs 

diese  Kurven  die 
Orthogonalkurven 
der  Niveaulinien 
sind,  so  ist  der  Beweis 
dafär  geliefert,  dafs  sie 
in  der  That  die  Kraft- 
linien darsteUen.  Geo- 
metrisch ist  dies  anf 
elementarem  Wege  nur 
umständlich  zu  zeigen. 
Um  zum  Ziele  zu 
kommen,  ziehe  man 
die  folgenden  mecha- 
nischen Hilfsaufgaben  heran,  die  auch  aus  anderen  Gründen  von 
Interesse  sind. 
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89)  Mechanische  Hilfsaufgabe  und  das  Drehungs- 
potential. 

Der  durch  M^  gehende  Vektor  M^K  soll  aus  der  Lage 
der  positiven  X-Achse  nach  der  Richtung  der  positiven 
F-Achse  hin  gedreht  werden,  jedoch  soll  dabei  ein  Wider- 
stand überwunden  werden,  dessen  Moment  für  jede  Lage  %^ 
des  Vektors  den  Wert  sin  ^"^  hat.  Die  zum  Drehen  nötige 
Arbeit  soll  berechnet  und  graphisch  dargestellt  werden. 

ATiflöffang.  Li  Figur  66  sei  M^K  der  Vektor  in  der  Lage  ^^ 
imd  Jfi  J.  =  1,  so  dafs  AB  =  ^m^^  =  AC  ist.  Die  senkrecht  gegen 
My^K  gerichtete  Kraft  AC  =  ^m  ^^  hat  in  Bezug  auf  den  Drehungs- 
punkt M^  das  statische  Moment  1  *  sin  «9*^^  =  sin  d"^.    Unten  wird  die 

zur  Überwindung  desselben  nötige  Kraft  PQ  = für  die  beliebige 

Entfernung  M^P  =  r^  gebraucht.    Ihre  Konstruktion  ergiebt  sich  aus 
dem   Hebelgesetz    r^  :  1  ^^  AC  :  PQ.     Die   Arbeit    wird    durch    die 
Hebelumsetzung  nicht  geändert,  ist  also  för 
jeden  Radius  r^  dieselbe. 

Man  erhält  ihre  graphische  Darstellung, 
indem  man  die  Peripherie  des  Einheits-Halb- 
kreises gestreckt  als  Gerade  zeichnet  und 
für  jeden  Abstand  DE  =  d-^^  das  Lot 
EF  =  sin  ^1  errichtet.  Die  Trapezfiäche 
zwischen  zwei  Nachbarloten  stellt  dann  die 
far  ihren  Abstand  nötige  Arbeit   dar.     Die 

Arbeit,  die  zur  Drehung  um  den  Bogen  d-^  =  DE  nötig  ist,  wird  also 
durch  die  Fläche  DjBJP  dargestellt.  Die  gezeichnete  Kurve  ist  bekanntlich 
eine  Sinuskurve.  Sowohl  stereometrisch  (schräger  Cylinderschnitt) 
als  auch  durch  Reihenberechnung  läfst  sich  elementar  zeigen,  dafs 
die   Fläche   DEF  = 

cos  0 cos  O-j  =  1  —  Fig.  67. 

cos  d-^  ist.  Vgl.Method. 
Lehrbuch  HI.  Den- 
selben Wert  hat  also 
die  zu  berechnende 
Arbeit.  Der  Weg  von 
P  ist  dabei  voUstöndig 
gleichgültig.  Um  aus 
einer  Lage  d-i  in  eine 
Lage  ^i  zu  gelangen, 

ist  die  Arbeit  (1  —  cos  d'^)  —  (1  —  cos  -91)  =  cos  Oi  —  cos  d-^  nötig. 
Ist  Ol  =  90®,  so  ist  die  nötige  Arbeit  gleich  cos  -ö-^.  Sie  ist 
negativ    oder   positiv,  je   nachdem   die  Bewegung   des  Vektors   eine 
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links-  oder  rechtsdrehende  ist.  Dabei  ist  der  Widerstand  als  aktive 
Kraft  zu  betrachten.  Jeder  Vektor  ist  als  eine  Niveaulinie  des  Problems 
anzusehen,  denn  die  Bevregung  auf  ihm  selbst  erfordert  die  Arbeit 
Null.  Die  Kraftlinien  sind  überall  senkrecht  gegen  die  Radien  ge- 
richtet, also  Kreise.  Im  Verhältnis  zum  Newtonschen  Anziehungs- 
probleme sind  demnach  die  Kraftlinien  und  die  Niveaulinien  vertauscht 
worden. 

Es  findet  nun  folgende  Analogie  mit  dem  gewöhnlichen  Potential- 
probleme  statt.     Dort   war   -j   die  Anziehung  oder  der  Widerstand, 

—  das  Potential,  d.  h.  die  Arbeit,  die  dazu  nötig  ist,  die  Massen- 
einheit aus  der  Entfernung  r  in  unendlich  grofse  Entfernimg  zu  ver- 
setzen. Hier  dagegen  ist  das  Moment  des  Widerstandes  gleich 
sin  d'j  die  Arbeit  aber,  die  nötig  ist,  den  Vektor  aus  der  Lage  -ö*  in 
die  Lage  90^  zu  versetzen,  ist  gleich  cos  -ö".     Dieser  Ausdruck  steht 

also    zu    sin  d'    in    derselben   Beziehung,    wie    —  zu  -5,    man    kann 

ihn  als  das  entsprechende  Potential,  z.B.  als  das  Drehungspotential 
bezeichnen.  Auf  die  bedeutungsvolle  Analogie  zwischen  Potential  und 
Drehungspotential  kommen  wir  unten,  bei  den  sogenannten  Ver- 
tauschungsproblemen,  noch  einmal  zurück. 

90)  Zweite  EUlfisaufgabe.  Der  Bewegung  eines  Punktes  P 
stellen  sich  zwei  Widerstandsmomente  sin  d-^  und  sin  #j 
entgegen,  die  sich  auf  Vektoren  r^  und  r^  beziehen,  die  um 
die  festen  Punkte  M^  und  JHfg  der  X-Achse  drehbar  sind. 
Die  zur  Bewegung  nötige  Arbeit  soll  für  beliebige  Wege 
von  P  bestimmt  werden. 

AuflöBxmg.  Ist  JIfiP  =  ri,  und  MP  =  r^y  so  sind  die  zu 
überwindenden    Kräfte    senkrecht    gegen    die    Vektoren    angebracht 

zu    denken     und     ihre    Gröfsen     sind 

Fig.  68.  gjjj  ^  g jjj  (^ 

^         1  und -'      Nach     dem     Satze 

über  die  algebraische  Addition  der 
Arbeiten  ist,  wenn  Paus  irgend  welcher 
Lage  in  der  X-Achse  nach  der  augen- 
blicklichen Lage  gelangen  soU,  die 
Arbeit  (1  —  cos  ^J  +  (1  —  cos  %^)  =  2 
—  (cos  'Ö'i  +  cos  -ö-g)  nötig.  Um  aus 
einer  Lage  ^'i ,  -9*2  in  eine  Lage  ^^ ,  ^^ 
zu  gelangen,  bedarf  es  der  Arbeit  (2  —  cos  -ö-j  —  cos  d-g)  —  (2  —  cos  ^\ 

—  cos  #i)  =  (cos  'Ö'i  -f-  cos  #3)  —  (cos  -ö*!  -|-  COS  -ö-g).  Für  die  Lage 
in  der  Mittelsenkrechten  ist  cos  -ö-i  +  cos  -ö-^  =  0,  um  also  von  dort 
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nach  der  Lage  O-^,  d^^  zu  gelangen,  ist  die  Arbeit  cos  0*1  -)-  cosO-^ 
nötig. 

Ist  für  zwei  verschiedene  Lagen  die  Summe  der  Cosinus  dieselbe, 
so  ist  zur  Bewegung  von  der  einen  zur  andern  die  Arbeit  Null  nötig. 
Folglich:  Die  Kurven  cos-Ö*!  +  cos-ö-^  =  c  sind  die  Niveaulinien 
dieses  Problems. 

Damit  haben  die  oben  konstruierten  Kurven  eine  bestimmte 
Deutung  erhalten,  die  eigentlich  beabsichtigte  ergiebt  sich  aber  aus 
folgender  Aufgabe. 

91)  Aufgabe.  Die  Richtungen  der  Normalen  und  Tangenten 
für  die  Kurven  cos^j  -f"  cos-ö-g  =  c  zu  bestimmen. 

Auflösung.    Um  die  Normale  zu  bestimmen,  setze  man  die  in  P 

angreifenden  Kräfte und nach  dem  Parallelogramm  zu- 

sammen.     Da  uns  jetzt  nur  die  Richtung  interessiert,  gehe  man  von 
ihren  Komponenten 

u                sin  d',     .     ^  sin  d",  ^ 

§j  = -— -  sm^i,     ri,  =   -"  -^  cos^i 


rj  X,      ..  r^ 


fc  sind,  •  .     ^  sin  dg  ^ 


aus.     (Dies  giebt  p  =  ]/(Si  +  ^^y  +  (^i  +  ^2)^-)    Sind  nun  z.  B.  M^ 
und  M2  die  Punkte  +  1,  so  bestimmt  sich  die  Richtung  aus 

i  sin*,  cos*,  +  -^-  sin*,  cos».             ^J^  +  ^J^ 
tan  y  =  1'+-^  =  -' ^ = "^ 


oder 


«^  +  6i               _lein«d,-lain«d,  ^V^ 

tan  y  =  — =  —  t =  tan/5. 

y  _\  y  ^^^  ^ 

~?     '? 

Die  Richtung  der  Normalen  fallt  also  zusammen  mit  der  der  Tangente 
der  Kurven  — |-  -  =  c.    Folglich:  Die  Kurven  cos  ^^  +  cos-Ö-g  —  c 

sind  die  Orthogonalkurven  der  Niveaulinien 1 =  c,  d.h. 

sie    sind    die    Kraftlinien     des    symmetrischen     Zweipunkt- 
systems.*) 

•)  Einen  andern  Beweisgang  findet  man  in  der  während  des  Druckes  er- 
schienenen zweiten  Auflage  von  Born  er,  Lehrbuch  der  Physik  für  Realgymn.  etc. 
auf  Seite  376. 
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92)  Bemerkung  über  die  Asymptoten  der  Kraftlinien.  Sind 
die  Winkel  d'^^  und  ^^  einander  gleich,  so  fällt  der  Schnittpunkt  der 

Vektoren  in  unendliche  Entfernung.    Da  beide 
Fig.  69.  Vektoren   gleichberechtigt   sind,    ist   er    auf 

der  Mittellinie  des  Parallelstreifens  zu  suchen. 
Diese  durch  M  gehende  Gerade  ist  die  Asym- 
ptote der  betreflfenden  Kraftlinie.  Dies  stimmt 
damit  überein,  dafs  die  Niveaulinien  für 
gröfser  werdende  Entfernung  und  kleiner 
werdenden  Potentialwert  allmählich  Kreis- 
gestalt annehmen.  Da  Symmetrie  gegen  die  Koordinatenachsen  statt- 
findet, mufs  M  Mittelpunkt  der  unendlich  grofsen  Kreise  sein. 

Für  die  Asymptote  jeder  Kraftlinie  ist  cos  d'  +  cos  -ö-  =  c,  also 

Qosd'==—'  Läfst  man  c  Werte  annehmen,  die  einer  arithmetischen 
Reihe   folgen,   so   nimmt  auch  —  solche  an.     Die  Asymptoten  teilen 

also  die  Ebene  ebenso  ein,  wie  vorher  die  von  jedem  der  Massen- 
punkte ausgehenden  Badien,  nur  ist  die  Anzahl  der  Kraftröhren  die 
doppelte.  Läfst  man  nun  das  System  der  Niveau-  und  Kraftlinien 
um  die  X-Achse  rotieren,  so  geben  die  Asymptoten,  also  auch 
die  Kraftlinien  auf  der  unendlich  grofsen  Kugelfläche 
Flächen  gleicher  Zonen.  Führt  man  also  durch  die  X-Achse 
Normalschnitte,  die  unter  gleichen  Winkeln  aufeinander  folgen,  so 
wird  die  unendliche  Kugelfläche  in  flächengleiche  Rechtecke  ein- 
geteilt. 

Von  M^  und  Jfg  gehen  nach  dort  die  von  Faraday  und  Max- 
well eingeführten  Kraftröhren  rechteckigen  Querschnittes.  Der  ganze 
Raum  ist  in  rechtwinklige  Zeilen  eingeteilt,  die  potentiell  gleich- 
wertig sind.  In  den  neueren  Lehrbüchern  der  Physik  ist  dies  auf 
Grund  experimenteller  Anschauungen  dargestellt.  Das  Obige  aber 
giebt  eine  theoretische  Ableitung  dieser  Dinge  in  rein  elementarer 
Darstellung. 

Die  Hauptsache  ist,  dafs  die  Einteilung  der  unendlich 
grofsen  Kugel  in  flächengleiche  Felder  ganz  dieselbe  ist, 
wie  bei  dem  Einpunktproblem,  also  ebenso,  als  ob  die 
Masse  2  im  Punkte  M  koncentriert  wäre.  Diese  Bedeutung 
des  Schwerpunktes  M  wird  bei  den  allgemeinen  Problemen  in  noch 
höherem  Grade  zur  Geltung  kommen. 

Ebenso,  wie  bei  den  Niveaulinien,  kann  man  auch  hier  die 
Diagonalkurven  als  den  Ausdruck  der  Addition  der  beiden  Drehungs- 
potentiale betrachten,  so  daCs  sie  der  Gleichung  F=  ^i  +  Fj^c 
genügen.  Die  betreflfenden  Betrachtungen  lassen  sich  wörtlich  wieder- 
holen. 
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93)  Der  Fall  gleicher  Mengen  ungleichartiger  Elektri- 
zitäten. 

Man  denke  sich  die  Punkte  +  1  der  X-Achse  mit  Elektrizitäts- 
mengen +  1  geladen,  wobei  das  Vorzeichen  die  Ungleichartigkeit  be- 
deuten soll.     Dann  wird  der  mit  —  1  geladene  freie  Punkt  von  M^ 

mit  der  E[raft  -g  angezogen,  von  M^  mit  -^  abgestofsen.    Die  Einzel- 
Potentiale  sind  —  und Nach  denselben  Schlüssen  "wie  vorher 

•*■  TT 

erhalten  die  Gleichungen  der  Niveau-  und  Kraftflächen  die  Formen: 

Fig.  70. 


J.  1 


oder 


l/(x  -f  ly  +  y« 

1 

cos  d'y^  —  cos  ^j  =  C 

oder 

x  +  l 

x  —  \ 


(5), 


=  c 


(6). 


Die  Konstruktion  ge- 
schieht entweder  mit  Hilfe  der 
anderen  Gruppen  von  Diagonal- 
kurven der  Einzelsysteme,  oder, 
der  zweiten  Methode  ent^ 
sprechend,  mit  Hilfe  einer 
Linie  A^A^,  nur  ist  der  Teil- 
punkt P  aufserhalb  zu  wählen. 
Die  zweifache  Synmietrie  ist 
selbstverständlich.  Mit  Aus- 
nahme der  beiden  Symmetrie- 
achsen verlaufen  alle  Kurven  als  geschlossene  Ovale  im  Endlichen,  so  dafs 
von  den  eigentlichen  Kurven  keine  eine  Asymptote  besitzt.  Die  Grenzfälle 

=  0 ,  cos  'd'i  —  cos  'ö'j  =  0 ,  cos  ^^  —  cos  -^2  =  2 

führen  auf  die  Geraden  des  Netzes. 

Nimmt    in    Gl.  (5)    c    die    Werte    einer    arithmetischen    Reihe, 
z.  B.  0,  1,  2,  3  .  .  .  an,  während  in  Gl.  (G)  c  Werten  wie 
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^^  HI  ^^^  z:  ^;  n:  ^7        m  ^ 

entspricht,  so  erhält  man  die  Einteilung  in  gleichwertige  Felder. 
In    ilfi    und    M^    ist    für   jede   Kraftlinie    cos -O-i  —  cos  (18(y^  —  ^i) 

=  2  cos  -ö*!  =  c,    also    der    Schnittwinkel    dort    aus    cos  -d-j  =  —   und 

cos  ^i  =  —  —  zu  bestimmen.     Die  Cosinus  der  Schnittwinkel  in  M^ 

tt 

und  Jfg  folgen  somit  einer  arithmetischen  Reihe.  Die  Tangenten  in 
diesen  Punkten  würden  daher  auf  der  unendlich  grofsen  Kugel,  die 
hier  keine  Bedeutung  hat,  flächengleiche  Zonen  geben.  Dies  erleichtert 
das  Zeichnen  des  Kurvensystems. 

Über  das  magnetische  Feld  mit  gleichen  und  entgegengesetzten 
Polen,  ebenso  über  das  entsprechende  elektrische  Feld,  lassen  sich 
jetzt  dieselben  Betrachtungen  anstellen,  wie  bei  dem  vorigen  Problem. 
(Magnetnadel,  Eisenfeilspäne  u.  dgl.) 

Noch  gröfsere  Klarheit  wird  sich  bei  der  Behandlung  der  Fälle 
ergeben,  bei  denen  die  Massen  ungleich  sind.  Zu  diesen  soll  in 
folgendem  übergegangen  werden. 

94)  Das  Problem  zweier  anziehender  Massen  von  un- 
gleicher Gröfse. 

Sind  die  beiden  Massen  m^  und  m^  ungleich,  so  führen  dieselben 
Schlüsse,  die  fast  wörtlich  zu  wiederholen  sind,  auf  die  Niveauflächen 

-^  H ^*  =  c     oder  ^ A — ; -^L—  —  =  c 

und  auf  die  Kraftlinien 

t»!  cos  -ö*!  -f~  ^  cös  ^2  =  c 
oder  ^(^+1)      ^      m,{x-l)__^ 

Damit  die  Betrachtung  möglichst  einfach  werde,  soll  der  Fall  m,^  =  2, 
mjj  =  1  als  Beispiel  eingehender  untersucht  werden. 

Erste    Konstruktion.      Für   den    Punkt  M^    denke   man    sich 

zunächst  die  koncentrische  Kreisschar  —  =  c^  so  gezeichnet,  dals  c 
z.  B.  der  arithmetischen  Reihe  0,  rf,  2d,  3  rf, .  .  .  folgt,  für  Jlfg  die  Kreis- 
schar —  =  Cg ,   wobei  ^2   derselben   arithmetischen  Reihe  folgt.     Zieht 

man  diejenige  Gruppe  von  Diagonalkurven,  die  in  der  einen  Kreisschar 
nach  innen,  in  der  andern  nach  aufsen  geht,  so  heben  sich  von  Punkt 
zu  Punkt  zwei   entgegengesetzte  Differenzen  auf,   und  der  Ausdruck 
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Flg.  71. 


2         1.. 

— I —  bleibt  eine  konstante  Gröfse  c,  wie  es  in  dem  früher  behandelten 

Falle  gleicher  Massen  geschah.     Dies  giebt  die  Niveaulinien. 

Die  Schar  M^  enthält  dieselben  Kreise,  wie  die  Schar  J/g,  aber 
aufserdem  in  jedem  Ringe  noch  einen  durch  Interpolation  gefundenen 
Kreis,  im  ganzen  also  die  doppelte  Zahl.     Die  Schar  M^  kann  man 
sich  also   aus   zwei   Scharen 
bestehend  denken,  deren  jede 
der  Masse  1  entspricht,   von 
denen    aber    die    zweite    mit 
einem  anderen,   durch  Inter- 
polation   gefundenen    Radius 
beginnt.  Vgl.  Fig.  11  und  12. 

Ebenso  verfahre  man  mit 
den  Strahlenbüscheln.  Bei 
3fj  folge  2  cos  d-^  =  Ci  einer 
arithmetischen  Reihe,  bei  M^ 

folge  cosd^2  =  c^  derselben  arithmetischen  Reihe.  In  der  Zeichnung  ist 
dies  durch  die  Einteilung  des  horizontalen  Radius  in  8  bezw.  4  gleiche 
Teile  erfolgt.  Vervollständigt  man  jeden  Kreis  und  zeichnet  man  die 
eine  Gruppe  von  Diagonalkurven,  die  das  eine  Büschel  geradläufig, 
das  andere  rückläufig  durchkreuzt,  so  findet  man  die  Kraftlinien. 


Fig.  72. 


Durch  Rotation  um  M^M^  erhält  man  die  Niveauflächen  und 
Kraftflächen  und  durch  Einführung  von  Meridianschnitten,  die  unter 
gleichen  Winteln  aufeinander  folgen,  die  potentiell  gleichwertige  Zellen- 
einteilung  des  Raumes.     In  Fig.  72  ist  das  System  skizziert. 
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Hätte  es  sich  um  Wg  :  w^  =  3  :  1  gehandelt,  so  hätte  man  bei  M^ 
die  dreifache  Anzahl  von  Kraftröhren  wie  bei  M^  erhalten.  Allgemein 
handelt  es  sich  um  das  Verhältnis  m^  :  m^  bei  den  Massen  wie  bei 
den  Kraftröhren.  Damit  ist  eine  der  wichtigsten  von  Faradays 
Behauptungen  bewiesen. 

Zweite  Konstruktionsmethode.     Man  verfahre  ähnlich,  wie 

in  Nr.  82. 

Ist  KL  =  c,  Fig.  73,  die  gewählte 
Konstante   und   N  ein   beliebiger  Teil- 

2  1 

punkt,  so  setzt  man  KN=  — ,  NL  =  - , 

bildet    durch    Halbierung     KO  =  -, 

trägt  KO  und  NL  als  MÄ^  bezw.  MA^   in   den  Einheitskreis  ein 
und  verfährt  wie  vorher.     Ebenso  ist  es  bei  den  Kraftlinien. 


Fig.  73. 


95)  Die  Asymptoten  des  Problems.  Jede  der  Kraftlinien 
hat  eine  Asymptote,  die  nach  dem  im  Unendlichen  liegenden  Schnitt- 
punkte je  zweier  paralleler  Strahlen  hin  gerichtet  ist.  Es  wird  be- 
hauptet, jede  der  Asymptoten  gehe  durch  den  Schwerpunkt  S  der 
Massen  M^  und  M^,  der  im  Beispiele  die  Gerade  M^M^  im  Verhältnis 
1  :  2   teilt.      Für    unendliche   Entfernung   a  =  oo    sind   nämlich   die 

Kräfte  parallel  und  verhalten  sich  nach  Fig.  74  wie       ,  ^  >, :  -\  oder 

I :  -^ ,  also,  da  filr 


Fig.  74. 


Wie 


m. 


"•(j+') 


.4/ 


a  =  oo  der  Ausdruck  —  =  o  ge 


a 


€' 


H 


ji^^jii 


setzt  werden  kann,  wie  w^ :  m^. 
Die  Resultante  teilt  also  den 
Parallelstreifen  im  Verhältnis 
wjj  :  m^,  was  auf  den  Schwer- 
punkt S  führt.  (Ob  man  sich 
das  System  Jfj,  M^  von  der 
freien  Masse  angezogen  denkt, 
oder  die  letztere  von  M^  und 
Jfg,  ist  nach  dem  Satz  von  der 
Gleichheit  der  Wirkung  luid 
Gegenwirkung  gleichgültig.) 
Da  für  die  Asymptoten  gebenden  Strahlen  -9"^  =  ^^  =  ^  ist,  so 
folgt    für    den    unendlichen   Punkt   jeder    Kraftlinie    eine    Gleichimg 

2  cos  %  +  cos  0"  =  c  oder  3  cos  %•  =  c,  also  cos  ^  =  — .     Dies  folgt 

ebenso,  wie  c  einer  arithmetischen  Reihe.    Die  um  S  zu  schlagende  un- 
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endlich  grofse  Kugel,  die  der  Asymptoten  wegen  zu  den  Kive&uflächen 
gehört,  wird  also  durch  die  aus  den  Kraftlinien  durch  Rotation 
um  MjM^  entstehenden  KraftSächen  in  gleiche  Zonen  eingeteilt,  von 
denen  ~  dem  Bereiche  von  M^,  j  dem  von  M^  zufallen.  (Im  all- 
gemeinen handelt  es  sich  nicht  um  das  Verhältnis  2:1,  sondern 
um  )M,  : »«,.)  Denkt  man  sich  also  um  S  einen  Kreis  geschlagen, 
und  teilt  man  seinen  horizontalen  Durchmesser  in  3  gleiche  Teile  ein, 
ao  giebt  das  Lot  in  dem  von  M^  um  -j- ,  von  S  um  —  **  ^  s 
entfernten  Teilpunkte  den  Kreispunkt,  nach  dem  die  teilende  Asymptote 
gerichtet  ist.     Aus  cos  #  =  y  folgt  fr  =  r^  70"  32'. 

96)  Bemerkniigen.  Ist  in  Fig.  72  C  der  Punkt,  in  dem  die  zu- 
gehörige Kraftlinie  die  X-Achse  trifft,  so  dafs  M,CBao  und  M^CBoo 
die  beiden  ausgezeichneten  und  teilweise  zusammenfallenden  Kraftlinien 
sind,  so  treffen  sich   in 

C   zugleich    die   beiden  Wa.  'S- 

zugespitzten  Ovale  der 
Niveaulinien,  durch  wel- 
che die  zweiteiligen  und 
die  einheitlichen  Niveau- 
linien voneinander  ge- 
schieden werden.  Es 
handelt  sich  um  die 
Gleichgewichtsstelle,  die 
durch   —  ^  —    oder  -^ 

(M,  JK,  —  rj'  oder  end- 

SO  bestimmt,  dafs  Jil^  ('^ 
1,172,  .3fjC=0,828  ist. 
Da  man  für  jede 
Stelle  die  Resultante  der 
Kräfte    -j  und  -j   nach 

QrÖfse  p  und  Richtung  a 

leicht     berechnen     und 

konstruieren   kann,   was   ganz  ebenso   wie  früher  geschieht,    so  sind 

auch  die  Normalen  und  Tangenten  der  beiden  Knrvenscharen  leicht 

zu  berechnen  und  zu  konstruieren.    Die  Kurven  p  ^=  c  sind  die  Kurven 

gleicher  Intensität,  die  Kurven  tan  «  ^  c  solche  gleiclier  Kraftrichtung. 
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Über  diese  Kurven  und  über  das  Verhalten  der  Magnetnadel  im 
magnetischen  Felde,  über  das  betreflfende  elektrische  Feld,  über  die 
Ozeane  bei  kugelförmigen  Weltkörpern  vom  Massenverhältnis  2 : 1, 
die  starr  miteinander  verbunden  sind,  stelle  man  dieselben  Be- 
trachtungen an,  wie  vorher. 

Fig.  75  stellt  den  Fall  der  Ladungen  -4  =  20,  B  =  6  nach  einer 
Max  well  sehen  Zeichnung  dar.  Die  Zahlen  bedeuten  jedesmal  die 
Anzahl  der  durch  Umdrehung  der  Figur  entstehenden  Zonen,  die  also 
halb  so  grofs  ist,  wie  die  der  gezeichneten  Sektoren. 

97)  Der  Fall  ungleicher  Mengen  ungleichartiger  Elek- 
trizitäten in  zwei  festen  Punkten. 

Die  früheren  Schlüsse  führen  bei  entsprechender  Anordnung  auf 
Gleichungen: 

m,  _  tw,  _  ^  ^^^^  m,^^^ ^,  ^  ^  .^. 

m^  cos  ^^  —  mg  cos  d^^  =  c         ] 
oder  m^x+i) m,{x-l)      ^\  iß)- 

Da  die  allgemeine  Betrachtung  einige  Schwierigkeiten  bietet,  sei 
das  Beispiel  m^  =  2,  w^  =  —  1  eingehender  dargestellt,  so  dafs  es 
sich  um 

2  1 

-   —      =  c     und     2  cos  d',  —  cos  d'^  =  c 

'1  '1 

handelt. 

In  konstruktiver  Hinsicht  reicht  es  aus,  die  beiden  noch  nicht 
berücksichtigten  Diagonalgruppen  des  vorigen  Systems  zu  zeichnen. 
Es  treten  aber  eine  Anzahl  von  Eigentümlichkeiten  bei  diesen  Kurven 
auf,  die  eine  eingehendere  Betrachtung  erfordern,  da  sich  das  All- 
gemeinere dann  leicht  aus  ihnen  ableiten  läfst. 

Man  vergleiche  dazu  die  Fig.  76,  die  nur  als  Skizze  zu  betrachten 
ist  und  der  Einteilung  nach  arithmetischer  Reihe  nicht  folgt,  da 
sonst  gerade  die  charakteristischen  Kurven  hätten  fehlen  können. 
Nur  die  obere  Hälfte  ist  gezeichnet. 

Über  die  Anzahl  der  Kraftlinien  für  die  Punkte  M^  und  M^  gilt 
dasselbe  wie  vorher,  sie  verhalten  sich  wie  2:1.  Nur  die  Hälfte  geht 
von  M^  nach  M^^  die  andere  Hälfte  geht  ins  Unendliche  und  diese 
hat  Asymptoten. 

Für  die  Asymptoten  handelt  es  sich  um  parallele  Strahlen  der 
beiden  Büschel,  also  um  ^^  =  '^2>  ^^  ^^'^  ^^^  ^^^  unendlich  fernen 
Punkte  der  Kraftlinien  die  Gleichung  übergeht  in 


oder  in 
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Diese  Asymptoten  gehen  aus  denselben  Gründen,  wie  früher,  durch 
den  Schwerpunkt  S,  der  aber  aufserhalb  M^^M^  liegt,  weil  in  itf^  eine 
Masse  oder  Kraft  2,  in  Jfg  eine  entgegengesetzte  Masse  oder  Kraft  1 

zu  denken  ist.     Dabei   ist  nach  dem  Hebelgesetze  SM^^  =  ~  SM^. 


Fig.  76. 


Zu  den  Niveauflächen  gehört  eine  unendlich  grofse  Kugel  mit  S 
als  Mittelpunkt.  Läfst  man  c  die  Werte  einer  arithmetischen  Reihe 
0,  d,  2d,  3d,  .  .  .  annehmen,  so  erhält  man  wie  früher  eine  Einteilung 
dieser  Kugel  in  flächengleiche  Streifen,  wie  die  potentiell  gleichwertige 
Einteilung  es  erfordert. 

Zwischen  den  nach  31^  und  den  nach  dem  Unendlichen  gehenden 
Kraftlinien  mufs,  wie  früher,  eine  liegen,  die  als  Grenze  beiden 
Gruppen  zugleich  angehört  und  sich  dann  spaltet.  In  der  Zeichnung 
ist  es  die  von  M^  nach  A  gehende  Kurve,  die  bei  M  senkrecht  auf- 
steigt^ bei  Ä  senkrecht  aufsetzt,  sich  dort  spaltet  und  einen  Arm 
nach  oo,  den  anderen  nach  31^  schickt.  In  A  tri  fit  sie  mit  einer  aus- 
gezeichneten Niveaulinie  zusammen,  die  ebenfalls  die  Grenzkurve 
zwischen  zwei  Gruppen  von  Niveaulinien  ist.  Die  links  davon  ge- 
zeichneten Niveaulinien  umschliefsen  nur  den  Punkt  il/,  die  der  andern 
Gruppe  bestehen  aus  je  zwei  getrennten  Ovalen,  von  denen  das  eine 
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den  Punkt  M^,  das  andere  die  beiden  Punkte  M^  und  M^  zugleich 
umschliefst.  Die  Grenzkurve  besteht  aus  zwei  zugespitzten  Ovalen, 
die  sich  in  A  mit  den  Spitzen  berühren,  nur  ist  die  eine  Spitze  als 
konvex,  die  andere  als  konkav  aufzufassen. 

Besonders  wünschenswert  ist  die  Bestimmung  von  A.    Für  y  =  0 
geht =  c  über  in  — ;— r =  c.  was 


l±}/4c«— 12C+1 


giebt.     Eine  Ausnahmestelle   kann   n.ur   da  liegen,   wo   beide  Werte 
zusammenfallen,  d.  h.  für  y4c^ —  12c  -|-  1  =0.     Dies  tritt  ein  für 


o  =  \±V^y  was 


2c  8  +  /T  («±/8^)(»  +  /8)  ^ 

ergiebt.  Da  die  Ausnahmekurve  den  noch  zu  besprechenden  durch 
rc  =  y  und  a;  =  3  gehenden  Kreis  umschliefst,  kann  A  nur  an  der 

Stelle  o:  =  3  +  )/8  =  5,828  liegen,  so  dafs  es  sich  um  c  =  j-  —  )/2 
und  um  die  Gleichung  der  Niveaulinie ==  y  —  ■)/2  =  ~  0,086 

2  1 

handelt.    Der  andere  Schnittpunkt  ergiebt  sich  aus      ,      — =  c 

für  c  =  0,086   als  x  =  0,32,   der   dritte   aus   -^ ~  =  c  ala 

'  '      '  X —  l         x-\- 1 

x  =  —  14,1. 

2         1 

Dafs  zu  den  Niveaulinien  ein  Kreis  gehört,  folgt  aus =0 

für  0  ==  0,  d.  h.  aus  —  =  2.    Es  ist  der  Kreis,  dessen  Durchmesser  BD 

durch  die  Punkte  bestimmt  wird,  welche  die  Strecke  M^M^  innerlich 
und  äufserlich  im  Verhältnis  2:1  teilen,  so  dafs  M^B  =  ~  My^M^ 
und  M^D  =  \M^M^  ist.    Jf^,  -B,  M^  und  D  sind  harmonische  Punkte. 

Da  für  die  mit  der  X-Achse  zusammenfallende  Asymptote  cos^  =  1 
(-9-  =  0)  ist,  so  ist  2  cos  %'^  —  cos  -ö",  «=  1  die  Ausnahmekurve  unter 
den  Kraftlinien. 

Über  die  Asymptoten  und  die  Neigungen  der  Kraftlinien  in  M^ 
und  JM^  lassen  sich  noch  Betrachtungen  einfacher  Art  anstellen,  auf 
die  hier  verzichtet  werden  soll. 

Ist  das  Verhältnis  der  Ladungen  von  M^  und  M^  all- 
gemeiner m^\{ — m^  und  ist  m^  absolut  gröfser  als  fw,,  so 
gehen  m^  der  von  Jf^  ausstrahlenden  m^  Kraftröhren  nach  Jf„ 
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der  Rest  tn^  —  m^    geht   nach    dem  Unendlichen.     Die   zu   den 
Nireauflächen   gehörige  unendlich    grofse  Kugel  mit  S  als   Centrum 


wird  durch  die  Eraftflächen  wiederum  in  flächengleiche  Streifen  ein- 
geteilty  genau  so,  als  ob  in  S  als  Gesamtmasse  m^  —  m^  angebracht  wäre. 


Holzmaller,  Ing.-Haih.  ü,  Potentialtheorie. 
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Die  Analogie  zwischen  den  Zweipunktproblemen  für  gleichartige 
und  ungleichartige  Ladungen  wird  demnach  doch  eine  derartige,  dafs 
man  beide  mit  den  Oleichungen 

—  +  —  =  c ,     m^  cos  d'i  4"  ^2  ^ös  '^2  =  ^ 
^1        **« 

abmachen  kann,  wobei  m^  positiv,  m^  entweder  positiv  oder  negativ 
gedacht  werden  kann.  Fig.  77  stellt  den  Fall  A  =  20,  B=  —  o 
nach  einer  Max  well  sehen  Zeichnung  dar. 

Gewisse  Vereinfachungen  treten  ein,  wenn  man  den  Koordinaten- 
anfang nach  S  verlegt,  so  dafs  die  unendliche  Niveaukugel,  ihr  Centrum 
dort   hat   und   alle  Asymptoten   von    dort   ausgehen.     Für   den  Fall 

m^  +  ^^2  =  ^  ^^^^  ^h  =  —  ^h  ^^^S^  ^}  ^i®  ^s  dem  Kräftepaare 
entspricht,  in  unendlicher  Entfernung.  Das  Nichtvorhandensein  von 
Asymptoten  ist  also  ein  Ausnahmefall. 

98)  Folgerungen  für  allgemeinere  Probleme.  Ist  Vj^=c^ 
Niveaufläche  für  eine  Gruppe  von  Kraftcentren,  F^  =  (^  Niveaufläche 
für  eine  andere  Gruppe,  so  ist  für  die  Diagonalfläche  eines  der  von 
beiden  Gruppen  gebildeten  prismatischen  Räume  F^  -f-  Fg  ==  q  +  c^  =  c. 
Diese  Schnittfläche  gehört  also  zur  Niveaufläche  F=  F^  -(-  Fj,  =  c  des 
kombinierten  Problems.  Für  eine  andere  Niveaufläche  des  ersteren 
Einzelproblems  sei  Fj  =  q  +  rf,  für  eine  andere  des  zweiten  sei 
Fj  =  Ca  —  d,  für  die  Schnittfläche  ist  F^  +  F^  =  (c^  +  rf)  +  (r^  —  d) 
=  ^1  +  ^  =  ^7  folglich  gehört  auch  diese  Schnittfläche  zur  Niveau- 
fläche V=V^-\'V^  =  c  des  kombinierten  Systems.  Die  Gesamtheit 
solcher  Schnittflächen  giebt  die  Niveaufläche   F  =  c. 

Grundsätzlich  ist  so  die  Aufgabe  gelöst,  nicht  nur  von 
kugelförmigen  Niveauflächen  aus,  sondern  von  ganz  beliebig 
gestalteten,  durch  Addition  zu  neuen  überzugehen.  Sind 
dabei  die  gegebenen  Niveauflächen  potentiell  gleichwertig 
angeordnet,  so  wird  auch  die  neue  Flächengruppe  potentiell 
gleichwertig  (arithmetische  Reihe).  Der  Fall  der  Subtraktion 
ist  hierin  mit  enthalten,  indem  das  eine  Potential  entgegengesetztes 
Zeichen  anzunehmen  hat.  Eine  zweite  Methode  ergiebt  sich  folgender- 
mafsen: 

Denkt  man  sich  durch  die  Niveauflächen  der  Einzel- 
probleme eine  willkürliche  Schnittebene  gelegt,  so  erhält 
man  in  dieser  ein  Kurvennetz,  dessen  eine  Gruppe  von 
Diagonalkurven  der  Addition  von  Potentialen  gleichen 
Vorzeichens  entspricht,  während  die  andere  Gruppe  für 
Addition  von  Potentialen  entgegengesetzten  Vorzeichens  gilt. 

An  den  kugelförmigen  Niveauflächen  kann  man  sich  diese  Sätze 
klar    machen,   um    sie    dann   auf  ganz   allgemein  gestaltete  zu   über- 


r 
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tragen.  Orthogonal  gehen  durch  die  Schar  der  neuen  Niveauflachen 
die  Kraftlinien.  Die  Kraftröhren  des  kombinierten  Problems  können 
aus  denen  der  Einzelprobleme  ebenfalls  durch  Diagonalschnitte  ab- 
geleitet werden. 

Damit  ist  ein  Fundament  geometrischer  Art  für  die  Potential- 
theorie gefunden,  welches  gewissermafsen  Infinitesimalgeometrie  an 
Stelle  der  Infinitesimalrechnung  setzt  und  den  Vorzug  der  An- 
schaulichkeit hat. 

Es  sei  bemerkt,  dafs  man  auf  diese  Weise  auch  Probleme 
kombinieren  kann,  bei  denen  es  sich  um  massenbelegte  Linien  oder 
Flächen  oder  Körper  handelt,  auch  könnten  Punkte,  Linien,  Flächen 
und  Körper  gemischt  auftreten.  Man  hat  nur  darauf  zu  achten,  dafs 
die  arithmetischen  Reihen  »für  c  in  beiden  Einzelproblemen  jedesmal 
dieselbe  Differenz  haben.  Allerdings  mufs  darauf  geachtet  werden, 
dals  bei  der  Annäherung  der  zweiten  Gruppe  an  die  erste  die  Massen- 
verteilungen bleiben,  wie  sie  sind.  Bei  elektrostatischen  Problemen  ist 
dies  nicht  der  Fall,  denn  die  Influenzwirkungen  geben  eine  ganz  neue 
Anordnung.  Erst  wenn  tnan  die  der  neuen  Anordnung  entsprechenden 
Niveauflächen  kennt,  kann  man  aus  ihnen  die  des  kombinierten 
Problems  ableiten.    Beispiele  werden  unten  zur  Darstellung  kommen. 

99)  Allgemeines  Mehrpunktproblem.  Hat  man  die  Massen 
Wj,  Wg  und  m^  in  beliebigen  Raumpunkten,  wobei  sämtliche  positiv, 
oder  einige  positiv  und  der  Rest  negativ  sein  können  [wir  wollen 
der  Einfachheit  halber  stets  die  Summe  der  positiven  als  gröfser,  als 
die  absolut  genommene  Summe  der  negativen  annehmen  (was  der 
Allgemeinheit  nicht  schadet),  oder  im  örenzfalle  die  algebraische 
Gesamtsumme  gleich  Null  setzen],  so  ist  die  Gleichung  der  Niveau- 
flächen 

Die  Konstruktion   geschieht  so,  dafs  man  aus  -  ■  =  c^  und     *  =  c^ 

durch  Addition  im  obigen  Sinne  zunächst  die  Flächen  -  ^  -\ — -  =  l' 
bildet^  wobei  man  Je  die  Werte  der  Glieder  einer  arithmetischen  Reihe 

AM 

annehmen  läfst.     Darauf  läfst  man  in  -^  =  Cj,  die  Konstante  c^  die- 


^8 


selben  Werte  oder  die  der  Glieder  einer  Reihe  derselben  Differenz 
annehmen  und  findet  nach  vorigem  Abschnitt  geometrisch  die  ge- 
suchten Flächen.  Diese  werden  von  den  Kraftlinien  senkrecht 
durchsetzt. 

Ist  die  Summe  der  Massen  verschieden  von  Null,  dann  giebt  es 
im  Endlichen   einen   Schwerpunkt  S.     Zu  den  Niveauflächen   gehört 

9* 
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dann  eine  unendlich  grofse  Kugel  mit  S  als  Centrum.  Sämtliche  oder 
ein  Teil  der  Kraftlinien  gehen  bis  zu  dieser  Kugel,  je  nachdem  alle 
Massen  positiv,  oder  diese  teils  positiv,  teils  negativ  sind.  Die 
Asymptoten  gehen  von  S  aus.  Teilt  man  diese  Kugel  irgendwie  in 
gleiche  Flächen  ein,  so  geben  die  in  ihren  Rändern  endenden  Kraft- 
linien potentiell  gleichwertige  Kraftröhren.  Dadurch  wird  in  dem 
Falle  lauter  positiver  Massen  der  Gesamtraum  gleichwertig  eingeteilt, 
im  Falle  gemischter  Vorzeichen  wenigstens  ein  Teil  des  BAumes. 

Ist  die  Summe  der  Massen  gleich  Null,  so  liegt  S  in  unendlich 
grofser  Entfernung,  zu  den  Niveauflächen  gehört  dann  im  allgemeinen 
keine  unendlich  grofse  Kugel  und  ebensowenig  sind  Asymptoten  vor- 
handen. 

Die  besprochene  Einteilung  der  unendlich  grofsen  Kugel  in  gleiche 
Flächen  kann  durch  Meridiane  und  Parallelkreise  in  bekannter  Weise 
erfolgen,  da  man  aber  die  Pole  auf  der  Kugel  beliebig  wählen  kann 
(nur  müssen  sie  einander  entgegengesetzt  sein),  so  sieht  man,  dalls 
man  unendliche  Mannigfaltigkeit  in  der  Einteilung  des  Raums  erhalten 
kann.  Am  einfachsten  wird  es  allerdings  sein,  sich  gewissen  Koordinaten- 
systemen anzubequemen,  wobei  die  Gleichungen  die  einfachste  Gestalt 
annehmen. 

100)  Anordnung  auf  gerader  Linie.  Die  einfachsten  Fälle 
erhält  man  bei  der  Anordnung  sämtlicher  Massen  auf  gerader  Linie, 
weil  dann  die  Niveauflächen  Drehungsflächen  werden.  Die  Gleichungen 
des  Problems  sind  dann  für  die  Niveauflächen 

für  die  Kraftlinien  in  jeder  Meridianebene 

2)  m^  cos  d-^  +  ^^2  cos  -ö-j  -|-  •  •      -j-  Wn  cos  d'n  =  C^f 

Meridianschnitte,  die  unter  gleichen  Winkeln  aufeinander  folgen,  be- 
sorgen das  übrige,  während  sowohl  c  als  auch  c^  arithmetischen  Reihen 
zu  folgen  haben. 

Handelt  es  sich  z.  B.  um  Punkte  M^^  Jfg,  M^  auf  gerader  Linie 
mit  Ladungen  —  3,  +  2,  +  1  (so  dafs  die  Summe  Null  ist,  was  die 
asymptotische  Gruppe  entfernt  und  das  Skizzieren  erleichtert),  so 
bestehen  die  Gleichungen: 

8,2,1 

—  3  cos  -ö*!  +  2  cos  ^2  4"  cos  -^3  =  c. 

In  Pig.  78  ist  das  Feld  in  seiner  Gestaltung  skizziert.  Man 
verfolge  den  Gang  der  Pfeile  und  der  Niveaukurven.    Die  Schraffierung 
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zeigt  an,  dafs  ein  Teil  der  von  M^  ausgehenden  Stromlinien  nicht 
unmittelbar  nach  M^  gelangen  kann,  sondern  nach  M^  geht,  dafs 
dagegen  von  M^  aus  auf  sehr  grofsem  Wege  der  Übergang  nach  M^ 
erfolgt.  Mit  Ausnahme  der  X-Achse  und  einer  Niveaulinie  DE 
zwischen  M^^  und  M^  gelangt  keine  der  Kurven  in  den  unendlichen 
Bereich. 

Entsprechendes  geschieht  bei  beliebig  vielen  Punkten  auf  gerader 
Linie.  Dreht  man  um  die  X-Achse  und  führt  Meridianschnitte,  so 
erhält  man  die  Zelleneinteilung  des  elektrostatischen  Feldes  für  jeden 
der  einzelnen  Fälle. 

Flg    78. 


Die  Hauptsache  ist,  dafs  die  Anzahl  der  Kraftlinien  für  die 
einzelnen  Punkte  proportional  den  elektrischen  Massen  ist,  dafs,  wenn 
die  Summe  der  elektrischen  Massen  verschieden  von  Null  ist,  der 
überschufs  der  Kraftlinien  nach  dem  unendlichen  Bereiche  geht,  dafs 
dann  Asymptoten  vorhanden  sind,  die  durch  den  Schwerpunkt  S  gehen, 
und  dafs  diese  die  unendliche  Kugel  um  S  in  gleiche  Zonen  einteilen, 
so  dafs  die  Cosinus  ihrer  Neigungswinkel  eine  arithmetische  Reihe 
bilden,  die  von  0  bis  +  1  geht. 

101)  Anordnung  in  der  Ebene.  Liegen  die  sämtlichen  Punkte 
in  einer  Ebene  beliebig  zerstreut,  so  gilt  Gleichung  1  wie  vorher 
ganz  allgemein,  Gleichung  2  aber  nur  für  die  Ebene,  nicht  für  den 
Raum,  da  die  Flächen  nicht  mehr  Drehungsflächen  sind.  Sind  sämt- 
Kche  Massen  positiv,  so  gelingt  mit  Hilfe  der  um  den  Schwerpunkt  ge- 
legten unendlichen  Kugel  die  Einteilung  ohne  Schwierigkeiten.  Hier 
läfst  sich  Einblick  in  ein  wichtiges  Problem  der  Mechanik  nehmen. 

102)  Vom  Problem  der  drei  Körper  und  seiner  Ver- 
allgemeinerung. Die  vorhergehenden  Betrachtungen  geben  einigen 
Einblick  in  das  noch  nicht  vollständig  gelöste  Problem  der  drei 
Körper.     Es  wird  angenommen,  diese  befänden  sich  allein  im  Welt- 
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räume  und  ihre  gegenseitige  Anziehung  folge  dem  Newton  sehen  Ge- 
setze.    Dann  finden  folgende  gegenseitigen  Anziehungen  statt: 

M,2  ^2,8  ^,1 

Diesen  entspricht  als  Gesamtpotential 


ü-~  +  -^  + 


^1,2  ^"2,3  '8,1 


worin    r^^,    r^^,    r^^    die    möglichen    Verbindungslinien    sind.      Bei 

n  Punkten  handelt  es  sich  um  Kombinationen  zu  je  zweien. 

Denkt  man  sich  für  irgend  einen  Augenblick  des  Bewegungs- 
zustandes eine  Ebene  durch  die  drei  Punkte  gelegt,  so  wirkt  auf  den 
ersten  der  drei  Punkte  allein  das  Potential 

~^         I      r      ' 

'^1,2  ^1,3 

und  zwar  geschieht    die  Anziehung   in  der   Richtung   der  Normalen 
der  durch 


+  ^  =  üi=c, 


^1,2  *'l,3 


dargestellten  Niveaulinie,  wo  Dj  =  c^  der  augenblickliche  Potential- 
wert ist,  oder  in  der  Tangente  der  durch 

m.m^cos^jg  +  ^^i^s<^os^^^  =  y, 

dai^estellten  Kraftlinie,  wo  die  d"  die  Neigungswinkel  der  beiden 
Verbindungslinien  gegen  die  Gerade  r^^  bezw.  ihre  Verlängerung  be- 
deuten. Die  auf  jeden  der  Punkte  augenblicklich  wirkende  Kraft  ist 
also  nach  Gröfse  und  Richtimg  leicht  zu  bestimmen,  sowohl  geometrisch 
als  auch  arithmetisch  (siehe  oben). 

Da  die  Wirkung  und  die  Gegenwirkung  für  je  zwei  der  Punkte 
übereinstimmen,  ist  die  Summe  der  Kräfte  in  jedem  Augenblick  gleich 
Null.  Denkt  man  sich  also  die  Gesamtmasse  w^  +  »4  +  iWj  im 
Schwerpunkte  angebracht,  so  ist  die  auf  sie  einwirkende  Kraft  gleich 
Null.  Folglich:  Der  Schwerpunkt  ändert  seinen  augenblick- 
lichen Bewegungszustand  nicht,  seine  Bewegung  ist  konstant 
nach  Richtung  und  Geschwindigkeit. 

Kennt  man  also  die  Geschwindigkeiten  Vj,  v^,  v^  der  drei  Punkte 
für  einen  Augenblick,  so  kennt  man  die  Bewegung  des  Schwerpunktes 
für  alle  Zeit.  Um  sie  zu  bestimmen,  hat  man  nur  nötig,  an  der  im 
Schwerpunkte  gedachten  Gesamtmasse  die  reduzierten  Geschwindig- 
keiten 
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Y  ^  »«1^1  Y  ^  ^i^f  Y  _  »S^8 

anzubringen  und  sie  zu  vereinigen.  Die  „Bewegungsquantitäten"  sind 
dann  dieselben. 

Da  diese  Verschiebung  des  Systems  nebensächlich  ist^  kann  man 
sieh  auf  den  Fall  beschränken,  wo  die  Sunmie  der  Geschwindigkeiten 
gleich  Null  ist.  In  den  Schwerpunkt  verlegt  man  dann  zwecfanäfsig 
den  Anfangspunkt  des  Koordinatensystems,  was  einige  Vereinfachungen 
bietet.  Diese  Eigenschaft,  die  sich  auch  auf  den  Fall  von  n  Körpern 
ausdehnen  läfst,  nennt  man  das  Schwerpunktsprinzip. 

Eine  zweite  Eigenschaft  des  Bewegungszustandes  ergiebt  sich  im 
Anschlufs  an  die  früheren  Darlegungen  folgendermafsen:  Die  Energie 
des  Systems  für  eine  Anfangszeit  sei 

m^vj        m^vl        m^vl 

für  eine  andere  Zeit  sei  sie  E^  die  entsprechenden  Potentialgrölsen 
seien  Uq  und  U,  dann  ist,  wie  oben, 

E  —  E^==  U—  Uo,  E—U  =  E^—  Uq. 

Die  Differenz  zwischen  Energie  und  Potential  ist  also  eine 
konstante  Gröfse.  Definiert  man  die  potentielle  Energie  wie  früher, 
so  handelt  es  sich  um  einen  immerwährenden  Austausch  zwischen 
kinetischer  und  potentieller  Energie.  Da  nichts  verloren  geht,  spricht 
man  von  der  Erhaltung  der  Arbeit.  Das  Gesagte  läfst  sich  auf 
n  Punkte  ausdehnen,  nur  ist  stets  die  Bedingung  zu  stellen,  dafs  un- 
elastische Stöfse  nicht  vorkommen. 

In  dem  Gesetz  der  Erhaltung  der  Arbeit  (Energie)  liegt  also 
eine  zweite  Eigenschaft  der  Bewegung  der  drei  bezw.  der  n  Körper. 

[Eine  dritte  Eigenschaft  soll  nur  beiläufig  erläutert,  nicht  aber  be- 
wiesen werden:  das  Flächenprinzip.  Man  denke  sich  die  Bewegungen 
auf  eine  der  Koordinatenebenen  projiziert.  Verbindet  man  nun  den 
Anfangs-  und  den  Endpunkt  jedes  der  drei  Wege  für  eine  beliebig 
gewählte  Zeiteinheit,  z.  B.  für  die  Sekunde,  mit  dem  Nullpunkte  des 
Koordinatensystems,  so  erhält  man  drei  SeyK)ren  mit  den  Flächen- 
inhalten F^j  F^  imd  -F3.  Zu  welcher  Zeit  man  nun  die  Gröfse 
J\  -|-  J'g  +  -Fg  messen  mag,  jederzeit  ist  sie  dieselbe.  Also:  Zu 
gleichen  Zeiträumen  gehören  gleiche  Summen  der  Flächen- 
räume. (Die  Vektoren  zusammengenonmien  legen  in  gleichen  Zeiten 
gleiche  Summen  von  Sektoren  zurück.) 

Diese  konstante  Summe  hat  verschiedene  Werte  für  verschieden 
gerichtete  Projektionsebenen.  Für  eine  derselben  hat  sie  einen  gröfsten 
Wert.     Laplace  hat  bewiesen,  dafs  die  Lage  dieser  letzteren  Ebene 
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für  alle  Zeiten  dieselbe  ist,  dafs  also  ihre  Schnittwinkel  mit  deu 
Koordinatenebenen  konstant  sind,  vorausgesetzt,  dafs  keine  Stöfse  vor- 
kommen. Er  bezeichnete  diese  Ebene  als  die  unveränderliche  Ebene 
des  Sonnensystems.  Die  Unveränderlichkeit  der  Lage  folgt  daraus, 
dafs  der  andern  Lage  nicht  diese,  sondern  eine  andere  Summe  von 
Sektoren  zukommen  würde.] 

Obwohl  man  somit  drei  wichtige  Eigenschaften  des  Bewegungs- 
zustandes dreier  Körper  und  aufserdem  für  jede  gegebene  Lage  die 
Gröfse  und  Richtung  der  augenblicklich  wirkenden  Kräfte  kennt,  ist 
man  doch  noch  nicht  zu  einer  geschlossenen  Lösung  des  Problems 
gelangt.  Für  das  System  von  Sonne,  Mond  und  Erde  hat  man  mit 
Hilfe  der  Störungstheorie  befriedigende  Ergebnisse  gefunden,  für  deren 
Entwickelung  aber  elementare  BQlfsmittel  nicht  ausreichen.*) 

Die  Verallgemeinerungen  für  n  Körper  lassen  sich  ohne  weiteres 
hinschreiben.  Das  Schwerpunktsprinzip,  das  Prinzip  der  lebendigen 
Kraft  und  das  Flächenprinzip  mit  der  berühmten  Laplace sehen 
Folgerung  bleiben  dabei  bestehen.  Auf  diesem  Wege  wurde  der  von 
Newton  angebahnten  Himmelsmechanik  durch  Laplace  ein  bedeutungs- 
voller Fortschritt  verschafft. 


103)  Beispiel   mit  Kreisen   bezw.  Kugeln.     In  Maxwells 
Lehrbuche  der  Elektrizität  und  des  Magnetismus  befinden  sich  einige 

nach    den   angegebenen   Prinzi- 
^«  7»-  pien  exakt  gezeichnete  Figuren. 

Auf  Tafel  V  z.  B.  ist  der  Fall 
^  =  15,  B  =  —  12,  C  =  20 
behandelt,  wobei  AB  =  9^ 
BC  =  16  ist.  Der  Fall  ist  von 
besonderem  Interesse.  Da  die 
in  Figur  80  wiedergegebene 
Zeichnung  bei  Maxwell  nur 
beschrieben  wird,  die  be- 
treffenden Berechnungen  und 
Beweise  aber  dem  Leser  über- 
lassen werden,  sei  das  inter- 
essante Beispiel  hier  ausführlicher  behandelt. 

Man  denke  sich  über  ^C  in  Fig.  79  einen  Halbkreis  geschlagen 
und  in  B  auf  A  C  das  Lot  BD  errichtet.    Dies  giebt  ein  rechtwinkliges 

*)  B.  G.  Airy  hat  allerdings  in  dem  Werke:  Gravitation;  an  elementaiy 
explanation  of  the  principal  perturbations  in  the  solar  sjstem,  London  1834, 
einen  solchen  Versuch  gemacht.  Im  Programm  1894/96  des  Realgvmnasimns  zu 
Borna  ist  ein  Teil  davon  frei  bearbeitet.  Aufserdem  werden  dort  Ubersetsmigeii 
von  Littrow  und  Hoffmann  genannt. 
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Dreieck  ACD  mit  AD  =  15,  CD  =  20,  BD  =  12.    Denkt  man  sich 
um  Ä  mit  AD  =^  15  einen  Kreis  geschlagen,  so  ist 

AB'AC=9'2ö  =  W  =  AD% 

d.  h.  B  ist  der  reciproke  Punkt  von  (7, 


Fig.  80. 


Der  Potentialwert  für  jeden  Punkt  der  Ebene  ist 1-  —  • 

rür   die   Punkte   des   um   A   geschlagenen    Kreises   handelt   es    sich 

12         20 

um   1  —    ,  -| Nun   ist   aber   nach   bekanntem   Satze   (Method. 

Lehrbuch  11  62)  für  jeden  Punkt  dieses  Kreises 

BE:CE=12:20  =  3:5,     also     r^  =  ^r^, 

also  ist  für  jeden  Punkt  des  Kreises  der  Potentialwert 

1  _  12         0     3    _  j 
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Die  um  Ä  mit  dem  Radius  15  gelegte  Kugel  ist  also  der  Ort  für 
das  konstante  Potential  1*). 

Für  die  um  C  mit  Radius  12  gelegte  Kugel  handelt  es  sich  um 

das  Potential 1-  1.    Dabei  ist  überall  r^ ir^  =  15 :  12  =  5 : 4, 

also  das  Potential 

Folglich:  Zu  den  Niveauflächen  gehört  eine,  die  von  zwei 
Kugeln  um  A  und  G  mit  den  Radien  15  und  20  gebildet  wird. 
Die  Anzahlen  der  Kraftröhren  verhalten  sich  wie  15  :  —  12  :  20, 
so  dafs,  wenn  diese  Zahlen  selbst  angenommen  sind,  35  —  12  =  23 
nach  dem  Unendlichen  gehen,  während  von  A  und  C  aus  12  nach  3 
hin  ausmünden.  (Dafs  von  den  letzteren  7  auf  A^  5  auf  B  kommen, 
folgt   aus   der  unten  zu  gebenden  Methode  der  elektrischen  Bilder.) 

Der  Schwerpunkt  S  hat  von  A  die  Entfernung  IT^j-    In  ihm  münden 

sämtliche  Asymptoten. 

[Deuten  läfst  sich  die  Figur  noch  folgendermafsen: 

a)  die  Kugel  A  sei  mit  15  —  12  =  4-3  elektrischen  Einheiten 
geladen,  eine  Ladung  von  +  20  Einheiten  werde  nach  B  gebracht. 
Die  aufserhalb  der  Kugel  A  liegenden  Niveau-  und  Kraftflächen  sind 
die  der  neuen  Aufgabe  (Influenzproblem). 

b)  Die  Kugel  B  sei  mit  20  —  12  ==  +  8  Einheiten  geladen,  nach 
A  werden  +15  Einheiten  gebracht  (Influenzproblem). 

c)  Die  äufseren  Teile  beider  Kugeln  werden  als  Oberfläche  eines 
Konduktors  gedacht,  der  mit  der  Ladung  15  —  12  +  20  =  23  ver- 
sehen wird.  Die  Elektrizität  ordnet  sich  so  an,  dafs  die  aufsen 
liegenden  Flächen  die  Niveau-  und  Kraftflächen  des  Systems  werden. 

Die  Bedeutung  dieser  Bemerkungen  wird  sich  erst  unten  er- 
geben.] 

104)  Geladener  Konduktor  im  homogenen  Felde.  Denkt 
man  sich  bei  dem  symmetrischen  Zweipunktsystem  ungleichartiger 
Elektrizitäten  die  Punkte  M^  und  Jfg  unendlich  fem  voneinander,  so 
erhält  man  in  der  Umgebung  von  M  ein  sogenanntes  homogenes 
Feld,  bei  dem  das  Netz  der  KJraft-  und  Niveaulinien  quadratisch  wird. 
Legt  man  in  die  eine  Parallelenschar  die  Kraftlinien  des  Einpunkt 
Problems,  in  die  andere  dessen  Niveaulinien,  so  geben  die  Diagonal- 
kurven das  in  Fig.  81  dargestellte  Netz,  welches  ebenfalls  dem  Max- 
wel Ischen  Lehrbuch  entnommen  ist. 


•)  Bei  Maxwell-Weinstein  steht  irrtümlich  Null. 


Die  Mehrpanktprobleme. 
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Es  handelt  sich  dabei  gewissermafsen  um  eine  nlumliche  Parallel- 
strömung, von  der  ein  Teil  durch  A  aufgesaugt  wird,  oder  um  eine 
entgegengesetzte  Strömung,  zu  der  ein  Teil  in  A  hinzutritt. 


» 
£ 


fti  ftl   R     ^ 


P5 


C    R"^   ^  K^ 


Man  kann  auch  von  der  Störung  reden,  die  innerhalb  eines 
homogenen,  positiven  elektrischen  Feldes  durch  eine  negative  Punkt- 
ladung hervorgebracht  wird. 
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Die  beiden  unendlich  fernen  Punkte  M^  und  M^  müssen  selbst- 
verständlich unendlich  stark  geladen  sein^  und  zwar  mit  gleich  grofsen 
Mengen  entgegengesetzter  Elektrizitäten. 

Das  homogene  Feld  wird  in  der  Regel  durch  ein  Quadratnetz  ver- 
anschaulicht. Da  es  aber  hier  mit  dem  Einpunktproblem  kombiniert 
werden  soll,  ist  es  besser,  die  senkrecht  zur  Zeichnungsebene  stehende 
Durchgangsebene  durch  Polarkoordinaten  in  flächengleiche  Rechtecke 
einzuteilen.  So  erklärt  es  sich,  dafs  man  links  von  A  schlieislich 
nicht  eine  Quadratteilung  in  der  Figur  hat,  sondern  dafe  die  Streifen 
von  B  aus  nach  oben  und  unten  an  Breite  abnehmen.  In  grösserer 
Entfernung  von  A  sind  die  zu  BG,  CDy  DE,  EF  . . .  gehörigen 
Ringe  flächengleich.  Dies  erschwert  den  Vergleich  der  beiden 
zusammengesetzten  Strömungen  nicht  wesentlich.  Man  denke  sich  der 
Punkt  A  sauge  die  Strömung  von  10  solchen  Kreisringen  auf,  dann 
war  die  Fläche  seiner  Einheitskugel  in  10  gleiche  Zonen  eingeteilt. 
Die  Fläche  der  Einheitskugel  ist  gleich  4  •  V  -  n  =  4:^.  Dazu  gehört 
in    der  ParaUelströmung   ein   CyHnder   von    der  Basis  4;r   und   vom 

Radius  2]/^.     Die  Basis  ist  in   10  flächengleiche  Ringe  einzuteilen, 
wenn  beide  Strömungen  gleichwertig  sein  sollen. 

Absorbiert  jedoch  der  Pimkt  A  in  derselben  Parallelströmung 
den  Strom  der  n  fachen  Zahl  von  ringförmigen  Kraftröhren,  so  saugt 
er  die  Strömung  eines  Cylinders  von  der  Grundfläche  4n;r  und  vom 

Radius  2}/n;i:  auf.     Hier  kann  n  auch  kleiner  als  1  sein.  — 

Die  Asymptoten  der  zu  C  und  L  gehörigen  Kraftlinien  fallen  in 
dieselbe  Horizontale,  denn  die  Entnahme  einer  endlichen  Strommenge 
aus  unendlich  breiter  Parallelströmung  lälst  deren  Mächtigkeit  schliefs- 
lich  doch  ungeändert.  Die  Cylinderteilungen  links  und  rechts  von  A 
stimmen  also  in  gröfserer  Entfernung  überein. 

Denkt  man  sich  z.  B.  in  einem  Zimmer  die  Kraftlinien  und 
Niveaulinien  des  Erdmagnetismus,  so  kann  man  sie  bei  der  grofsen 
Entfernung  der  magnetischen  Pole  als  die  eines  homogenen  Feldes 
(Parallelströmung)  auffassen.  Ist  nun  A  der  eine  Pol  eines  sehr  langen 
Stabes,  so  giebt  Fig.  81  die  Störung  des  homogenen  Feldes  durch 
diesen  Pol  dar. 

Denkt  man  sich  femer  zwei  kreisförmige,  parallel  einander 
gegenüberstehende  Kondensatorplatten,  die  mit  positiver  und  negativer 
Elektrizität  in  gleichen  Mengen  geladen  sind  und  bringt  man  zwischen 
beide  einen  elektrisch  geladenen  Konduktor  Ay  so  stellt  die  Figur  die 
Störung  des  nach  Nr.  75  fast  homogenen  Feldes  in  der  Nähe  des 
Konduktors  A  dar.  Das  Beispiel  ist  von  besonderer  Wichtigkeit, 
weil  bei  zahlreichen  Experimenten  der  Einflufs  des  Erdmagnetismus 
berücksichtigt  werden  mufs. 


Kapitel  VI. 

Die  Spannnngssätze  von  Laplace  und  Poisson  nnd 
ihre  physikalischen  Folgerungen. 


105)  Begriff  der  Spannung.  In  dem  festen  Punkte  M  befinde 
sich  die  anziehende  Masse  1,  deren  Niyeauflächen  koncentrische  Kugeln 
sind,  während  Eugelflächen  und  Meridianschnitte  die  Zelleneinteilung 
des  Raums  vollenden.    Eine  solche  * 

Zelle  ist  in  der  Figur  dargestellt.  ^*«  »« 

Man  denke  sich  ihre  Wände 
homogen  mit  Masse  belegt^  z.  B.  so^ 
dafs  auf  jeder  Flächeneinheit  die 
Masse  1,  also  auf  jeder  Fläche  F 
die  Masse  F  angebracht  ist.  Diese 
Massenbelegungen  werden  vom 
Massenpunkte  M  angezogen.  Es 
soll  untersucht  werden,  ob  die  an- 
gezogenen    Belegungen     auf    den 

Innenraum  der  Zelle  einen  gewissen  Druck  oder  Zug  ausüben,  indem 
sie  ihn  verkleinem  oder  vergröfsem  wollen,  ob  also  der  Raum  unter 
einer  gewissen  Spannung  steht. 

Bezeichnet  man  die  koncentrischen  Kugelflächen  der  Zelle  als 
Grundflächen,  die  übrigen  als  Seitenflächen,  so  läfst  sich  folgendes 
sagen.  Die  Belegungen  der  Seitenflächen  werden  lediglich  nach  M 
hingezogen,  die  an  den  einzelnen  Teilchen  wirkenden  Kräfte  liegen 
also  in  den  Flächen  selbst  und  haben  keine  Komponenten,  die  den 
Innenraum  vergröfsem  oder  verkleinern  könnten.  Anders  ist  es  bei 
den   Gmndflächen  J\  und  F^,   die  um  r^  bezw.  r^  von  M  entfernt 

sind.    Die  eine  übt  auf  den  Innenraum  einen  Druck    -^  aus,  der  als 

eine  positive  Spannung  bezeichnet  werden  soll,  der  zweite  einen 
Zug  -|,  der  als  negative  Spannung  gelten  soll.     Die  eine  Kraft 
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will    den   Zellenraum   vergröfsem,   die   andere    ihn   verkleinem.     Da 

F         F 
aber  F^  :t\=r\:f\   ist,   so   folgt    -^ i  =  ^'     Druck   und  Zug 

heben  sich  gegenseitig  auf,  so  dafs  man  sagen  kann:  Der  Zellen- 
raum  steht  unter  der  Spannung  Null.  Dasselbe  würde  auch  der 
Fall  sein,  wenn  die  ähnlichen  Grundflächen  irgend  eine  andere  Gestalt 
hätten,  wenn  z.  B.  ein  Kegel  an  Stelle  der  Pyramide  träte.  Faraday 
und  Maxwell  gebrauchen  statt  des  Wortes  Spannung  die  Bezeichnung 
K  r  a  f t  f  1  u  f  s.     Vergl.  Nr.  53. 

Bezeichnet  man  die  auf  die  Masseneinheit  wirkenden  Kräfte  mit  p^ 
bezw.  p^,  so  hat  man  p^F^  ==zp^F^  oder  Pi''-Pi  =  F^:  F^.  Die  An- 
ziehungskräfte sind  also  umgekehrt  proportional  den  Grundflächen. 
Diese  einfache  Bemerkung  giebt  zu  äufserst  interessanten  Schlüssen 
Veranlassung. 

106)  In  sich  geschlossene  Fläche  unter  Einwirkung 
äufserer  Massenpunkte.  Der  Punkt  M  von  der  Masse  1  wirke 
jetzt    Suf   die    homogene    Massenbelegung   einer    beliebig    gestalteten 

*  aber  in  sich  geschlossenen 
^^'^'  Oberfläche     ein.        Unter 

welcher  Spannung  steht 
der  Innenraum?  (Der 
Raum  wird  als  einfach 
zusammenhängend  ange- 
nommen.) 

Man  denke  sich  von 
3f  aus  einen  Kegel  MA^B^ 
von  kleinem  körperlichen 
Winkel  gezeichnet,  der 
die  Fläche  in  A^B^  und 
A^B^  schneidet,  was  eine 
Zelle  A^B^B^A^  mit  den 
Grundflächen  F^  und  F^ 
geben  möge.  Macht  man  über  die  Belegungen  der  Grundflächen  die- 
selben Annahmen,  wie  vorher,  so  sind  die  Anziehungsresultanten  für 

F  F 

die  beiden  Belegungen  jp^JF^  =    *    p^F^  =  -~  •     Jede  zerlegt  sich  in 

eine  Spannungskraft,  die  senkrecht  gegen  die  Oberfläche  gerichtet  ist 
und  in  eine  in  die  Fläche  (Tangentialebene)  fallende  Kraft,  also  in 
einen  wirksamen  und  in  einen  in  Bezug  auf  die  Spannung  des  Innen- 
raumes unwirksamen  Teil.  Sind  a^  und  Og  die  entsprechenden  Neigungs- 
winkel, so  handelt  es  sich  um  s^  =  p^F^c^osa^  und  5,  =|)jJPjC0sa^. 
Man  denke  sich  jetzt  durch  den  Angriffspunkt  jeder  dieser  Resultanten 
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die  zu  M  gehörige  Niveaufläche  gelegt,  also  z.  B.  C^D^  und  C^D^, 
Diese  bilden  mit  den  ursprünglichen  Grundflächen  (Tangentialebenen) 
ebenfalls  die  Winkel  a^  und  «g,  so  dafs  die  neuen  Flächen  von  der 
Gröfse  jF^'  =  F^  cos  «^  und  F^  =  F^  cos  a^  sind.     Daraus  folgt 


«1  =  PiF^  cos  «1  =  -7  cos  «j  =  -g 


und 


rj  r: 


^2  ^i 

S^  =  p^F^  cos  «2  =     2  cos  Ojj  =  -f 

**2  ^2 


Nun  ist  aber  für  die  neuen  Grundflächen,  die  einander  ähnlieh  sind, 

F'  F  =  r   'T 

12  12' 

folghch  ist,  wenn  man  die  entgegengesetzten  Vorzeichen  (Druck,  Zug) 
berücksichtigt,  die  Summe  der  beiden  Spannungen  gleich  Null.  Also 
ist  p^F^  cos  «1  =zp^F^  cos  Og. 

Wendet  man  das  Verfahren  auf  sämtliche  Teile  der  Oberfläche 
an,  so  findet  dasselbe  statt.  Durch  Summierung  über  die  ganze  Ober- 
fläche folgt: 

Befindet  sich  aufserhalb  einer  in  sich  geschlossenenOber- 
fläche,  die  homogen  mit  Masse  belegt  ist,  ein  anziehender 
Punkt,  so  ist  die  von  ihm  auf  den  Innenraum  ausgeübte 
Gesamtspannung  oder  der  Kraftflufs  des  Raumes  gleich  Null. 

Dabei  darf  die  Oberfläche  auch  so  gestaltet  sein,  dafs  die  von  M 
aus  gelegten  Hilfskegel  sie  zum  Teil  mehrfach  schneiden. 

Liegen  mehrere  anziehende  Massenpunkte  aufserhalb  der 
Fläche,  so  treten  zu  jeder  Spannung  s  neue  hinzu,  die  zu  je  zweien 
ebenfalls  die  Summe  Null  geben.  Das  Gesamtresultat  wird  also 
wiederum  gleich  Null.  Die  Massenpunkte  dürfen  auch  eine  kontinuier- 
liche Linie,  eine  Fläche,  einen  Körper  von  beliebiger  Gestalt  bilden. 
Liegt  das  anziehende  Gebilde  aufserhalb  der  geschlossenen,  homogen 
belegten  Fläche,  so  ist  die  Gesamtspannung  bezw.  der  Kraftflufs  stets 
gleich  Null. 

107)  Symmetrisches  Zweipunktproblem.  Am  Beispiele  des 
symmetrischen  Zweipunktproblems  soll  die  Bedeutung  des  Satzes  aus- 
einander gesetzt  werden.  Li  Fig.  84  sei  A^B^B^A^  eine  der  kleinen 
Raumizellen  mit  den  Grundflächen  F^  und  F^  und  entsprechenden 
Seitenflächen.  Man  denke  sich  die  Wände  der  Zelle  in  obiger  Weise 
homogen  mit  Masse  belegt,  die  von  den  Massenpimkten  M^  und  ifef^, 
wo  sich  Masseneinheiten  befinden,  angezogen  wird.  Jedes  Massen- 
teilchen der  Seitenwände  wird  so  angezogen,  dafs  die  Resultante  der 
Anziehungskräfte  in  die  Wand  selbst  fällt,  d.  h.  in  die  Richtung  der 
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Tangente  einer  Kraftlinie.  Die  Wirkung  auf  die  Spannung  des  Innen- 
raums ist  also  gleich  Null.  In  Frage  kommen  nur  noch  die  auf  F^ 
und  F^  einwirkenden  Anziehungen.     Auf  F^  wirken  zwei  anziehende 

F  F. 

Kräfte   q^F^  =  ~^   und   ^^2^^  =  — ,   deren   Resultante  p^F^    in   die 

Richtung  der  entsprechenden  Kraftlinie  fällt.     Auf  F^  wirken  ebenso 


F. 


F. 


2 


zwei  Kräfte   q^F^  =  --j   und  q'^F^  =  —^   deren  Resultante  p^F^  in 

dieselbe  Kraftlinie  fallt.     Sind  nun  die  Niveauflächen  F^  und  F^  nur 
sehr  wenig  voneinander  entfernt,  so  darf  man  die  Kräfte  als  in  den- 
selben Geraden  liegend  be- 
^«-  w.  trachten,  so  daüs  man  sie 

durch  Addition  vereinigen 
kann.  Dies  giebt  die 
Spannung  PtF^  —  p^F^. 
Weil  aber  die  beiden  an- 
ziehenden Massen  Mj^  imd 
M^  aufserhalb  liegen,  ist  die 
Spannung  des  Zellenraums 
nach  Laplace  gleich  Null, 
folglich  ist  PiF  =  p^F^. 
Ebenso  ist  der  Kraftflufs 
der  Zelle  gleich  Null, 
Führt  man  demnach  in  der  gezeichneten  Kraftröhre  an  ver- 
schiedenen Stellen  Normalschnitte  J^,  JPg,  JRj,  F^j  . . .,  so  ist,  wenn 
Pif  P2f  Psf  Pa9  •  •  •  d^®  entsprechenden  Einheitsresultanten  sind, 
PiF^  =  p^F^  =  p^F^  =  p^F^y  .  .  .,  d.  h.  das  Produkt  aus  der 
Einheitsresultante  und  dem  Normalschnitt  der  Kraftröhre 
ist  konstant. 

Die  auf  die  Einheit  wirkende  Kraft  nimmt  also  in  demselben 
Mafse  ab,  wie  der  Normalschnitt  zunimmt,  d.  h.  sämtliche  Normal- 
schnitte jeder  Kraftröhre  werden  mit  derselben  Kraft  an- 
gezogen.    Ebenso  ist  der  Kraftflufs  für  die  ganze  Röhre  konstant. 

108)  Allgemeinere  Folgerungen.  Ganz  dieselbe  Betrachtung 
läfst  sich  aber  für  das  unsymmetrische  Zweipunktproblem  anstellen, 
auch  dann,  wenn  der  eine  Punkt  anziehend,  der  andere  abstofsend 
wirkt,  sie  gilt  auch  für  das  Mehrpunktproblem  und  für  die  Anziehung 
kontinuierlicher  Massen.     Also: 

Bei  jedem  Problem  der  Anziehung  nach  dem  Newtonschen 
Gesetze  gilt  für  die  Normalschnitte  jeder  Kraftlinie  der 
Satz,  dafs  das  Produkt  aus  der  Einheitsresultante  und  dem 
Normalschnitt  eine  konstante  Gröfse  ist. 
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Um  von  der  Tragweite  dieses  Satzes  einen  Begriflf  zu  erhalten, 
kann  man  einige  einfache  Betrachtungen  anstellen. 

109)  Unendliche  Kugel  als  Niveaufläche.  Für  jeden  end- 
lichen anziehenden  Massenkomplex  nehmen  die  Niveauflächen  nach 
auTsen  hin  mehr  und  mehr  die  Gestalt  von  Kugeln  an,  die  ihren 
Mittelpunkt  im  Schwerpunkte  der  anziehenden  Massen  haben.  Denkt 
man  sich  die  unendlich  grofse  Kugel  auf  irgend  welche  Art,  z.  B.  durch 
Meridiane  und  Parallelkreise  bei  beliebig  liegendem  Pol,  in  gleiche 
Flächen  eingeteilt  und  für  jeden  Eckpunkt  ihres  Netzes  die  Kraftlinie 
konstruiert,  so  ist  für  alle  Stellen  sämtlicher  Kraftröhren  pF  die- 
selbe Gröfse,  jede  Niveaufläche  wird  also  so  zerlegt,  dafs  auf 
ihr  pi«^  konstant  ist.  (Man  vergleiche  dies  mit  den  Betrachtungen 
über  die  Asymptoten  im  5.  Kapitel.)  Dies  erleichtert  die  Einteilung 
des  Raumes  in  potentiell  gleichwertige  Zellen  bei  zahlreichen  Problemen. 

110)  Das  Gesetz  der  Zelleninhalte.  Von  Niveaufläche  zu 
Niveaufläche  möge  die  Einheit  der  Masse  bewegt  werden.  Folgen 
die  Potentialwerte  der  Niveauflächen  einer  arithmetischen  Reihe, 
handelt  es  sich  also  um  konstante  Potentialdifl'erenzen,  so  ist  zu  jener 
Bewegung  von  Fläche  zu  Fläche  überall  dieselbe  Arbeit  %nv  nötig. 
Für   irgend   welche   Raumstellen   sei    in    diesem    Sinne  pw=p^w  . 

Nach  Nr.  107  war  zugleich  pF  =  pj^^  -     Durch  Division  folgt 

w:w   =  F:  F  . 

n  n 

_  *  

Bezeichnet  man  also  die  Flächen  F  als  die  Grundflächen  der  Zellen, 
die  w  als  ihre  Höhen,  so  folgt: 

Bei  potentiell  gleichwertiger  Zelleneinteilung  des 
Raumes  verhalten  sich  die  Grundflächen  der  Zellen  wie  ihre 
Höhen. 

Ebenso,  wie  für  das  Zweipunktproblem  gilt  dies  für  das  w-Punkt- 
problem  und  für  die  allgemeinsten  Probleme. 

«7         -^     P  ,  ^^         F     F        F^       w^       pI 

F  ^     ^  ^^         FF         F^  ~  to^        ü* 

Bezeichnet  man  also  die  Inhalte  zweier  Zellen  mit  J  und  Jj,,  so  folgt: 

J  _:^  _Mo^  _'p\ 

d.  h.   die  Inhalte  der  Zellen  eines  Problems  verhalten  sich 
wie    die  Quadrate   der  Grundflächen,   wie   die  Quadrate  der 
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Höhen     und    umgekehrt    wie    die    Quadrate    der    Einheits- 
I  resultanten. 

In  Fig.  84  sind  die  Potentialfiächen  Drehungsflächen.  Sind  e 
und  ßn  die  Abstände  zweier  Zellen  von  der  Drehungsachse,  a  und  a, 
die  am  Einheitskreise  gemessenen  Bogen  zwischen  benachbarten 
Meridianschnitten,  s  =  AB  imd  Sn  =  AnBn  die  aus  der  Zeichnung  zu 
entnehmenden  Seitenlinien  der  Flächen  F  und  JP„ ,  so  ist  F  =  s  •  eu 
und  Fn  =  Sn-SnCCy  also 

F         se  w        Pn 

n  n  n  n  ■* 

Auch  dieser  besondere  Satz  ist  leicht  in  Worte  zu  kleiden. 

111)  Cylindrische  Probleme.  Die  wichtigste  Folgerung  ist 
die  auf  die  zweidimensionalen  Probleme  führende. 

J/j  und  M^  in  Fig.  84  seien  die  Darstellungen  zweier  un- 
begrenzten Geraden,  die  in  derselben  Dichte  homogen  mit  Masse 
belegt  sind.  In  allen  Normalschnitten  der  beiden  Geraden  findet  dann 
dasselbe  statt,  man  braucht  also  nur  einen  einzigen  Normalschnitt  auf 
die  Niveau-  und  Kraftlinien  zu  untersuchen,  d.  h.  das  Problem  ist 
ein  zweidimensionales. 

Die  Normalschnitte  folgen  bei  gleichwertiger  Zellenteilung  längs 
der  Richtung  der  parallelen  Geraden  in  demselben  Abstände  auf- 
einander. An  Stelle  von  ea  für  den  Fall  von  Drehungsflächen  tritt 
also  einfach  6  =  6».  (Legt  man  die  Drehungsachse  ins  Unendliche,  so 
kann  man  ebenfalls  e  =  Cn  setzen.)  Jetzt  also  wird  F :  F^  =  es  :  eSnj 
oder  F:  F„  =  s:  Sn-     Es  war  aber 


demnach  folgt 


F:  Fn  =  w:Wn, 

s:s   =  w  :w  =  p  :p 


Folglich: 

Bei  allen  Zellen  eines  zweidimensionalen  Problems  ver- 
halten sich  die  Grundlinien  der  Zellen  wie  ihre  Höhen,  die 
sämtlichen  Zellen  sind  also  kleine  ähnliche  Rechtecke, 
z.  B.  kleine  „Quadrate".  Die  Kräfte  sind  umgekehrt  pro- 
portional den  Dimensionen  der  Zellen. 

In  der  Anziehungslehre  handelt  es  sich  um  unbegrenzte  Cylinder 
als  Niveauflächen.  Der  Satz  gilt  allgemein  von  jeder  Art  von  Cjlinder- 
problemen.  Die  Helmholtzschen  Flüssigkeitsströmungen  führen  jetzt 
auf  stationäre  Strömungen  in  der  Ebene,  mögen  diese  nun  hydro- 
dynamischer Art  oder  Wärme-  oder  Elektrizitätsströmungen  sein.  Von 
hier  aus  lassen  sich  die  Helmholtz-Kirchhoff sehen  Probleme  der 
freien  Ausflufsstrahlen,  gewisse  elektromagnetische  Probleme  und  die 
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dazu  gehörigen  Helmholtzschen  Wirbelbewegungen  behandeln, 
aufserdem  Probleme  der  Biegungs-  und  Torsionsfestigkeit,  der 
Kapillarität,  der  Kartographie  u.  s.  w.  So  führt  der  unscheinbare 
Laplacesehe  Satz  in  die  wichtigsten  Gebiete  der  neueren  Physik,  in 
die  Probleme  des  sogenannten  logarithmischen  Potentials,  dessen  Be- 
grifif  sich  aus  dem  Folgenden  ergeben  wird. 

112)    Das    zweidimensionale    Einpunktproblem    und    das 
logarithmische  Potential.     Es  handelt  sich  um  die  quadratische 
Einteilung    der    Ebene    durch    das 
Strahlenbüschel     und     die    koncen-  *■*«•  ^^^ 

trische  Kreisschar.     Dabei  wird 

s:s„  =  tc:  Wn  =  r:rn  =  F:Fn, 

wo  die  F  die  Zellenflächen  des  zu- 
gehörigen Cylinderproblems  sind. 
Aus 

F :  F^  =  2>^'P 

folgt  für  die  anziehende  Kraft,  mit 
der  der  homogene  Cylinder  die  freie 
Masseneinheit  anzieht, 

d.  h. 

Die  Anziehungskraft  der  unbegrenzten  homogenen  Ge- 
raden ist  umgekehrt  proportional  der  Entfernung. 

Wird  die  Masseneinheit  auf  dem  Radius  ins  Unendliche  gbracht, 
so  ist  also  das  Arbeitsdiagramm  eine  gleichseitige  Hyperbel  von  der 
Form 

^  r 

Die  Entfernung  bis  ins  Unendliche  erfordert,  wie  das  Diagramm  zeigt, 
unendlich  grofse  Arbeit,  was  nicht  wunder  nimmt,  da  die  auf  der  un- 
begrenzten Geraden  homogen  verteilte  anziehende  Masse  bei  endlicher 
Dichte  selbst  unendlich  grofs  ist.  Das  Potential  ist  also  an  jeder 
Stelle  unendlich  grofs,  d.  h.  der  Newtonsche  Potentialbegriff 
wird  unbrauchbar. 

Nun  läfst  sich  aber  elementar  zeigen,  dafs  die  Fläche  der  gleich- 
seitigen Hyperbel  von  1  bis  r 

F=Jclgr 


ist   (vgl.  Meth.  Lehrbuch  IH,  Seite  136).     Es   ist  zweckmäfsig,  jetzt 

10* 
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diesen  Ausdruck  als  das  Potential  zu  betrachten.  Der  Name  logarith- 
misches Potential  erklärt  sich  von  selbst. 

Unter  Potential  in  einem  Punkte  versteht  man  also  jetzt 
die  Arbeit;  die  nötig  ist,  die  Masseneinheit  aus  dem  Ab- 
stände 1  von  der  Geraden  in  den  Abstand  r  jenes  Punktes 
von  der   Geraden  zu  versetzen. 

Die  potentielle  Gleichwertigkeit  der  ZeDeneinteilung  erhält  man 
dadurch;  dafs  man  den  Wert  c  von  Igr  einer  arithmetischen  Reihe 
folgen  läfst.  Da  aus  e  =  lg  r  folgt  r  =  ef^  y  was  einer  geometrischen 
Reihe  folgt,  wenn  c  einer  arithmetischen  folgt,  so  ergiebt  sich,  wie 
selbstverständlich,  dafs  man  lauter  ähnliche  Kreisringe  erhält.  Die 
Radien  aber  folgen  unter  demselben  Winkel  aufeinander,  so  dafs  in 
^  ^=  c  die  rechte  Seite  einer  arithmetischen  Reihe  zu  folgen  hat. 

113)  Zweidimensionale  Mehrpunktprobleme.    Während  bei 

dem  dreidimensionalen  Einpunktproblem  ~  =  c  und  cos  %^  =  c  mafs- 

gebend  waren,  sind  hier  lgr  =  c  und  %' =  c  mafsgebend.  Für  das 
w-Punktproblem  handelte  es  sich  früher  bei  gleichen  Massen  um 

1     I     1     I  I     1 

-4—   —4—     ...     —*—   =s=  (J 

und 

cos  ^i  -{-  cos  %'%'\'    •      •    +  cos  %-n  =  C. 

An  Stelle  dieser  Gleichungen  treten  jetzt  die  folgenden: 

1)  Ign  +  Igra  +  •  •  •  +  lgr„  =  e 

2)  ^1  4-  ^2  +  •  •  •  +  '9'n  =  c 
Statt  der  ersteren  läfst  sich  auch  schreiben 

lg(rir2  •  •  •  r^  =  c 
oder 

1)*  nrg  ...  rn  =  (fr 

Bei  ungleichen  „Massen"  erhält  man 

3)  milgri  +  m^lgra  +  •  •  •  +  w«lgr«  =  e, 

4)  mi^i  +  W2'9'2  +    •  •  •    +  t^n^n  =  ^. 

Für  3)  läfst  sich  auch  schreiben 


oder 


*"i*."*s  *."»« 


1        1  n 


Die  m  können  sämtlich  positiv  oder  teilweise  negativ  sein. 
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Für  die  Kurvenscharen  1  und  3  hat  Verfasser  vor  längeren 
Jahren  (Bd.  83  des  Crelleschen  Journals)  für  den  Fall  der  regelmäfsigen 
Anordnung  der  Punkte  auf  einem  Kreise  den  Namen  „reguläre  Lemnis- 
katen  w*®'  Ordnung*^,  für  die  Kurven  2  und  4  die  Namen  „reguläre 
Hyperbeln  w*®'  Ordnung"  vorgeschlagen.  Für  beliebige  Anordnungen 
nannte  er  sie  „irreguläre  Lemniskaten  bezw.  Hyperbeln  w**"  Ordnung" 
(Progr.  1880  der  Hagener  Gewerbeschule).  Diese  Namen  sind  in  zahl- 
reichen Abhandlungen  (z.  B.  von  Biermann^  Laurin,  Forchheimer, 
Guebhard,  Hildebrand)  beibehalten  worden.  Für  den  Fall  w  =  1 
handelt  es  sich  um  koncentrische  Kreisschar  und  Strahlenbüschel,  für 
«  =  2  unter  Voraussetzung  positiver  gleicher  m  um  konfokale  Lemnis- 
katen (Cassini sehe  Kurven)  und  ein  Büschel  gleichseitiger  Hyperbeln, 
bei  entgegengesetzten  ni  um  Kreisschar  und  Kreisbüschel.  Sämtliche 
gestatten  Einteilung  der  Ebenen  in  kleine  Quadrate.  Kap.  X, 
XI,  XII  in  des  Verfassers  Einführung  in  die  Theorie  der  isog.  Ver- 
wandtschaften besprechen  diese  Kurvenscharen  eingehender. 

114)  Das  Problem  der  unbegrenzten  homogenen  Ebene 
und  das  Planpotential.  Die  Kraftlinien  stehen  senkrecht  auf  der 
Ebene,  die  Niveauflächen  sind  parallele  Ebenen,  die  bei  gleichen 
PotentialdifiFerenzen  in  gleichen  Abständen  aufeinander  folgen.  Die 
naturgemäfse  Einteilung  des  Raumes  geschieht  durch  Würfel,  so  dafs 
es  sich  um  quadratische  Prismen  als  Kraftröhren  handelt.  [Nach 
Xr.  104  könnte  man  allerdings  auch  ringförmige  Einteilung  der  Niveau- 
flächen wählen,  wie  MaxweU  sie  bisweilen  anwendet  (vgl.  Fig.  81). 
Dafs  auch  die  Einteilung  in  gleichseitige  Dreiecke,  regelmälsige 
Sechsecke,  in  Ringe  ähnlicher  Polygone  erfolgen  darf,  darauf  sei 
gleichfalls  hingewiesen.]  Die  Strömung  der  inkompressiblen  Flüssig- 
keit erfolgt  in  den  Röhren  mit  konstanter  Geschwindigkeit.  Aus 
V  =  v^  folgt  nach  Nr.  53  ^  ==  p^ ,  so  dafs  die  Anziehung  der 
Ebene  in  allen  Entfernungen  dieselbe  ist.  Das  Arbeitsdiagramm,  ein 
Rechteck,  ändert  seinen  Inhalt  in  gleichen  Abständen  stets  um  dieselbe 
Gröfse.  Bei  Bewegung  der  angezogenen  Masseneinheit  auf  einer  der 
Kraftlinien  wird  also  das  Diagramm  der  Potentialwerte  wie  bei  dem 
Ohmschen  Gesetze  durch  eine  schräge  Gerade  begrenzt.  Das  New- 
ton sehe  Potential  würde  für  die  Bewegung  bis  ins  Unendliche  überall 
einen  unendlich  grofsen  Wert  geben.  Es  ist  also  vorzuziehen,  den 
von  der  Ebene  aus  gemessenen  Rechtecksinhalt  als  das  Potential  zu 
betrachten,  und  für  dieses  neue  Potential  den  Namen  Planpotential 
einzuführen.  Da  nach  Nr.  27  bezw.  74  die  Anziehung  der  Ebene  bei 
einer  homogenen  Belegung  von  Dichte  d  =  1  überall  gleich  27t  ist,  so  ist 
in  der  Entfernung  x  das  Planpotential  gleich  2  ttx.  Selbstverständlich 
kann  dazu  noch  eine  Gravitationskonstante  Ic  als  Faktor  treten.     In 
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ab,  80  sind  die  konceutrischeu  Kreise  Isothermen,  die  Sirahlen  sind 
Stromlinien.  In  beiden  Fällen  entsprechen  die  benachbarten  Nireau- 
kurven  konstanten  Temperaturunterschieden. 

In  Fig.  86  a  folgen  die  Strahlen  unter  dem  Winkel  —   oder  —  auf- 
einander, die  Neigigigen  bilden  also  die  arithmetische  Reihe 

^  =  0+-    +—    +—    H-^'" 


8 


8 


8 


8 


Die  Radien  folgen  der  geometrischen  Reihe  für  e^,  wo  c  einer  arith- 
metischen Reihe  folgt,  und  zwar  handelt  es  sich  (vgl.  Method.  Lehr- 
buch II,  Anhang)  um  die  Reihe 

TT  29r  Stc  43r 

*._ßO       ±"8        ±"8"       ±"8"       ±"8" 

sobald  die  Einteilung  eine  quadratische  ist. 

Entsprechendes  gilt  von  der  elektrischen  Strömung  in  ebenen 
Platten,  nur  treten  konstante  PotentialdiflFerenzen  an  Stelle  der 
Temperaturdifferenzen. 

Auf  die  Diagrammkörper  dieser  Potentiale  kommen  wir  später 
noch  einmal  zurück. 


Flg.  87. 


116)     Stationäre     Strömungen     einer     inkompressiblen 

Flüssigkeit. 

Wir  kehren  zu  den  in  Nr.  53  besprochoien 
Strömungen  inkompressibler  Flüssigkeiten 
zurück,  und  zwar  soll  es  sich  wieder  um  den 
dreidimensionalen  Raum,  jedoch  um  ganz  all- 
gemein gestaltete  Kraftlinien  handeln. 

Fig.  87  stellt  einen  von  Kraftlinien  ge- 
bildeten sehr  eng  zu  denkenden  Kanal  dar. 
Damit  die  früher  besprochene  Bewegung  über- 
haupt möglich  sei,  sind  gewisse  Annahmen 
zu  machen.  Abzusehen  ist  von  der  inneren 
und  äulseren  Reibimg  der  Flüssigkeit  und  den 
daraus  erfolgenden  Drehungen  der  Moleküle. 
Auch  vom  Einflüsse  der  Beharrung  ist  ab- 
zusehen. Oben  war  dies  alles  nicht  nötige 
da  die  Flüssigkeit  geradlinig  strömte.  Jetzt 
ist  die  Strömung  eine  krummlinige,  also 
würde  die  Flüssigkeit  infolge  der  Beharrung 
sich  tangential  von  der  Stromliuie  entfernen.  Dies  ist  wegzudenken 
oder    durch  Annahme  wirklicher  Kanalwände  unmöglich  zu  machen« 
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Aurserdem  ist  ÄA^  verschieden  von  BB^,  was  zugleich  einen 
Geschwindigkeitsunterschied  bedeutet.  Die  Reibung  zwischen  benach- 
barten Stromlinien  ist  also  gleichfalls  wegzudenken,  in  jeder  Strom- 
linie also  vollziehen  sich  die  Bewegungen  unbeeinflufst  durch  die 
Yor^^ge  in  den  benachbarten. 

Jeder  kleine  Rechteckskörper  der  Flüssigkeit,  der  wie  AB  B^Ai 
von  Niveauflächen  und  Stromflächen  (Stromlinien)  begrenzt  ist,  bleibt 
während  der  ganzen  Bewegung  ein  solcher,  nimmt  also  z.  B.  die 
Gestalt  An  —  iBn  —  iBnAn  an,  wobei  jedoch  das  Seitenverhältnis  ein 
anderes  geworden  ist.  Das  einbeschriebene  Hauptellipsoid  bleibt  ein 
solches,  erhält  jedoch  ein  anderes  Achsenverhältnis.  Zwischen  den 
verschiedenen  Gestaltungen,  die  ein  Flüssigkeitskörper  an- 
nimmt, besteht  also  eine  Affinitätsbeziehung  in  den  kleinsten 
Teilen. 

Da  die  Strömung  stationär  sein  soll,  mufs,  wie  früher  Fv  =  FnVn 
oder  F :  Fn  =  Vn  :  V  sein,  d.  h.  die  Geschwindigkeit  ist  an  jeder  Stelle 
des  Kanals  umgekehrt  proportional  der  Fläche  des  Normalschnitts. 
Oben  war  ganz  allgemein  F:  Fn=  Pn'P  (Nr.  107  und  108),  also 
ist  V  :  Vn  =  p  :  Pn ,  d.  h. 

Die  Geschwindigkeiten  jedes  Strömungsproblems  sind 
proportional  den  Kräften  des  entsprechenden  Anziehungs- 
problems. 

Beim  symmetrischen  Zweipunktproblem  z.  B.  war 

P'  =  -,  +  \  +  J^^osi»,-  »,), 

Abgesehen  von  einem  konstanten  Faktor  folgt  v^  tu  den  entsprechenden 
Krafkröhren  demselben  Ausdrucke.    Zugleich  war  für  kleine  Weglängen 


p  =^]c  —2 *  =  lern  — 


1       1 


also  mufs  auch  hier 

1       £ 

V  =  *-^-=i  =  km  ^> — ^  =  TcG 
w  to 

sein.     Demnach   ist  v  :  v„  =  G  :  G„,    d.  h.   die   Geschwindigkeit  pro- 

y  Y 

portional    dem    Potentialgefälle.      Der    Ausdruck    vF  =  kF-^ 

bedeutet  die  konstante  Stromstärke  innerhalb  des  Kanals. 

Die  Darlegungen  der  Abschnitte  53  bis  55  über  elektrische  und 
Wärmeströmungen  könnten  also  an  dieser  Stelle  wörtlich  wiederholt 
und  auf  die  allgemeinen  Formen  der  Kraftröhren  übertragen  werden. 
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Die  Punkte,  aus  denen  die  Wärme  oder  Elektrizität  ausströmt,  sollen 
als  Quellpunkte  bezeichnet  werden.  Diese  Punkte  können  von  ver- 
schiedener  Ergiebigkeit  sein,  auch  von  negativer.  Dies  entspricht  der 
Koncentration  verschiedener  Mengen  von  Elektrizität  oder  ponderabler 
Masse,  von  denen  die  ersteren  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben 
können.  Strömen  z.  B.  aus  M^  und  M^  verschiedene  Wärmemengen 
f(|  imd  fig  in  den  Kaum,  was  dadurch  erreicht  werden  kann,  dafs  sie 
auf  entsprechend  verschiedenen  Temperaturen  gehalten  werden,  so  sind 
die  Stromlinien  von  der  Form  (i^  cos  -ö"!  +  f4  cos  d'^  =  c,  die  Iso- 
thermen von  der  Form 

Y  T 

Ist  k  die  Leitungskonstante,  so  ist  JcF— ^  =JcFG  die  sekundlich 

passierende  Wärmemenge.  Der  Ausdruck  Wärmemenge  ist  nur  als 
Veranschaulichung  zu  betrachten.  Sollen  sämtliche  Kraftröhren 
potentiell  gleichwertig  sein,  so  mufs  durch  sämtliche  Querschnitte 
aller  Röhren  dieselbe  Menge  fliefsen.  Sind  Asymptoten  vorhanden, 
so  gehört  eine  unendliche,  um  den  Schwerpunkt  S  gelegte  Kugel  zum 
Problem.  Auf  dieser  müssen  dann  sämtliche  Kraftröhren  gleiche 
Flächen  ausschneiden.  Dies  entspricht  dem  gleichen  körperlichen 
Winkel  bei  dem  Einpunktproblem. 

So  entspricht  jedem  Anziehungsproblem  ein  Problem,  bei  dem 
es  sich  um  stationäre  Strömimg  einer  Flüssigkeit,  oder  der  Elektrizität 
oder  der  Wärme  handelt. 

Ist  die  Strömung  a^^eidimensional,  so  bleiben  nach  Nr.  111  kleine 
quadratische  Felder  stets  quadratische  Felder,  ein  einbeschriebener 
Kreis  also  bleibt  ein  einbeschriebener  Kreis,  d.  h.  es  findet  nicht 
nur  Affinität,  sondern  Ähnlichkeit  in  den  kleinsten  Teilen  statt. 
Hierbei  handelt  es  sich  z.  B.  um  Elektrizitäts-  oder  Wärmeströmimgen 
in  dünnen  Platten,  auf  die  wir  noch  naher  eingehen  werden. 

Selbstverständlich  kann  man  von  dem  Laplaceschen  Satze  folgende 
Umkehrung  aussprechen:  Steht  eine  in  sich  geschlossene,  homogen 
mit  Masse  belegte  Fläche  xmter  einer  Spannung,  die  von  Null  yer- 
schieden  ist,  so  können  nicht  sämtliche  anziehende  Massenpunkte 
aufserhalb  der  Fläche  liegen. 

117)  Der  Kugelsatz  von  Gauls. 

Wiederum  diene  das  symmetrische  Zweipunktsystem  mit  positiven 
Massen  M^  und  M^  von  der  Gröfse  1  als  einleitendes  Beispiel.  Um 
irgend  einen  Punkt  C  sei  eine  Kugel  gelegt,  die  M^  und  M^  aus- 
schliefst.    Jede  Einheit  ihrer  Oberfläche  sei  mit  der  Masse  1  belegt. 
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Die  Summe  der  Potentialwerte  für  die  Kugeloberfläche  soll 
gebildet  werden. 

Alle  Rechnung  wird  dadurch  erspart^  dals  man  sich  umgekehrt 
die  homogene  Eugelfläche   als   anziehend   wirkend   auf  M^   und  M^ 
ienktf  nur  sind  diese  beiden  Punkte   starr 
verbunden    zu   denken,    damit    ihre    gegen-  s^g-  ^■ 

seitige  Einwirkung  aufgehoben  wird.  Nach 
dem  Gesetze  von  der  Gleichheit  der  Wirkung 
und  Gegenwirkung  ist  dann  das  Resultat 
dasselbe.  Nach  Nr.  25  hat  man  sich  die 
Belegung  4  q^x  im  Mittelpunkte  C  vereinigt 
zu  denken.  Nach  dem  Satze  von  der  Arbeit 
sind  beide  Potentiale  algebraisch  zu  addieren,  es  handelt  sich  also  um 


+Hr-4.',(i  +  i)-p. 


Folglich   ist  auch  die  Summe  der  Potentialwerte  von  M^  und  M^ 
für  alle  Punkte  der  Eugeloberfiäche 


p.=4p^.(i  +  ;j. 


Nun  ist  aber  das  Potential  der  Punkte  Mj^  und  M^  für  den 
Punkt  C  von  der  Gröfse 

demnach  ist  zugleich 

Letzteres  ist  aber  nichts  anderes  als  der  Mittelwert  der  Potential- 
werte von  Jfj  und  M^  in  den  Punkten  der  Kugeloberfläche,  der 
Potentialwert  von  M^^  und  M^  für  den  Punkt  C  ist  also  gleich 
dem  Mittelwerte  der  Potentialwerte  für  sämtliche  Punkte 
der  Kugeloberfläche. 

Ganz  dieselbe  Betrachtung  kann  man  für  drei,  ganz  allgemein 
für  n  feste  Massenpunkte  von  beliebiger  Masse  anstellen,  nur  müssen 
diese  sämtlich  aufserhalb  der  homogen  mit  Dichte  1  belegten  Kugel- 
oberfläche liegen.  Diese  Massenpunkte  können  auch  kontinuierliche 
Körper,  Flächen  und  Linien  bilden.  Daher  gilt  ganz  allgemein  der 
von  Gauls  aufgestellte  Satz: 

Wird  durch  irgend  welche  Massen,  die  aufserhalb  einer 
Kugelfläche  liegen,  auf  die  homogene  Massenbelegung  der 
letzteren  eine  dem  Newtonschen  Gesetze  folgende  Anziehung 
ausgeübt,   so  ist  der  mittlere  Potentialwert  für  die  Punkte 


156 


Kapitel  VI. 


der    Kugeloberfläche    gleich    dem    Potentialwerte    für    den 
Mittelpunkt  der  Kugel. 

118)  Physikalische  Deutungen  des  Gaufsschen  Kugel- 
satzes. 

Setzt  man  in  der  vorigen  Betrachtung  das  Wärmeproblem  an 
Stelle  des  Potentialproblems,  so  sind  für  das  gewählte  Beispiel  Mi 
und  Mg  als  Wärmequellen  von  konstanter  Temperatur  zu  betrachten. 
Die  Wärme  fliefst  auf  Kurven  von  der  Gleichung  cos  d'^^  +  cos  d-^  =  c 
nach  dem  Unendlichen  ab,  die  Isothermenflächen  sind  von  der  Gestalt 

— —  =  c. 

Diese  Flächen  schneiden  die  um  C  gelegte  Kugelfläche.    Da  an  Stelle 
der  Potentialwerte  in  den  einzelnen  Punkten  Temperaturen  treten,  so 

folgt,   dafs  die  Temperatur  im 
*^*»«'-  Mittelpunkte     C     der     Kugel 

gleich  der  mittleren  Tem- 
peratur ihrer  Oberflächen- 
punkte ist. 

Das   Einströmen    der   Wärme 

geschieht  in  dem  schraffierten  Teile 

der    Kugelfläche,    der    von    einer 

sphärischen    Kurve    AB   begrenzt 

jt/  öl  ^^  ist,  das  Ausströmen  im  Reste   der 

Fläche.  Da  die  Wärmeströmung 
als  stationär  angenommen  ist,  fliefst 
ebensoviel  Wärme  ein,  wie  aus  (der 
Kraftflufs  ist  für  die  Kugel  gleich 
Null). 
Durch  die  geschlossene  Linie  AB  wird  die  in  Frage  kommende 
Kraftröhre,  welche  die  Kugelfläche  berührt,  abgegrenzt.  Längs  dieser 
Linie  tritt  keine  Wärme  in  die  Kugel  ein,  auch  nicht  aus  ihr  heraus. 
Die  in  jeder  kleinen  Kraftröhre  fliefsenden  Wärmemengen  sind  uns 
bekannt. 

Dieselbe  Betrachtung  gilt  für  elektrische  Strömungen  entsprechen- 
der Art. 

119)  Das  entsprechende  Fouriersche  Wärmeproblem. 

Man  denke  sich  jetzt  die  Kugel  aus  ihrer  Umgebung  heraus- 
gelöst, halte  aber  jeden  Punkt  ihrer  Oberfläche  konstant  auf  derselben 
Temperatur,  die  ihm  vorher  zukam,  so  wird  sich  in  dem  homogenen 
Innenraum  dieselbe  stationäre  Strömimg  einstellen,  wie  vorher.    Ist 
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dieser  Zustand  hergestellt^  so  hat  man  dieselben  Stromlinien  und  die- 
selben Isothermenflächen  wie  vorher.     In  dem  schraffierten  Teile  der 
Oberfläche  mufs  man  Wärme  in  demselben  Mafse  wie  vorher  zuführen, 
im  andern  Teile  abfahren^  um  die  Temperaturen  konstant  zu  erhalten. 
Die  Summe  der  zuzuführenden  Gesamtwärme  ist  Null. 
Man  hat  also  folgende  besondere  Aufgabe  gelöst: 
Die  Punkte  der  Oberfläche  einer  homogenen  Kugel  sollen 
durch  Zu-    und   Abflufs   auf  konstanten   Temperaturen   ge- 
halten werden,   und  zwar  so,  dafs  diese   den  Temperaturen 
entsprechen,  die  deli  Oberflächenpunkten  zukommen  würden, 
wenn  aus  zwei  aufserhalb  liegenden  gleichen  und  konstanten 
Wärmequellen   M^    und   M^   Wärme   nach   dem    unendlichen 
Bereiche  abströmt.     Für  den  sich  einstellenden  stationären 
Zustand  soll  folgendes  bestimmt  werden:  a)  Die  Gestalt  der 
Stromlinien,   b)    die    Gestalt    der   Isothermenflächen,    c)  die 
Temperatur  jedes  Punktes   im  Innern,   d)  die  Menge  der  auf 
jeder  Einheit  der  Oberfläche  zu-  oder  abströmenden  Wärme, 
e)  die  Oberfläche  soll  in  ein  Netz  von  Kraftfeldern  poten- 
tieller Gleichwertigkeit  eingeteilt  werden,  so  dafs  in  sämt- 
lichen Kraftröhren  dieselbe  Wärmemenge  fliefst. 

Zu  c)  ist  zu  bemerken,  dafs  der  Mittelpunkt  C  die  mittlere 
Temperatur  der  Oberfläche  erhält,  zu  d)  dafs  die  Summe  der  zuzu- 
führenden Wärme  gleich  Null  sein  mul's. 

Dieselbe  Aufgabe  ist  für  jedes  der  elementaren  Behandlung  zu- 
gängliche Mehrpunktproblem  gelöst,  sobald  nur  sämtliche  Quellpunkte 
aufserhalb  der  Kugelfläche  liegen.  Bei  drei  auf  gerader  Linie  liegenden 
Punkten  z.  B.,  die  auf  konstanten  Temperaturen  f^,  fg,  ^  gehalten 
werden,  handelt  es  sich  um  die  Stromlinien  t^  cos  -Ö*!  +  ^  cos  %'^ 
-f-  ^  cos  -©"j  =  c  und  um  die  Niveauflächen 

Hat  der  Kugelmittelpunkt  von  M^,  Jfj,  M^  die  Entfernungen  e^,  ßg,  ^g, 
so  ist  die  Temperatur  in  ihm  von  der  Höhe 

C|  €j  €^ 

und  dies  ist  die  Mittelteraperatur  für  die  Oberfläche. 

So  erhält  man  eine  ganze  Reihe  lösbarer  Fälle  der  allgemeineren 
Fouri ersehen  Kugelaufgabe,  welche  lautet: 

Auf  einer  Kugelfläche  sei  jedem  Punkte  eine  bestimmte 
Temperatur  vorgeschrieben.  Der  stationäre  Wärmezustand 
des  Kugelinnern  soll  bestimmt  werden. 
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Entsprechende  Aufgaben  für  elektrische  Strömungen  innerhalb 
der  Kugel  aufzustellen,  sei  dem  Leser  überlassen.  Auch  dabei  mufs 
die  Summe  der  zugeführten  Elektrizitäten  gleich  Null  sein. 

[Von  der  Lösung  der  allgemeinen  Kugelaufgabe,  die  mit  Hilfe 
der  sogenannten  Kugelfunktionen  zu  erfolgen  hat,  kann  hier  selbst- 
verständlich nicht  die  Rede  sein.  Es  handelt  sich  nur  darum,  einen 
vorläufigen  Begriff  von  jenem  interessanten  und  schwierigen  Gebiete 
der  höheren  Mathematik  und  der  mathematischen  Physik  zu  geben, 
bei  dem  man  selbstverständlich  auch  andere  Flächen,  z.  B.  Cylinder- 
flächen,  Kegelflächen,  Hyperboloid-,  Paraboloid-,  EUipsoidflächen  u.  s.  w. 
benutzen  kann.  Die  Lösung  solcher  Aufgaben  beansprucht  wieder  die 
Kenntnis  besonderer  Funktionen,  der  Cylinderfunktionen  u.  s.  w. 
Die  für  die  Oberfläche  vorgeschriebenen  Werte  bezeichnet  man  als 
die  Randbedingungen  des  Problems.  Statt  die  Strömung  im  Innen- 
raume  der  Kugel  zu  betrachten,  kann  man  auch  die  im  Aufsenraume 
stattfindende  betrachten,  wobei .  die  Punkte  wiederum  auf  konstanten 
Temperaturen  gehalten  werden,  aber  M  und  M^  einerseits,  der  unendliche 
Bereich  andererseits  als  Zu-  oder  Abströmungsgebiete  zu  betrachten  sind. 
So  giebt  der  Laplacesche  Satz  Einblick  in  Gebiete  der  modernen 
Physik  und  Mathematik,  auf  denen  Fourier,  Green,  Gaufs, 
Riemann,  Dirichlet,  Jacobi,  Neumann  und  andere  erfolgreich 
gearbeitet  haben.] 


120)  Zweidimensionale  Probleme  entsprechender  Art. 


le 


In   Nr.  25    war   gezeigt,    dafs    p  =  —    ist   (Fig.   90).      Die   An- 
ziehung des  Bogens  AB  =  s  auf  P  ist  bei  dem  zweidimensionalen 


Pig.  90. 


Probleme    durch    —    oder 

r    g^g^^ß^^    die    in    die 
Linie  MP  fallende  Kom- 

ST 

ponente  also  durch  y-  cos  ^. 

Die     Summe     sämtlicher 
Bogenteilchen  giebt 

scos^ 


t2 


l 


wobei,  ähnlich  wie  früher, 

ö  cos  V         T         -B-k  •     1    1  •  •       1 

— -, —  als  Projektion  jedes 

Bogens  s  =  AB  auf  den 
um  den  reciproken  Punkt  Q  geschlagenen  Einheitskreis  betrachtet 
werden  kann,  so  dafs 
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V7  s  cos  d"         ck 

die  Gesamtwirkung  also  gleich 

e  e 

ist,  wo  m  die  Belegung  des  Umfangs  ist.     Folglich: 

Die  Anziehung  des  homogenen  Kreisumfangs  auf  einen 
äulseren  Punkt  nach  dem  Gesetze  des  logarithmischen  Po- 
tentials ist  so  grofs,  als  ob  die  Gesamtbelegung  im  Centrum 
M  vereinigt  wäre. 

Von  hier  aus  fuhren  wörtlich  dieselben  Schlüsse  zu  einem  Satze 
über  den  Kreis,  der  dem  Eugelsatze  ganz  analog  ist.  Werden  z.  B. 
die  Punkte  eines  Kreises  auf  konstanten  Temperaturen  ge- 
halten, so  ist  für  den  stationären  Zustand  der  dünnen 
Kreisplatte  das  System  der  Strom-  und  Niveaulinien  be- 
stimmbar, ebenso  die  Temperatur  jedes  Punktes.  Die  des 
Mittelpunktes  ist  das  arithmetische  Mittel  der  Rand- 
temperaturen. 

Beispiele  darüber  sollen  später  gegeben  werden. 


121)  Bemerkung.  Befindet  sich  der  angezogene  Punkt  in  Q, 
so  entspricht  jedem  kleinen  Bogen  5^  ein  gegenüberliegender  52-  Die 
kleinen  Dreiecke  Ä^B^Q  und  A2B2Q  sind  nach  dem  bekannten  Sehnen- 

Satze  ähnlich.    Demnach  gilt  für  die  Mittellinien  Z^  und  Zg,  dafs  —  =  y 

ist.    Ziehen  sich  also  die  Massen  nach  dem  Gesetze  des  logarithmischen 
Potentials  an,  so  ist  der  Punkt  Q  unter  dem 
Einflüsse  von  \  und  1^  in  Ruhe.  Fig.  91. 

Aus 


und 


-*-  cos  -9- " — ♦  — 

9i 


—  cos  %' 

e 


X  cos  %^  =   *    cos  '9' 

9t  h^ 


^*    B 


folgt  für  die  Anziehung  von  P  auf  einem 
Bogen  Äj^Bj^  und  seinem  Gegenbogen  Ä^B^ 
in  Bezug  auf  den  reciproken  Punkt  Q,  dafs 
beide  Anziehungen  gleich  stark  sind.  (Vgl. 
Nr.  25.) 

Über  homogene  Kreisscheiben  und  Kreisringe  lassen  sich  also 
ganz  analoge  Schlüsse  ziehen,  wie  früher  über  homogene  Voll-  und 
Hohlkugeln. 
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Die  zweidimensionalen  Probleme  gelten  auch  für  das  Newtonsche 
Potential^  sobald  man  annimmt^  es  handle  sich  nur  um  den  Normal- 
schnitt unbegrenzter  Cylinder  und  von  Systemen  unbegrenzter  paralleler 
Geraden. 

122)  Der  Spannungssatz  von  Poisson. 

Im  Mittelpunkte  einer  Kugel  befinde  sich  die  Masse  1.  Ihre 
Oberfläche  habe  eine  Massenbelegung  von  der  Dichte  1.    Jedes  Flächen- 

F 

teilchen  F  wird  von  der  Kraft  -^  nach  innen  gezogen.  (Die  Gravitations- 
konstante Je  ist  gleich  1  gesetzt.)  Ist  z.  B.  r  =  1  ^  so  ist  seine  An- 
ziehung gleich  F,  Im  allgemeinen  ist  die  Massenbelegung  gleich  4r*st. 
Angenommen^  die  Einzelkräfte  liefsen  sich  algebraisch  summieren^  was 

nicht   der  Fall  ist,  so  würde  die  Anziehung  gleich  --— -=4;ar  sein. 

Man  hat  sich  trotz  der  Unzulässigkeit  dieser  Addition  zu  der  Ausdrucks- 
weise  geeinigt,  der  Innenraum  stände  unter  der  Spannung  4ar. 
Faraday  drückt  sich  so  aus,  dafs  er  sagt,  der  Kraftflufs  des  Pro- 
blems sei  gleich  4;r.  Ist  dagegen  im  Mittelpunkte  die  Masse  m  ver- 
einigt, so  handelt  es  sich  um  die  Spannung  bezw.  den  Kraftflufs  4:ri«. 
Lag  der  anziehende  Punkt  aufserhalb  der  Kugel,  so  war  in  jeder 
Zelle  der  Kraftflufs  gleich  Null,  jene  Addition  machte  also  keine 
Bedenken.  Das  Bedenken  schwindet  auch  hier,  wenn  man  den  Ver 
gleich  mit  der  inkompressiblen  Flüssigkeit  heranzieht.  Durch  jeden 
Normalschnitt  der  einzelnen  Kraftröhre  strömt  sekundlich  (abgesehen 

von  der  Konstante  k)  die  Flüssig- 

Plg.  92.  .  JP 

keitsmenge    Fv  =  -j ,   durch  die 

ganze  Oberfläche  also  die  Menge 

— —  =  4  ;r.      Dadurch    ist    dem 
r* 

hier  etwas  fremdartig  klingenden 
Spannungsbegriffe  wem'gstens  eine 
annehmbare  physikalische  Be- 
deutung gegeben.  Seine  Brauch- 
barkeit wird  sich  in  den  folgenden 
Beispielen  ergeben. 

Ist   die  Fläche   in   sich    ge- 
schlossen, der  Innenraum  einfach 
zusammenhängend   (d.  h.  so    be- 
schaffen, dafs  jeder  ebene  Schnitt  den  Zusammenhang  aufhebt,  nicht, 

wie  bei  einer  ßingfläche,  ihn  bestehen  läfst),  so  ist  die  von  der  Ein- 

F 

heit  in  M  auf  jede  Fläche  AB  ausgeübte  Kraft  pF=  ~^-    Sie  zerlegt 
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«ich  wie  früher  in   einen  unwirksamen  Teil  und  in  einen  wirksamen 

Spannungsteil 

F 
s  =  pF  cos  cc  =  -i  cos  a , 

j^as  sich  wiederum   deuten  lafet  als  Projektion  von  AB  auf  die  um 
M  geschlagene  Einheitskugel,  für  die  wirklich 

j     -n    Ä  B  •  cos  Of 

ist,  sobald  CM  und  die  Normale  in  C  den  Winkel  a  einschliefsen. 
Demnach  ist 


^pFcosa=^(A,B,)  =  4^, 


d.  h.  dies  ist  die  Spannung,  unter  welcher  der  Innenraum  steht. 

Finden  Ausbuchtimgen  statt,   die  durch  eine  von  M  ausgehende 
Tangentialebene  MAB  begrenzt  werden,  so  verhält  sich  M  gegen  den 
Teil  ABC  wie  ein  äufserer  Punkt.  Der  Beitrag  der  Ausbuchtung  für  die 
Spannung    ist    demnach    gleich  Null.     Der  Satz 
bleibt    also    bestehen,     Untersuchungen    über 
mehrfach  zusammenhängende  Räume,  wie  sie  von 
Neumann  und  Helmholtz  angestellt  sind,  sollen 
hier  unterbleiben. 

Befinden  sich  mehrere  anziehende  Massen- 
punkte Wj,  Wg,  Wg  .  .  .  im  Innern,  so  sind  die 
betreffenden  Spannungsnormalen  überall  zu  ad- 
dieren^ es  handelt  sich  also  um  die  Gesamtspannimg 

4  Ä  (wi  +  Wg  +  •  •  •+  ^n)  • 

.  Für  elektrische  und  magnetische  Untersuchungen  können  die  m  teils 
positiv,  teils  negativ  sein.  Die  Punkte  können  auch  kontinuierliche 
Körper  bilden.  So  ergiebt  sich  folgender  nach  Poisson  genannter, 
aber  auch  von  6 aufs  behandelter  Satz: 

Befinden  sich  im  Innern  einer  in  sich  geschlossenen 
Fläche,  die  homogen  in  der  Dichte  1  mit  Masse  belegt  ist, 
Massen  oder  Massengebilde  w^,  mg,  m^,  ...  m„,  so  steht  der 
Raum  unter  der  Spannung 

4  :t  (mi  +  Tili  +    •  •  +  >^n) . 

Ebenso  grofs  ist  nach  Faradays  Anschauung  der  Kraftflufs. 

Wenn  im  folgenden  von  der  Spannung,  unter  der  ein  von  ge- 
schlossener Fläche  umgrenzter  Raum  steht,  gesprochen  wird,  so  ist 
dabei  immer  eine  fingierte  Massenbelegung  von  der  Dichte  1  auf  der 
Fläche  angenommen.    Der  Kürze  halber  soll  dies  nicht  mehr  besonders 
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hervorgehoben  werden.  Man  erkennt  aus  obigem^  dafs  der  SpannungB- 
begriflF  ebenso,  wie  das  Potential,  seine  Kraft  in  der  Möglichkeit  der 
algebraischen  Addition  hat. 

123)  Zusammenhang  zwischen  Dichte  und  Spannung. 
Man  denke  sich  einen  massiven  Körper,  dessen  Dichtigkeit  zwar  an 
verschiedenen  Stellen  verschieden  ist,  aber  überall  nur  stetig  ver- 
änderlich und  nirgends  unendlich  grofs,  so  dafs  in  der  nächsten  Um- 
gebung jeder  Stelle  von  einer  mittleren  Dichte  gesprochen  werden 
kann.  Irgendwo  im  Innern  des  Körpers  denke  man  sich  eine  kleine, 
im  obigen  Sinne  in  sich  geschlossene  Fläche.  Unter  welcher  Spannung 
steht  dieselbe?  Nach  dem  Laplace sehen  Satze  giebt  die  äuTsere  Masse 
die  Spannung  Null.  Nach  dem  Poissonschen  steht  sie  unter  der 
Spannung  4^m,  wenn  m  die  eingeschlossene  Masse  ist.  Bedeutet 
nun  J  den  geometrischen  Inhalt  des  Raumes,  S  die  mittlere  Dichte 
der  MassenanftiUung  im  Innern  der  Fläche  (bei  unendlich  kleinen 
Dimensionen  der  Dichte  ö  selbst),  so  ist  m  =  JSy  also  die  Spannung 

s  =  4;rJ(J, 
die  Dichte  also 

Also: 

Man  findet  die  Dichte  innerhalb  einer  kleinen  von  Masse 
umgebenen  und  Masse  umschliefsenden  in  sich  geschlossenen 
Fläche  mit  fingierter  Flächenbelegung  von  Dichte  1,  indem 
man  die  Spannung,  unter  der  sie  steht,  durch  das  4;rfache 
des  Inhalts  dividiert. 

Dieser  Satz  ist  namentlich  für  die  Lehre  vom  Magnetismus  und 
für  die  Elektrostatik  von  Bedeutung.  Besonders  bei  den  Influenz- 
problemen  findet  er  Anwendung.  Bei  Influenzproblemen  handelt  es 
sich  jedoch  um  Flächenbelegungen.  Befindet  sich  im  Innern  der  in 
sich  geschlossenen  Fläche,  die  z.  B.  die  Gestalt  einer  Raumzelle  haben 
kann,  ein  kleines  Flächenstück  F  mit  der  Belegung  m,  deren  mittlere 
Dichte  8  ist,  so  ist  zunächst  m  =  8F,  so   dafs  jetzt  die  Spannung 

des  Raums  nur  s  =  4gcFd  und  die  Dichte  ä  =  - — s  ist. 

124)  Anwendung  auf  Belegungen  von  Niveauflächen.  Auf 
der  Oberfiäche  eines  Konduktors  sammle  sich  Elektrizität  in  dünner 
Schicht  an,  sei  es  in  Folge  von  Ladung,  oder  von  Influenz,  oder  in- 
folge des  Zusammenwirkens  von  Ladung  imd  Influenz.  Es  herrsche 
Gleichgewicht  der  wirkenden  Kräfte,  so  dafs  die  Elektrizität  in  Buhe 
ist.     AB   sei    ein   kleiner  Teil   der  Oberfläche   des  Konduktors,  die 
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selbst  zn  den  Niyeauflächen  gehört^  denn  die  wirkenden  Kräfte  müssen 
senkrecht  gegen  sie  gerichtet  sein^  da  sonst  die  elektrischen  Teilchen 
sich  nicht  in  Ruhe  befinden  könnten.  Ä^BiB^Ä^  sei  eine  Raumzelle 
des  Problems,  Ä^A^  also  eine  von  Kraftlinien  gebildete  Grenzfläche, 
ebenso  B^^B^,  dagegen  seien  Äj^Bj^  und  A^B^  benachbarte  Niveauflächen. 
Die  auf  der  Fortsetzung  der  Konduktoroberfläche  befindlichen  elek- 
trischen Belegungen,  ebenso  die  etwa  influenzierend  wirkenden  sonstigen 
elektrischen  Massen  befinden  sich  aufser- 
halb  der  Zellen,  geben  also  zur  Spannung 
den  Beitrag  Null.  Ist  m  die  Masse  der 
Belegung  ABy  so  steht  der  Zellenraum 
nach  Poisson  unter  der  Spannung  4jtm. 
Man  lasse  nun  Ä^B^  und  A^B^  sehr 
nahe  aneinander  rücken,  so  dafs  die 
Dimensionen  von  Ä^^A^  und  B^B^  gegen 

die  von  AB,  -^i-^i  '^d  A^B^  vernachlässigt  werden  können.  Die 
Gesamtwirkimg  der  sämtlichen  vorhandenen  Elektrizitäten,  der  äuTseren 
und  inneren,  auf  jede  Seitenfläche  der  Zelle  giebt,  da  A^A^  und 
B^B^  Kraftlinien  sind,  keine  nach  innen  oder  aufsen  gehenden  Re- 
sultanten^ diese  fallen  vielmehr  in  die  Kraftlinien  selbst.  Also  kommen 
nur  die  senkrecht  gegen  i*\  und  F^  gerichteten  Einheitsresultanten  2h 
und  jjj  des  Gesamtproblems  zur  Sprache.  Diese  mögen  für  F^  nach 
innen,  für  F^  nach  aufsen  gerichtet  sein.  Die  verbleibende  Spannung 
Pi^i  '~Pi^2  ™^8  iiB.ch.  Poisson  gleich  inm  sein,  d.  h.  gleich  4xFdj 
was  die  Gleichung 

■ 

giebt.  Da  aber  A^B^  und  A^B^  unendlich  nahe  aneinander  gerückt 
sind,  kann  man  JF^  =  F^  =  F  setzen,  so  dafs  die  Gleichung  über- 
geht in 

Pi   —  p^  =  4:3CÖ. 

Daraus  ergiebt  sich  als  Dichte  der  Belegung 

Die  Dichte  der  Plächenbelegung  ist  also  der  Quotient  aus 
der  Differenz  der  Einheitsresultanten  des  Problems  auf 
beiden  Seiten  der  Belegung  und  der  Zahl  47t.  Nach  Nr.  27 
kann  p^  — p^  z.  B.  beim  Passieren  einer  Fläche  endliche  Werte  an- 
nehm^i,  ebenso  in  den  nachstehenden  Fällen. 

Liegt  nun  die  Fläche  F^  in  der  leitenden  Masse  des  Konduktors, 
so  ist  die  auf  sie  pro  Einheit  der  Belegung  wirkende  Resultante  2\ 
des  Problems  gleich  Null,   denn  sonst  würden  dort  noch  scheidende 
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Kräfte   wirken,   während   Ruhe   vorausgesetzt   ist.     In    diesem  Falle 
also  wird 

Jetzt  also  gilt  der  Satz: 

Bei  Influenzproblemen  ist  die  Dichtigkeit  der  elek- 
trischen Belegung  des  Konduktors  an  jeder  Stelle  gleich 
dem  Quotienten  aus  der  dort  auf  die  Einheit  wirkenden 
Resultante  des  Gesamtproblems  und  der  Gröfse  4;r. 

Folglich:  Bei  Influenzproblemen  ist  die  Dichtigkeit  der 
Influenzelektrizität  proportional  der  Einheitsresultante  des 
Gesamtproblems. 

An  der  Kugel  war  die  Richtigkeit  des  Gesetzes  d  =  ^^-  bereits 

nachgewiesen.     Das   symmetrische  Zweipunktproblem   wird  die  Sache 
noch  klarer  erläutern. 


Fig.  95. 


125)  Influenz  auf  den  Niveauflächen  des  symmetrischen 
Zweipunktproblems.  Ein  metallischer  Hohlkörper  werde  von  zwei 
Niveauflächen  des   symmetrischen  Zweipunktproblems   begrenzt,   also 

von   zwei   durch    — \-  -  =  c  charakterisierten  Flächen.     Man  denke 

sich    in   den   Punkten  M^    und    M^    die   elektrische   Masse  -{-  E  ivi 

gleichen  Teilen  angebracht. 
Durch  elektrische  Scheidung 
sammelt  sich  an  der  Innenwand 
Influenzelektrizität  -^  £i,  an  der 
Äufsenwand  -|-  E^  an.  Wird 
der  Leiter  mit  der  Erde  ver 
bunden,  so  entflieht  die  letztere 
nach  der  Erde.  Ist  Gleich- 
gewicht eingetreten,  so  herrscht 
innerhalb  der  Metallmasse  die 
elektrische  Scheidungskraft  Null, 
d.  h.  das  Potential  ist  konstant 
und  zwar  gleich  dem  der  Erde, 
welches  nach  Nr.  60  als  Null  aufzufassen  ist.  Die  —  E^  ordnet  sich 
also  an  der  Innenwand  so  an,  dafs  die  gesamte  Wirkung  von  +  E 
und  —  Ey  nach  aufsen  hin  gleich  Null  ist. 

Daraus  folgt  zunächst,  dafs  die  Mengen  +^  und  — Ei  gleich 
grofs  sind.  Wären  nämlich  die  Mengen  verschieden,  so  würde  bei 
gröfserer  Entfernung  von  einem  gegenseitigen  Aufheben  der  Wirkungen 
nicht  die  Rede  sein,  da  für  gröfsere  Entfernungen  die  Wirkung  doch 
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so  ist,  als  ob  -j-  E  und  —  E^  im  Schwerpunkt  S,  d.  h.  in  0  angebracht 
wären.    Es  ist  also,  abgesehen  vom  Vorzeichen,  E  «^^  E^  =  E^. 

Zweitens  folgt  daraus,  dafs,  wenn  die  Elektrizität  —  E^ 
in  derselben  Anordnung  festgehalten  würde,  die  sie  jetzt 
hat,  z.  B.  in  Form  einer  ponderablen  Masse  von  derselben 
Dichtigkeitsverteilung,  und  wenn  sie  allein  wirkte,  ihre 
Wirkung  nach  aufsen  genau  so  sein  müfste,  als  ob  sie  zu 
gleichen  Teilen  in  M^  und^  M^  angebracht  wäre,  denn  sonst 
würde  das  gegenseitige  Aufheben  der  Wirkungen  unmöglich  sein. 
Dieses  Resultat  ist  von  besonderer  Wichtigkeit  für  die  Newtonschen 
Anziehungsprobleme. 

Drittens  ist  folgendes  zu  bemerken:  da  Oleichgewicht  herrscht, 
mufs  jedes  elektrische  Teilchen  der  Innenfläche  von  sämtlichen  Teilchen 
der  Oberfiächenelektrizität  und  den  in  M^  und  M^  befindlichen 
Ladungen  so  abgestofsen  bezw.  angezogen  werden,  dafs  die  Residtante 
senkrecht  gegen  die  Innenwand  gerichtet  ist,  da  sonst  Ruhe  nicht 
eintreten  würde.  Nun  ist  aber  die  von  M^  und  M^  herrührende 
Teilresultante,  da  es  sich  um  die  Niveaufläche  des  Zweipunktproblems 
handelt,  senkrecht  gegen  die  Innenwand  gerichtet,  folglich  mufs 
die  Resultante  der  Wirkungen,  die  von  den  Oberflächen- 
teilehen  der  Elektrizität  E^  herrühren,  ebenfalls  senkrecht 
gegen  die  Innenwand  gerichtet  sein. 

Die  auf  jedes  Teilchen  wirkende  Gesamtresultante  ist  am  stärksten 
für  die  an  der  Innenwand  selbst  liegenden  Teilchen,  sie  nimmt  aber 
nach  aufsen  hin  schnell  bis  zur  Null  ab,  denn  an  der  äufsersten 
Schicht  der  Innenbelegung  heben  die  Gesamtwirkimgen  einander  auf. 
Würde  man  die  Ladungen  M^  und  31^  entfernen,  so  würde  die 
Oberflächenelektrizität  keine  seitlichen  Verschiebungen  er- 
leiden, sondern  überall  in  der  Normalen  der  Niveaufläche  nach  aufsen 
eilen.  Wäre  also  die  Schale  imendlich  dünn  (jedoch  von  zwei  Niveau- 
flächen der  besprochenen  Art  begrenzt),  so  würde  sich  die  Elektrizität 
statt  an  der  Innenwand,  an  der  Aufsenwand  ansammeln  und  im  übrigen 
an  jeder  Stelle  dieselbe  mittlere  Dichte  behalten  haben,  wie  vorher, 
denn  seitliche  Verschiebungen  konnten  nicht  stattflnden. 

Dieser  Zustand  würde  auch  bestehen  bleiben,  wenn  man  jetzt  den 
ganzen  Hohlraum  kontinuierlich  mit  leitender  Masse  anfüllen  könnte. 
Folglich  ist  die  Wirkimg  der  an  der  Aufsenwand  im  Gleichgewicht 
befindlichen  Elektrizität  auf  die  Punkte  des  Innenraums  gleich  Null, 
das  Potential  also  dort  überall  konstant.  In  der  That  würden  Scheidungs- 
kräfte auftreten,  wenn  es  anders  wäre. 

Daraus  folgt,  dafs  die  vorliegende  Anordnung  der  Elektrizität 
ein  stabiles  Gleichgewicht  giebt.     Also: 

Wird   ein   Konduktor,    dessen    Oberfläche   eine   Niveau- 


166  Kapitel  VI. 

fläche  des  symmetrischen  Zweipunktproblems  ist^  mit 
Elektrizität  geladen,  so  ordnet  sie  sich  ganz  von  selbst  so 
an,  dafs  im  Gleichgewichtszustande  die  Wirkung  nachanfsen 
genau  so  ist,  als  ob  die  Ladung  zu  gleichen  Teilen  in  JM^ 
und  Jüfg  angebracht  wäre.  Die  Wirkung  auf  innere  Punkte 
dagegen  ist  gleich  Null. 

Weil  die  Wirkung  der  so  angeordneten  Oberfiächenelektrizitat 
nach  innen  gleich  Null  ist,  war  die^auch  bei  dem  Anfangsproblem, 
wo  +  JB  in  Jlfi  und  M^  und  —  E^  auf  der  inneren  Fläche  angesammelt 
war,  der  Fall.  Jedes  Teilchen  an  der  eigentlichen  Innenwand 
wird  also  nur  von  M^  und  M^  angezogen,  denn  die  Wirkung 
der  Oberflächenteilchen  nach  innen  ist  Null.  Die  Resultante, 
die  an  den  innersten  Teilchen  wirkt,  ist  also  für  die  Einheit 
gleich  der  Resultante  der  anziehenden  Elektrizitäten  in  M^ 
und  ilf^,  also  gleich  der  Resultante  der  in  den  Radien  r^  undr, 

wirkenden  Kräfte  -^—  und  v-j-    An  den  äufsersten  Teilchen 

der  Schicht  hingegen  ist  die  Gesamtresultante  gleich  Null 

Hier  ist  die  Verteilung  als  eine  schichtenweis  erfolgte,  d.  h.  als 

eine  räumliche,  betrachtet.     Sieht  man  davon  ab,  d.  h.  fafst  man  sie 

als  eine  absolute  Flächenbelegung  (von  unendlich  geringer  Höhe)  auf, 

so  ist  nach  Nr.  124  die  Dichte  der  Belegung   ö  =  -    ~   * ,  oder,  da 

im  Innenraume  die  Resultante  p^  des  Gesamtproblems  gleich  Null  ist, 

d  =  ^-^-     Folglich: 

Die  Influenzelektrizität  —  E^  sammelt  sich  an  der  Innen- 
wand so  an,  dafs  ihre  Dichtigkeit  an  jeder  Stelle  proportional 
der  von  M^  und  M^  ausgeübten  Anziehungskraft  ist.    Es  ist 

also  8:dj^=p:piy  d.h.  —  ist  eine  konstante  Gröfse  Cj. 

Hat  man  nun  für  das  vorliegende  Problem  den  Raum  in  potentiell 
gleichwertige  Kraftröhren  eingeteilt,  und  teilen  diese  die  unter- 
suchte .Niveaufläche  in  zahlreiche  Felder  von  variabler  Gröfse  ein,  so 
sind  die  Flächen  F  umgekehrt  proportional  den  Kräften,  d.  h.  es  ist 
pF  =^  c^y  wo  ^2  eine  konstante  Gröfse  ist. 

Aus  —  =  c^  und  pF=c^  folgt  durch  Multiplikation  di<^=  c^c^  =  c, 

wo  c  eine  neue  Konstante  ist.  Hier  bedeutet  aber  di^  die  auf  jedem 
Felde  aufgespeicherte  Elektrizitätsmenge,  und  diese  ist  für  alle  Felder 
dieselbe  Menge  c.    Folglich: 

Die  Influenzelektrizität  ordnet  sich  auf  den  potentiell 
gleichwertigen  Feldern  so  an,  dafs  auf  jedem  Felde  dieselbe 
Menge  liegt. 
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Für  ponderable  Massel  gilt  also  folgender  Schlufs: 
Belegt  man  eine  Niyeaufläche  des  symmetrischen  Zwei- 
punktsystems so  mit  ponderabler  Masse,  dafs  auf  allen 
potentiell  gleichwertigen  Feldern  des  Problems  gleich  viel 
liegt,  so  wirkt  —  sehr  grofse  Zahl  der  Felder  vorausgesetzt  — 
die  Belegung  nach  innen  mit  der  Stärke  Null,  nach  aufsen  da- 
gegen ebenso,  als  ob  die  Masse  zu  gleichen  Teilen  in  den 
Punkten  M^  und  Jfg  angebracht  wäre. 

Dagegen  würde  die  homogene  Belegung  einer  solchen  Niveau- 
fläche nach  aufsen  und  innen  ganz  anders  wirken.  (Nur  bei  der 
Kugelfläche  ist  die  homogene  Belegung  in  der  Wirkung  identisch  mit 
der  Mittelpunktsladung.  Sie  ist  also  ungeeignet  zur  Erläuterung  der 
betreffenden  Erscheinungen  und  Sätze.) 

Angenommen  nun,  man  hätte  M^  und  M^  ebenso  wie  vorher 
geladen,  den  Konduktor  aber  nicht  abgeleitet,  so  würde  die 
Influenzerscheinung  sich  folgendermafsen  entwickeln:  Die  in  M^  und  Jtfg 
gleichmäfsig  verteilte  Elektrizität  +  E  ruft  auf  der  Innenfläche  eine 
gleich  grofse  Menge  von  Influenzelektrizii»t  —  JEj  durch  Scheidung 
hervor,  eine  ebenso  grofse  Menge  -j-  E^  sammelt  sich  auf  der  Aufsen- 
fläche  an.  Die  Scheidung  dauert  so  lange  an,  bis  die  Wirkungen 
der  Ladungen  in  M^  und  M^  einerseits  und  der  Elektrizität  —  E^ 
andererseits  nach  aufsen  einander  aufheben.  Dies  geschieht  nur  bei 
der  früheren  Anordnung.  Demnach  ordnet  sich  die  Elektrizität  +  E^ 
auf  der  Aufsenfläche  so  an,  als  ob  die  beiden  andern  gar  nicht  da 
wären,  d.  h.  ebenfalls  nach  dem  vorigen  Gesetze.  Die  Wirkung  nach 
aufsen  ist  so,  als  ob  nur  die  Ladungen  E  oder  nur  die  Belegung  +  E2 
vorhanden  wäre.  In  der  Masse  des  Konduktors  ist  die  Wirkimg 
gleich  Null.  Im  Hohlraum  wirken  nur  die  Ladungen  +  -E  in  der 
gebräuchlichen  Weise,  die  jede 

der     beiden    andern    dort     die  Fig.  96. 

Wirkung  Null  giebt. 

126)  Modifizierte  Bei- 
spiele. Die  Verhältnisse  ändern 
sich,  wenn  die  äufsere  Fläche 
einer  andern  Schar  von  Niveau- 
flachen  angehört,  als  die  innere. 

Beispiel  a)  Die  Innen- 
fläche des  Konduktors 
sei     eine    Eugelfläche,    die 

Aufsenfläche  gehöre  dem  symmetrischen  Zweipunktproblem 
an.  Im  gemeinschaftlichen  Mittelpunkte  0  befinde  sich  die 
Liadung  +  E. 
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AuflöBiing.  Die  Ladung  -|-  E  ruft  auf  der  Kugelfläche  die  gleich 
grofse  Menge  —  E^  hervor,  die  sich  gleichmäfsig  verteilt,  so  dafs  die 
Wirkung  beider  nach  aufsen  gleich  Null  wird.  Die  gleich  grofse 
Menge  -f"  ^^  sammelt  sich  auf  der  Aufsenfläche  an  und  verteilt  sich 
so,  als  ob  die  beiden  andern  nicht  da  wären,  d.  h.  nach  dem  oben 
besprochenen  Gesetze  des  Zweipunktproblems. 

.  E 

Die  Wirkung  nach  aufsen  wird  so,  als  ob  Ladungen  +       in  Jlfj 

und  Jfg    vorhanden   wären.     Li   der  Masse   des  Konduktors    ist   die 
Wirkung  gleich  Null.     Ln  Hohlraum  wirkt  nur  die  Ladung  von  0. 

b)  Die   Ladungen    —   befinden    sich   in    M^    und   M^^   der 

Konduktor  wird  innen  von  einer  der  Niveauflächen  des  Zwei- 
punktproblems begrenzt  (oder  von  zwei  getrennten  Ovalen), 

die     Aufsenfläche     sei     eine 
^»  »7.  Kugel  mit  0  als  Centrum. 

Auflösung.  Auf  der  Lmen- 
fläche  geschieht  die  Ansammlung 
von  —  Ey  nach  dem  Gesetz  des 
Zweipunktproblems,  die  Wirkung 
von  -(-  E  und  —  E^  nach  aufsen 
ist  Null.  Auf  der  Kugel  sammelt 
sich  +  E^  homogen  verteilt  an, 
als  ob  die  beiden  andern  nicht 
da  wären.  Die  Wirkung  nach 
aufsen  ist  so,  als  o^-\-EmO  allein 
vorhanden  wäre.  Die  Wirkung 
in  der  Masse  des  Konduktors  ist 
Null.  Die  Wirkung  im  Hohl- 
raum ist  die  des  Zweipunktproblems  für  M^  und  M^. 

Aus  a)  und  b)  ergiebt  sich,  dafs  man  von  dem,  was  auf  der 
Oberfläche  geschieht,  nicht  auf  das  schliefsen  darf,  was  im  Innern  des 
Konduktors  vor  sich  geht. 


127)  Allgemeine  Zweipunktprobleme  und  damit  ver- 
bundene Induktionsprobleme. 

Es  sei  dem  Leser  als  leichte  Übung  überlassen,  die  entsprechende 
Betrachtung  auf  ungleiche  positive  Ladungen  der  Pimkte  M^  und  Jtfj 
auszudehnen.  Die  Anordnung  wird  stets  so,  dafs  man  die  Ladung 
beider  Punkte  durch  die  entsprechende  Belegung  jedes  Ovals,  welches 
beide  umschliefst,  ersetzen  kann,  sobald  es  sich  um  die  Wirkung  nach 
aufsen  handelt.  An  Stelle  eines  solchen  Ovals  können  aber  auch  zwei 
zusammengehörige  der  getrennten  Ovale  eintreten,    die  bei  gleichen 
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Ladungen  symmetrisch  sind.    Endlich  kann  jeder  einzelne  der  Punkte 
durch  ein  ihn  umBchliefBendes  Oval  ersetzt  werden. 

In  Fig.  98  ist  dies  heispieUweise  so  dai^estellt,  dafs  die  Ladung 
in  M^  durch  eine  ebenso  grofse  Ladung  auf  der  einen  Hälfte  der 
durch     0    gehenden 

Knire     ersetzt      ist.  ^'^^ 

Ohne  die  Mitwirkung 
Ton  Jlfj  würde  die  Ver- 
teilung der  Ladung 
auf  der  Konduktor- 
Säche  eine  ganz  an- 
dere werden.  Bringt 
man  aber  nach  Mg 
dieselbe  Ladung  +  E, 
so  bilden  sich  beide 
Arten  von  Induk- 
tionselektrizität ,  an 
jeder  Stelle  heben 
die  entgegengesetzten 
Elektrizitäten  in  glei- 
clien  Quantitäten  einander  auf,  gleichartige  aber  summieren  sich,  und 
90  entsteht  eine  Anordnung,  die  genau  der  des  ursprunglichen  Zwei- 
punktproblems entspricht.  Man  kann  den  einen  Konduktor  auch 
massiv  machen,  ohne  dafs  sich  etwas  ändert.  Scheidende  Kräfte 
treten  eben  im  Innern  nicht  mehr  auf.  Die  Wirkung  der  Ladung 
der  Oberfläche  und  des  Punktes  M^  zusammengenommen  auf  das 
Innere  der  Metallmasse  ist  gleich  Null. 

Sttftt  die  Kraftlinien  nach  dem  unendlichen  Bereiche  abstrj^men 
zu  lassen,  kann  man  folgendes  madheo.  Man  denke  sieh  die  Punkte 
M^  und  M^  mit  gleichen  elektrischen  Mengen  --  geladen  und  beide 
von  einer  Schale  umgehen,  die  beide  Punkte  umschlielst  imd  die 
Gestalt  einer  der  I^iveauflächen  des  Problems  hat.  Ladet  man  diese 
mit  —  E,  so  ordnet  sich  die  Elektrizität  von  selbst  dem  Problem 
entsprechend  an.  Die  Wirkung  der  Belegung  nach  innen  ist  Null, 
die  Kraftlinien  und  Niveauflächen  im  Innern  werden  nur  noch  von 
Jtf,  und  itfj  hervorgebracht,  bleiben  also  die  alten.  Die  Wirkung 
nach  an&en  ist  Null.  (Vgl.  Nr.  12Ö.)  Dasselbe  erreicht  man  durch 
Induktionswirkung  von  M^  und  M^  auf  die  abgeleitete  Schale. 

Man  kann  aber  die  isolierte  Schale  auch  mit  einer  anderen 
Elektrizitätsmenge  laden,  ohne  dafs  sich  an  den  Kraftlinien  etwas 
ändert.  Auch  die  Niveauflächen  bleiben  dieselben,  sie  erhalten  nur 
andere  Potential  werte. 
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Fig.  100. 


^^^  ^^  Dasselbe      erreicht      man 

mit  getrennten  Ovalen  ^  die 
jene  Punkte  umschliefsen.  Sie 
brauchen  nicht  gleich  zu  sein. 
Läfst  man  nun  das  um  M^  ge- 
legte unendlich  klein  werden, 
so  dafs  sich  dort  die  Ladungen 

+  -  und  —  —    in    demselben 

Punkte  befinden,  so  kann  man 
sie    als    nicht    vorhanden    be- 
trachten.   Dann  stellt  die  Figur 
das  Induktionsproblem  dar,  bei 
dem  M^  eine  Ladung  hat  und 
der  abgeleitete  Konduktor  (Schale)  die  Influenzelektrizität  erster  Art 
in   der   gleichen   Menge   imd  in   der  Anordnung   des  ursprünglichen 
Problems  erhält.     Giebt  man  der  Schale  durch  Ladung  eine  andere 

Elektrizität,  so  bleibt  die  An- 
ordnung nur  dann  dieselbe, 
wenn  die  gleiche  Differenz  im 
Punkte  3/2  angebracht  wird 
und   influenzierend   mitwirkt. 

Diese  Bemerkungen  ge- 
statten auch,  den  Fall  ent- 
gegengesetzter Ladungen  der 
Punkte  M^  und  M^  zu  be- 
trachten, bei  dem  Fig.  70  zur 
Geltung  kommt. 

Der  Punkt  jüf^  mit  Ladung 
+  E  kann  durch  das  ihn 
umschliefsende  Oval  mit  der 
Ladung  -f-  E  ersetzt  werden, 
ohne  dafs  sich  an  den  Kraft- 
linien etwas  ändert.  Das 
Oval  kann  auch  in  die 
Sjmmetrieebene  übergehen^ 
es  kann  auch  ein  solches 
werden,  welches  JM,  um- 
schliofst.  Ob  man  die  Ladung 
+  E  giebt,  oder  den  ab- 
geleiteten Konduktor  durch 
Influenz  von  M^  aus  ladet, 
ist  gleichgiütig. 
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Im  Falle  ungleicher  Ladungen  von  Jlf^  und  Jfj  hat  das  Problem 
nicht  die  gezeichnete  Symmetrieebene,  wohl  aber  gehört  nach  Nr.  97 
eine  Kugel  dazu.  Das  Problem  der  Influenz  eines  Punktes  M^  auf 
Ebene  oder  Kugel  kann  also  an  dieser  Stelle  ohne  weiteres  gelöst 
werden.  Da  dies  jedoch  von  anderen  Gesichtspunkten  aus  gelegentlich 
der  elektrischen  Bilder  geschehen  soll,  deren  Theorie  hier  schon  vor- 
bereitet ist,  kann  die  Ausfuhrung  hier  unterbleiben. 

128)  Bemerkung  über  Mehrpunktprobleme.  Über  Mehr- 
pimktprobleme  mit  lauter  positiven  Ladungen  (oder  auch  teils  positiven, 
teils  negativen)  kann  man  dieselben  Betrachtungen  anstellen.  Das 
Wichtigste  ist,  dafs  man  auch  hier  jede  Punktladung  durch  ein  nur 
sie  umschliefsendes  Oval  ersetzen  kann,  bei  dem  die  Belegung  mit 
derselben  Masse  so  geregelt  ist,  dafs  auf  potentiell  gleichwertigen 
Feldern  gleiche  Mengen  Elektrizität  lagern.  Umschliefst  ein  Oval 
mehrere  der  Punkte,  so  gilt  entsprechendes.  Auch  Influenzprobleme 
lassen  sich  behandeln. 

Grundsätzlich  gilt  das  Gesagte  auch  dann,  wenn  die  Punkte  einen 
kontinuierlichen  Körper,  oder  eine  Fläche,  oder  eine  Linie  bilden,  wobei 
die  Dichtigkeit  in  den  einzelnen  Pimkten  konstant  oder  veränderlich 
sein  kann.  Kennt  man  also  die  Niveauflächen  und  Kraftlinien  eines 
Anziehungsproblems,  so  kann  man  das  Problem  benutzen,  aus  ihm 
auf  obigem  Wege  gewisse  andere  Probleme  zu  lösen.  Auf  cylindrische 
und  zweidimensionale  Probleme  kommen  wir  noch  ausführlicher  zurück. 
Die  Betrachtungen  des  5.  Kapitels  bieten  dem  Leser  zahlreiche  Ubungs- 
beispiele.  Der  Kürze  halber  sei  das  Gesamtresultat  nur  für  positive 
Ladungen  angegeben. 

Ladet  man  einen  Leiter,  dessen  Gestalt  durch  die  Niveau- 
fläche eines  bekannten  Anziehungsproblems  bestimmt  ist, 
mit  Elektrizität,  so  ordnet  sich  diese  so  an,  dafs  die  Dichtig- 
keit der  Flächenbelegung  proportional  den  Einheitsresul- 
tanten des  Anziehungsproblems  für  jede  Stelle  der  Oberfläche 
ist,  dafs  also  auf  den  potentiell  gleichwertigen  Feldern  gleich 
viel  elektrischeMasse  liegt.  Die  Wirkung  der  so  angeordneten 
Elektrizität  nach  Innen  ist  gleich  Null.  Die  Wirkung  nach 
aufsen  entspricht  der  der  Kernladungen. 

Wird  der  Leiter  durch  zwei  Niveauflächen  des  Problems 
begrenzt  und  giebt  man  den  Kernpunkten  ihre  Ladung,  so 
ordnen  sich  die  beiden  Influenzelektrizitäten  auf  den  Ober- 
flächen nach  dem  obigen  Gesetze  an. 

Ladet  man  zwei  dünne  Schalen,  die  nach  Gestalt  und 
Lage  mit  zwei  Niveauflächen  des  Anziehungsproblems  zu- 
sammenfallen, mit  gleichartigen  oder  ungleichartigen  Elek- 
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trizitäten,   so  ordnet  sich  jede  der  beiden  so  an^  als  ob  die 
andere  gar  nicht  vorhanden  wäre. 

Denkt  man  sich  um  die  geladene  Kemmasse  eines  Anziehungs- 
Problems  eine  in  sich  geschlossene  dünne  Schale^  die  nicht  zu  den 
Niveaufiächen  des  Systems  gehört  und  leitet  man  sie  nach  der  Erde 
ab^  so  ordnet  sich  die  Influenzelektrizitat  erster  Art  so  an,  dafs  die 
gesamte  Wirkung  nach  aufsen  gleich  Null  ist,  denn  in  der  Masse 
des  Leiters  herrscht  das  konstante  Potential  der  Erde  (Null).  Denkt 
man  sich  auf  der  Schale  eine  ponderable  Massenbelegung,  deren  Dichtig- 
keit der  der  Elektrizität  entspricht^  so  wirkt  diese  Belegung  nach 
aufsen  ebenso,  wie  die  Eemmassen. 

So  erkennt  man  die  Richtigkeit  des  folgenden  wichtigen  Satzes 
von  Green: 

Auf  jeder  beliebigen  in  sich  geschlossenen  Fläche,  die 
eine  gegebene  kontinuierliche  oder  diskontinuierliche 
Massenverteilung  umschliefst,  läfst  sich  ponderable  Masse 
so  verteilen,  dafs  die  Wirkung  nach  aufsen  dieselbe  ist,  wie 
die  der  inneren  Massen. 

So  läfst  sich  z.  B.  auf  der  Eugelfläche  Masse  so  verteilen,  dafs 
sie  nach  aufsen  ebenso  wirkt,  wie  beliebig  viele  Massen  Wj,  m^,  »«3,  . .  . 
in  ihrem  Innern.  Ferner  läfst  sich  auf  jeder  geschlossenen  Niveau- 
fläche eines  beliebigen  Punktproblems  Masse  so  verteilen,  dafs  sie 
nach  aufsen  wirkt,  wie  ein  beliebiger  Punkt  im  Innern.  Für  unendliche 
Entfernung  sind  die  anziehenden  Kräfte  der  einzelnen  Teilchen  parallel, 
die  Resultante  aber  ist  nach  jenem  Punkte  hin  gerichtet.  Dieser 
Punkt  ist  wegen  des  Parallelismus  der  Kräfte  der  Schwer- 
punkt der  Belegung.  Man  nennt  eine  solche  Belegung  eine 
centrobarische.  Beispiele  sollen  in  einem  besonderen  Kapitel  ge- 
geben werden. 

Für  den  Green  sehen  Satz  ist  hier  nur  eine  Art  von  Anschauungs- 
beweis gegeben.  Der  Existenzbeweis  för  die  durch  jene  Bel^ung 
repräsentierte  Funktion  ist  analytisch  nur  schwierig  zu  führen.  Man 
kann  also  die  obigen  Betrachtungen  als  eine  vorbereitende  Einführung 
in  wichtige  Fragen  der  Fimktionentheorie  betrachten.  Die  folgenden 
Kapitel  werden  noch  weiteren  Einblick  in  die  Folgerungen  der  Sätze 
von  Laplace  und  Poisson  geben. 

129)  Bemerkungen  zur  Theorie  der  Kraftlinien  und  der 
elektrischen  Verschiebung.  In  Nr.  59  war  gezeigt,  in  welcher 
Weise  eine  Ladung  -f-  E  des  Leiters  AB  nach  Faradays  Ansicht 
die  Polarisierung  der  längs  der  Kraftlinien  angeordneten  Moleküle 
hervorbringt.  Dieselbe  erfolgt  schrittweise  mit  endlicher  Geschwindig- 
keit.    Sie  setzt  sich  nach  dem  unendlichen  Bereiche  hin  fort,  wenn 
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Fig.  101. 
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die  Kraftlinie  nicht  auf  einen  anderen  Leiter  trifft.  Geschieht  aber 
letzteres,  so  tritt  auf  dem  zweiten  Leiter  Scheidung  der  Elektrizitäten 
ein.  Enden  sämtliclie  Eraftröhren  in  diesem,  so  ist  die  Influenz- 
elektrizität  erster  Art  auf  ihm  Ton  derselben  Menge,  wie  die  Ladung, 
nur  entgegengesetzt.    Endet  nur  der  vt^  Teil  der  Eraftröhren  in  ihm, 

so  ist  sie  von   der  Menge jB.     Am  Anfang  imd  Schlufs  jeder 

Kraftröhre  liegt  auf  beiden  Leitern  dieselbe 
Menge  entgegengesetzter  Elektrizitäten.  Auf 
den  Molekülen  des  Dielektrikums  befinden 
sich  entsprechende  Quantitäten,  und  zwar 
sind  diese  auf  jedem  Teilchen  nach  den  End- 
fläclien  hin  zusammengedrängt.  Es  hat  sich 
also  in  jedem  Teilchen  eine  Verschie- 
bung der  positiven  Elektrizitäten  im 
Sinne  des  einen  Pfeils,  eine  solche  der 
negativen  in  der  des  andern  Pfeils  voll- 
zogen. Fern  Wirkungen  finden  nicht  statt, 
denn  die  entgegengesetzten  Elektrizitäten 
zweier  Nachbarmoleküle  liegen  so  nahe  bei- 
sammen, dafs  ihre  Wirkungen  auf  gröfsere 
Entferungen  hin  sich  gegenseitig  aufheben 
(neutralisieren)  würden.    Die  an  den  Schlufs- 

stellen  der  Kraftlinie  im  Dielektrikum  liegenden  scheinbar  freien 
Elektrizitäten  sind,  wie  bei  einem  Kondensator,  durch  die  des  benach- 
barten Leiters  gebunden. 

Dagegen  findet  zwischen  den  unmittelbar  beieinander  liegenden 
entgegengesetzten  Elektrizitäten  Anziehung,  zwischen  den  gleichartigen 
Abstofsung  statt.  Die  Anziehungen  wirken  longitudinal  und  sind 
bestrebt,  die  Kraftlinie  zu  verkürzen.  Dieses  Bestreben  ruft  eine 
gegenseitige  Annäherung  der  beiden  Leiter  hervor,  wenn  diese  be- 
weglich sind.  Wird  diese  Annäherung  gehemmt,  so  erleidet  die  Kraft- 
linie eine  longitudinale  Zugspannung.  Soll  Gleichgewicht  herrschen, 
so  sind  gleich  grofse  Gegenkräfte  nötig.  Diese  Gegenkräfte  kann  man 
sich  aus  einem  Bestreben  des  Dielektrikums  erklären,  die  verschobenen 
Teilchen  in  die  alte  Lage  zurückzuzwingen.  Ist  dies  der  Fall,  so  war 
bei  der  Verschiebung  dieser  Widerstand  zu  überwinden,  d.  h.  eine 
Verschiebungsarbeit  zu  leisten.  Diese  Arbeit  kann  nur 
dadurch  herbeigeführt  sein,  dafs  man  dem  einen  Leiter,  z.B. 
AlB  durch  die  Ladung  eine  potentielle  Energie  verliehen  hat, 

der  Kugel  z.  B.  die  Energie    — ,  dem  allgemein  gestalteten  Konduktor 

■tr 

die   Energie   ^  E.      (Ist   nämlich    V  das    Potential    der   Ladung    am 
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V 
Schlufs,  so  ist  sein  Mittelwert,  da  der  Anfangswert  o  war,  gleich  - 

zu  setzen.  Dies  ist  der  mittlere  Arbeitswert  dafür,  die  Einheit  aus 
unendlicher   Entfernung   auf  den   Konduktor   zu    schaffen.     Für   die 

Ladung  E  ist  also  die  Arbeit  —  E  nötig.    Sie  ist  gleich  dem  Selbst- 

E  E*  \ 

Potential  der  Belegung.    Für  die  Kugelfläche  erhält  man  —  E  =^    -  •  1 

Ist  die  Energie  erschöpft,  so  hört  das  Verschieben  auf.  Von 
der  Energie  kommt  die  eine  Hälfte  auf  die  Verschiebung  der  positiven, 
die  andere  auf  die  der  negativen  Elektrizität.  Die  Angelegenheit  der 
longitudinalen  Spannungen  wäre  dadurch  erledigt. 

Was  die  seitlichen  Abstofsungskräfte  nach  den  benachbarten 
Kraftlinien  hin  anbetrifft,  die  sich  z.  B.  cylindrisch  um  jede  derselben 
angeordnet  vorfinden,  so  müssen  auch  diese  durch  Qegenkräfte  auf- 
gehoben werden,  wenn  Gleichgewicht  herrschen  soll.     Es  fragt  sich, 

worin    diese   Gegenkräfte    ihren   ür- 
Fig.  102.  Sprung  haben.    In  Fig.  102  seien  die 

Leiter  zwei  Kugeln.  Drei  der  Kraft- 
linien sind  angedeutet.  Angenommen, 
die  äufseren  würden  verkürzt,  so 
würden  sie  nach  innen  rücken,  wie 
es  die  Pfeile  andeuten.  Ausdemder 
Polarisation  entspringenden 
Verkürzungsbestreben  folgt  also  ein  Teil  des  Drucks  der 
äufseren  Kraftröhren  gegen  die  inneren.  Dazu  kommt  noch 
die  abstofsende  Wirkung  der  nach  aufsen  folgenden  Kraftlinien.  Da 
bald  Gleichgewicht  eintritt,  müssen  die  so  entstandenen  äufseren 
Kräfte  den  inneren  Abstofsungskräften  das  Gleichgewicht  halten.  Ist 
das  Mittel  ein  isotropes,  so  werden  die  Abstände  der  -(-  von  den 
benachbarten  -|-  ebenso  grofs  sein,  wie  die  der  +  von  den  benach- 
barten — ,  es  steht  also  zu  vermuten,  dafs  die  abstofsenden 
seitlichen  Kräfte  ebenso  grofs  sind,  wie  die  anziehenden 
longitudinalen.  Ein  strenger  Elementarbeweis  für  diese  Behauptung 
Faradajs  ist  mir  nicht  bekannt.     Hier  kann  er  entbehrt  werden. 

Wird  der  Gleichgewichtszustand  irgendwie,  z.  B.  durch  An- 
näherung eines  geladenen  Konduktors,  gestört,  so  nehmen  die  Kraft- 
linien andere  Gestalt  an.  Entfernt  man  die  störende  Ladung  wieder, 
so  stellen  die  besprochenen  Anziehungs-  und  Abstofsungskräfte  den 
ursprünglichen  Zustand  wieder  her.  Die  Kraftlinien  verhalten  sich 
wie  elastische  Fäden,  für  die  sich  eine  besondere  Kinematik  aus- 
bauen läfst. 

Faraday  nannte  den  Zustand  des  polarisierten  Dielektrikums 
einen   Zwangszustand,    weil    dieser   aufhöi-t,   sobald   die   Ladung    des 
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Leiters  AB  entfernt  oder  durch  eine  gleich  grofse  entgegengesetzte 
Ladung  neutralisiert  wird.  Die  longitudinalen  Gegenspannungen  ziehen 
dann  die  Elektrizitäten  in  die  alte  Lage  zurück.  Die  den  Elektrizi- 
täten diu*ch  die  Verschiebung  yerliehene  potentielle  Energie  wird 
jetzt  frei  und  setzt  sich  z.  B.  in  Wärme  um. 

Maxwell  verglich  die  elektrische  Verschiebung  mit  einer  wirk- 
lichen elektrischen  Strömung  für  eine  geringe  Strecke.  Um  in  das 
Verständnis  seiner  Anschauungen  einzudringen,  verzichte  man  für 
den  Augenblick  auf  die  molekulare  Einteilung  der  Kraftröhre  und 
fasse  das  Dielektrikum  als  kontinuierlich  auf.  Ihm  ist  also  das 
Dielektrikum  eine  Art  von  Leiter,  in  dem  sich  eine  Strömung  voll- 
ziehen kann^  jedoch  erreicht  die  Verschiebung  bei  dem  wachsenden 
Widerstände  bald  ihre  Grenze,  dann  nämlich,  sobald  die  dem  Leiter 
mit  der  Ladimg  gegebene  potentielle  Energie  aufgezehrt  ist.  Da 
durch  die  longitudinalen  Spannungen  die  anziehenden  und  abstofsenden 
Kräfte  der  Ladung  genau  ersetzt  werden  sollen,  so  ist  die  Gröfse 
der  Spannung  und  damit  die  des  Widerstandes  und  auch  die  der 
abstofsenden  Ejräfte  bekannt,  nämlich  für  die  Einheit  der  Elektrizität 

gleich  —^ -,    wo    w    ein  kleiner  Verschiebungsweg,    V^ —  Fg  die 

Potentialdifferenz  an  seinen  Endpunkten  ist.  Dieser  Ausdruck  gilt 
aber  nur  für  die  Luft  als  Dielektrikum.  Für  jedes  andere  handelt 
es  sich  um 

D'        w       ' 

Die  für  die  Einheit  zu  leistende  Verschiebungsarbeit  aber  ist 

1     F,  —  F,  r,  -  F, 

B  w  ^  1) 

Nach  Analogie  der  elektrischen  Strömung  geht  nxm,  wie  Maxwell 
annimmt;    durch  jeden  Querschnitt   der  Kraftröhre   eine  elektrische 

Einheit,  sobald  eine  solche  durch  einen  der  Querschnitte  geht.     Die 

y  y 

benachbarte  Einheit  erfordert  z.  B.  die  Arbeit  -^r— '  ■  Beide  Ein- 
heiten zusammen  erfordern  also  die  Arbeit 

I)       ^       D       ~       D      ' 

d.  h.  soviel,  als  ob  die  eine  Einheit  um  beide  Wege  verschoben 
wäre.  Ist  demnach  das  Potential  des  Leiters  ^JB  an  der  Berührungs- 
stelle gleich  Va^  das  des  Leiters  CD  an  der  Berührungsstelle  gleich 
Vsy  80  ist  die  Arbeit  für  die  Verschiebung  je  einer  Einheit  durch 

F   _  F 
jede  Niveaufläche  im  ganzen   gleich  j: — ,    d.  h.   ebenso    grofs. 
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als  ob  die  erste  der  betrachteten  Einheiten  den  ganzen  Weg 
passiert  hätte. 

Erstreckt  sich  aber  das  Dielektrikum  bis  ins  Unendliche,  so  ist 
dort  Vb  gleich  Null.     Geht  also  jetzt  ebenfalls  bei  der  Verschiebung 

durch  jeden   Querschnitt   die   elektrische  Menge   1,   so    ist   die  Ver- 

Y 
Schiebungsarbeit  gleich  -j.  •  Die  Verschiebungen  sind  dabei  von  ver- 
schiedener Gröfse.  Sie  sind  umgekehrt  proportional  den  Abstanden 
von  Niveaufiäche  zu  Niveaufläche,  g^orchen  also  dem  Gesetze 
pw  =pj^u\,  oder  p\p^  =  w^\w,  ^ebenso  dem  Gesetze  pF  =  p^F^, 
denn  durch  jeden  Querschnitt  soll  gleich  viel  fliefsen.  Die  Arbeit  für 
die  positive  elektrische  Einheit  ist  von  der  berechneten  Gröfse,  ebenso 

grofs  ist  sie  für  die  negative,  beide  zusammen  erfordern  die  Arbeit 

V 

2  -j.  •     Die  hydrodynamischen  Analogien  bleiben  erhalten. 

Handelt  es  sich  z.  B.  um  eine  geladene  Kugel  im  unbegrenzten 
Dielektrum,  so  ist  die  Arbeit  für  beide  Einheitsverschiebungen  gleich 

2  E 

j.  —  •  Fliefst  aber  in  der  Kraftröhre,  die  an  der  Kugel  den  Quer- 
schnitt 1   hat,  nach  jeder  Richtung  die  Menge  -* ,  so  ist  die  Arbeit 

für  beides  gleich  ,.  —  -^  •  Durch  die  ganze  Kugelfläche  fliefst  dann  das 
4r*3rfache  von  £,  die  Arbeit  ist  also  gleich 

D  r  2  Dr 

Diese  mufs  gleich  der  potentiellen  Energie  der  Ladimg  sein,  d.  h.  gleich 

VW  E^ 

Yj^  oder  ^-^  sein,  d.  h.  es  mufs  sein  8r*;r£  =  E,  d.  h.  die  im  Di- 
elektrikum nach  beiden  Richtungen  verschobene  Elektrizi- 
tätsmenge ist  ebenso  grofs,  wie  die  Ladung  E. 

Dasselbe  gilt  von  der  Ladung  beliebig  gestalteter  Konduktoren. 

So  war  Maxwell  berechtigt,  die  Gröfse  der  elektrischen  Ver- 
schiebung gleich  der  der  Ladung  E  zu  setzen.  So  lag  es  zugleich 
nahe,  nur  von  einer  elektrischen  Verschiebung  E  durch  jede  Niveauflache 
zu  sprechen,  statt  von  einer  Ladung  E  des  Leiters.  Das  Hervor- 
bringen einer  elektrischen  Verschiebung  E  im  Dielektrikum  ersetzt 
den  Begriflf  der  Ladung,  erst  der  neue  Zustand  des  Dielektrikums 
influenziert  beide  Leiter  bis  zur  Ladung  +  E.  Dadurch  kam 
vollständige  Symmetrie  der  Auffassung  bezüglich  der  beiden 
Leiter  zustande,  die  Hauptaktion  aber  wurde  ganz  in  das 
Dielektrikum  verlegt. 

Was  Faraday  in  unbestimmter  Weise  als  Kraftflufs  bezeichnet 
hatte,    wurde   so   durch  Maxwell  als    elektrische  Verschiebung 
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mit  mathematischer  Schärfe  formuliert,  die  Theorie  der  Fem  wirkling 
aber  dabei  ganz  entbehrlich  gemacht.  An  Stelle  des  früher  behandelten 
Begriffs  der  Spannung  innerhalb  einer  Zelle,  deren  Wände  für  jede 
Flächeneinheit  mit  der  Masse  1  belegt  waren,  trat  so  die  elektrische 
Verschiebung.  War  die  Spannung  nach  Laplace  gleich  Null,  so  ist 
hier  die  Änderung  des  Zelleninhalts  durch  den  Kraftzufluis  und  -ab- 
fluTs  Faradays,  durch  den  Elektrizitätsaus-  imd  -eintritt  Maxwells, 
gleich  Null.  War  die  Spannung  nach  Poisson  -inJEy  so  ist  hier  die 
Vermehrung  des  elektrischen  Inhalts  der  Zelle  gleich  AtcE. 

Die  longitudinalen  und  lateralen  Gegenspannungen  im  Dielektrikum 
sind,  wie  schon  in  Nr.  59  angedeutet  wurde,  ganz  analog  den 
elastischen  Gegenspannungen  innerhalb  eines  auf  Zug  beanspruchten 
Stabes.  Dort  nimmt  an  jeder  Stelle  die  Gröfse  der  Gegenspannung 
zu  mit  der  Verschiebung  A,  die  ihrerseits  proportional  der  Beanspruchung 
S  ist,  cL  h.  man  hat  l :  l^  =  S :  S^  Dem  entspricht  hier  die  Zunahme 
der  elektrischen  Verschiebung  mit  der  Ladung  E.  Die  Verschiebungs- 
arbeit ist  in  beiden  Fällen  proportional  dem  Quadrate  von  S  bezw.  E. 
Ist  die  Stablänge  gleich  1,  so  ergiebt  sich  der  Elastizitätsmodul  (S 
aus  der  Proportion  A  :  1  =  S :  @,  d.  h.  er  ist 

/y S Spannung 

i        Verlängerung 

Ebenso  bezeichnet  Maxwell  den  Ausdruck 


^Zr-Xl I 


Potentialdifferenz 


E  elektrische  Verschiebung 

als  den  elektrischen  Elastizitätskoeffizienten  des  Dielektrikums.  Die 
Proportionen  der  Elastizitätslehre  gelten  nur  innerhalb  der  sogenannten 
Elastizitätsgrenze.  Wird  der  sogenannte  Tragmodul  überschritten, 
so  wird  das  innere  Gefüge  des  Materials  durch  bleibende  Deformationen 
verdorben,  bei  weiterer  Beanspruchimg  erlahmt  die  Widerstands- 
fähigkeit und  die  Überlastung  führt  zum  Bruch.  Ähnliches  geschieht 
hier  beim  Übertreiben  der  Ladung  E  des  Leiters  bezw.  beim  Über- 
treiben der  elektrischen  Verschiebung.  Wird  eine  gewisse  Grenze 
überschritten,  so  erlahmt  der  Widerstand  des  Dielektrikums  imd  es 
erfolgt  ein  gewaltsames  Überströmen  der  Elektrizitäten  in  Form  eines 
elektrischen  Funkens. 

Mit  jeder  Verlängerung  eines  Stabes  ist  eine  seitliche  Kontraktion 
desselben  verbunden,  die  der  Verlängerung  proportional  ist.  Der 
Elastizitätsmodul  gegen  Druck  ist  derselbe,  wie  gegen  Zug.  [Die 
Tragmoduln  können,  wie  beim  Schmiedeisen,  für  Druck  und  Zug 
dieselben,  oder,  wie  beim  Gufseisen,  für  Zug  und  Druck  verschieden 
sein.]     IHe  Vereinigung  von  lateraler  Kontraktion  und  longitudinaler 
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Ausdehnung   entspricht   den  beiden  Arten  von  tiegenspannungen  im 
Dielektrikum. 

Ebenso  wenig  wie  es  unüberwindliche  Festigkeit  und  vollkommene 
Elastizität  giebt,  ebenso  wenig  giebt  es  ein  vollkommen  isolierendes 
Dielektrikum.  Im  Laufe  der  Zeit  tritt  bei  jeder  Ladung  eine  all- 
mähliche Entladung  ein,  bei  jeder  elektrischen  Verschiebung  also  ein 
allmähliches  Zurückziehen  der  Teilchen  in  die  alte  Lage,  wobei  sich 
die  frei  werdende  potentielle  Energie  in  Wärme  umsetzen  kann.  Der 
Spannungszustand  also  erlahmt  allmählich  und  die  Gegenspannungen 
siegen  über  die  Beanspruchimg.  Die  ältere  Auffassung  erklärt  dies 
durch  ein  allmähliches  Eindringen  der  Lifluenz  in  das  Dielektrikum, 
wodurch  eine  schrittweise  Neutralisierung  eingeleitet  wird.  Andere 
Analogien  werden  in  den  physikalischen  Lehrbüchern  besprochen. 

Zur  Würdigung  der  Max  well  sehen  Auffassung  ist  folgendes  zu 
sagen.  Zunächst  handelt  es  sich  nur  um  eine  neue  Ausdrucksweise, 
um  eine  andere  Sprache  für  die  Deutung  der  Erscheinungen.  Maxwell 
selbst  hat  zugegeben,  das  eigentliche  Wesen  des  Spannungszustandes 
habe  er  nicht  ergründet,  dieser  zweite  Schritt  sei  ihm  nicht  gelungen. 
Er  hat  aber  im  Anschlufs  anFaraday  den  Vorgang  in  das  Dielektrikum 
verlegt,  während  die  ältere  Theorie  nur  von  Fem  Wirkungen  sprach^ 
die  vom  Leiter  ausgingen  und  manches  unerklärt  liefsen.  Insbesondere 
kannte  die  ältere  Theorie  nichts  von  einem  Zwangszustande  des  im 
luftleeren  Räume  befindlichen  Äthers,  bei  dem  es  sich  ebenfalls  um 
Energieaufspeicherung  durch  elektrische  Verschiebung  handelt.  Max- 
well hat  gerade  dem  Zwangszustande  des  Äthers  besondere  Arbeiten 
gewidmet.  Bedeutungsvoll  konnte  aber  seine  Auffassung  erst  in  dem 
Augenblicke  werden,  der  uns  über  die  Frage  der  Geschwindigkeit 
aufklärte,  mit  der  die  elektrischen  Wirkungen  sich  verbreiten,  denn 
diese  konnte  bei  den  Femwirkungen  als  unendlich  grofs  angesehen 
werden.  Diese  Frage  ist  erst  durch  die  Hertz  sehen  Versuche  end- 
gültig entschieden  worden  und  zwar  dahin,  dafs  die  Geschwindig- 
keit, mit  der  die  elektrischen  Wellen  im  luftleeren  Räume 
vorwärtsschreiten,  etwa  die  des  Lichtes  ist,  wie  es  Faraday 
geahnt  und  Maxwell  mit  Bestimmtheit  vorausgesagt  hatte.  Diese 
Wellen  sind  häufig  der  Reflexion,  der  Brechung,  der  Interferenz  und 
Polarisation  unterworfen,  und  nach  Helmholtz  sind  sie  wahrscheinlich 
als  Transversalwellen  aufzufassen.  Zwischen  den  Wellenlängen  der 
strahlenden  Wärme  und  des  Schalles  bestand  bisher  eine  grofse  Kluft. 
Diese  ist  durch  das  Einschalten  der  elektrischen  Wellen  überbrückt 
worden.  Ein  weiterer  Erfolg  lag  in  der  jetzt  beginnenden  Anerkennung 
der  von  Maxwell  aufgebauten  elektromagnetischen  Lichttheorie. 

Nach  alledem   scheint  es,   als  ob   die  Maxwellsche  Auf- 
fassung vor  der  früheren  den  Vorzug  verdiente.     Sie  erweckt 
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die  Hoffiiuiig^  dals  wir  einer  einheitlichen  Theorie  der  physikalischen 
Erscheinungen  entgegengehen.  Die  Frage  kann  nui'  sein,  ob  man 
die  Theorie  der  Femwirkungen  beibehalten  und  sie  mit  gewissen 
unentbehrlichen  Maxwell  sehen  Anschauungen  verquicken  will,  oder  ob 
man  einheitlich  nach  Maxwell  arbeiten  soll.  Zwar  erheben  sich  noch 
Stimmen  gegen  das  letztere,  aber  der  Sieg  Maxwells  scheint  bereits 
gesichert  zu  sein. 

Da  die  Theorie  der  Schwingimgen  an  dieser  Stelle  der  elementaren 
Behandlung  noch  nicht  zugänglich  erscheint,  soll  hier  mit  den  ent- 
sprechenden Betrachtungen  abgebrochen  werden.  Für  Kenner  der 
höheren  Analysis  sei  neben  Maxwells  Originalarbeiten  und  Maxwell- 
Weinstein  folgende  Litteratur  angegeben: 

Föppl:  Einführung  in  die  Maxwellsche  Theorie  der 
Elektrizität,  Leipzig  bei  B.  G.  Teubner. 

Föppl:  Die  Geometrie  der  Wirbelfelder.  Leipzig  bei 
B.  G.  Teubner, 

Maxwell-Boltzmann:  Über  Faradays  Kraftlinien,  Ost- 
waldsche  Klassikerausgabe. 

Helmholtz:  Vorlesungen  über  die  elektromagnetische 
Theorie  des  Lichtes.     Hamburg-Leipzig  bei  Voss. 

Helmholtz:  Wissenschaftliche  Abhandlungen,  Bd.  L 
Leipzig  bei  Barth. 

Dagegen  hält  an  der  Theorie  der  Femwirkimgen  besonders  fest 
und  stellt  sich  den  neueren  Anschauungen  kritisch  gegenüber 

Dr.  C.  Neumann:  Allgemeine  Untersuchungen  über  das 
Newtonsche  Prinzip  der  Fernwirkungen,  mit  besonderer  Be- 
rücksichtigung der  elektrischen  Wirkungen.  Leipzig  bei  Teubner. 
Auf  seine  Einleitung  und  die  Einwände  gegen  Hertz  auf  S.  247 
bis  251  sei  besonders  aufmerksam  gemacht. 

Die  Hertzschen  Untersuchungen  über  die  Ausbreitung 
der  elektrischen  Kraft  sind  im  Jahre  1892  bei  Ambr.  Barth 
(Leipzig)  erschienen.  Nach  Hertz  ist  das  Wesen  der  Elektrizität  weder 
durch  Maxwell  noch  durch  die  Schwingungen  ergründet.  Hertz 
betrachtet  seine  Theorie  lediglich  als  einen  Weg,  auf  die  Maxwell- 
schen  Gleichungen  zu  gelangen.  Das  Obige  kann  selbstverständlich 
nur  als  eine  vorläufige  Einführung  in  die  neueren  Anschauungen 
betrachtet  werden. 

Noch  könnte  die  Frage  aufgeworfen  werden,  ob  sich  zwei 
benachbarte  Kraftlinien  nicht  auch  gegenseitig  anziehen  können.  Die  Vor- 
zeichenvertauschung  in  der  einen  der  in  Fig.  101  gezeichneten  Kraft- 
linien reicht  hin,  die  Frage  zu  beantworten.  Da  jetzt  entgegen- 
gesetzte Elektrizitäten  nebeneinander  liegen,  findet  Anziehung  statt. 
In    einem    späteren   Kapitel   wird    sich   zeigen,    dafs    die   Kraftlinien 
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paralleler  Magnetstäbe  abstofsend  aufeinander  einwirken,  wenn  gleich- 
namige Pole  nebeneinander  liegen,  dafs  aber  Anziehung  der  Linien 
stattfindet,  wenn  man  die  Pole  des  einen  vertauscht.  Man  kann  also 
folgenden  Satz  aussprechen: 

Benachbarte  Kraftlinien  stoisen  einander  ab,  wenn  sie 
gleich  gerichtet  sind.  Diese  Ausdrucksweise  ist  aber  nur 
eine  sinnbildliche,  denn  sie  bezieht  sich  auf  die  polarisierten 
Moleküle. 

Erinnert  man  sich  femer,  dafs,  je  mehr  sich  die  Kraftlinien 
und  Niveauflächen  aneinander  drängen,  um  so  gröfser  die 
Stärke  der  elektrischen  Kraftwirkungen  ist,  so  erkennt  man, 
dafs  beide  Sätze  zusammen  die  bequemste  Ausdrucksweise  zum  Be- 
schreiben der  Probleme  geben,  dafs  man  aus  den  Figuren  ohne 
weiteres  ablesen  kann,  was  man  wissen  wiU.  Es  ist  zu  empfehlen, 
die  schon  besprochenen  Systeme  von  Kraftlinien  und  Niveaulinien  von 
diesem  Gesichtspunkte  aus  noch  einmal  zu  betrachten  und  mit  jeder 
kommenden  Figur  ein  gleiches  zu  thun.  Man  kann  sich  die  Kraft- 
linien als  vollkommen  elastische  Drahtfäden  vorstellen,  die  bei  jeder 
Störung  des  im  Dielektrikum  bestehenden  Gleichgewichtes  auf  das 
empfindlichste  den  Zug-  und  Druckbeanspruchungen  nachgeben,  sieh 
biegen  oder  strecken,  sich  drehen  und  sich  dabei  in  charakteristischer 
Weise  deformieren,  so  dafs  sich  eine  förmliche  Kinematik  der  Kraft- 
linien aufbauen  liefse.  Auch  bei  den  Hertz  sehen  Wellen,  die  auf 
Seite  156  und  157  seiner  „Untersuchungen"  gezeichnet  sind,  handelt 
es  sich  um  Kinematik  der  Kraftlinien,  die  sich  so  als  wesentlicher 
Bestandteil  der  neueren  Anschauungen  herausstellt. 

An  einigen  drei-  und  zweidimensionalen  Problemen  soll  dies  er- 
läutert werden.  Wirft  man  einen  Stein  ins  Wasser,  so  quellen  die 
bekannten  Wellenkreise  aus  der  Wurfstelle  hervor,  Dasselbe  geschieht 
bei  kontinuierlich  zunehmender  positiver  Ladung  eines  allein  im  Räume 
befindlichen  Konduktors  mit  den  entsprechenden  Niveaufiächen.  Neue 
und  neue  Niveauflächen  quellen  hervor  und  wandern,  den  Gesetzen 
des  Zellennetzes  folgend,  koncentrisch  anschwellend  dem  unendlichen 
Bereiche  zu.  Nur  findet  der  Unterschied  statt,  dafs  auch  die  Abstände 
zwischen  den  Niveaulinien  anschwellen.  Wird  ein  cylindrischer  Draht 
geladen,  so  handelt  es  sich  um  cylindrische  Flächen,  die  sich  nach 
dem  Gesetz  der  quadratischen  Einteilung  des  Normalschnitts  durch 
Polarkoordinaten  anordnen. 

Da  eine  geladene  Kugel  sich  im  Laufe  der  Zeit  entladet,  so  findet 
auch  die  entgegengesetzte  Erscheinung,   das   allmähliche  Zusammen 
ziehen    der  Niveaulinien   statt.     Bei   dem  Vertauschungsproblem  des 
letzteren  Falles  finden  Erscheinungen  statt,  die  sich  der  Leser  selbst 
zurechtlegen  möge.     Dabei  ist  jedoch  einige  Vorsicht  nötig. 
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Werden  zwei  Kugeln  in  übereinstimmender  Weise  allmählich 
geladen^  so  quellen  zunächst  koncentrische  Kugelflächen  hervor  ^  die 
sich  an  den  einander  zugekehrten  Stellen  zuspitzen,  als  ob  sie  einander 
anzogen,  schliefslich  berühren  sich  die  Spitzen,  die  beiden  Ovale  ver- 
einigen sich  zu  einer  zunächst  eingebuchteten  Fläche,  schwellen  weiter 
an  lind  werden  zu  Kugeln.  Hat  die  Kugel  die  Ladung  E,  und  bringt 
man  eine  zweite  Ladung  E  heran,  so  krümmen  sich  die  geraden  Kraft- 
linien nach  der  in  Fig.  66  angegebenen  Form  imd  schränken  sich  auf 
eine  Halbebene  ein.  Ln  Momente  des  Zusammenfallens  beider  Ladungen 
erhält  man  ein  Strahlenbüschel  von  doppelter  Sektorenzahl.  Nähert 
man  eine  dritte  Ladimg  Ey  so  wird  Fig.  72  mafsgebend,  xmd  schliefslich 
hat  man  ein  Strahlenbüschel  von  dreifacher  Mächtigkeit.  Der  Vor- 
gang der  Ladung  erhält  so  eine  vollständig  klare  mathematische 
Deutung.  Das  Entgegengesetzte  geschieht  bei  allmählicher  Entladung. 
Das  Hervorquellen  oder  Einschrumpfen  im  Falle  der  Ladung  oder 
EIntladung  paralleler  geradliniger  Drähte  führt  auf  lemniskatische 
Cylinder  als  Niveauflächen.  Das  Verhalten  der  Lemniskaten  im 
Normalschnitt  entspricht  ganz  dem  der  lemniskatischen  Farbenringe, 
die  bei  der  Drehung  einer  Platte  aus  doppeltbrechendem  Material  im 
Polarisationsapparate  beobachtet  werden.  Man  vergleiche  dazu  das 
Kapitel  über  „Lemniskatische  Kinematik'^  in  des  Verfasr^ers  „Ein- 
fahrung in  die  Theorie  der  isogonalen  Verwandtschaften". 

Handelt  es  sich  um  zwei  parallele  gleichgeladene  Drähte,  von 
denen  der  eine  im  Endlichen,  der  andere  in  sehr  grolser  Entfernung 
li^t,  so  zeigt  der  erstere  im  Normalschnitt  zunächst  koncentrische 
Kreise  und  Badien.  Nähert  man  den  zweiten,  so  spitzen  sich  die 
Kreise  zu  lemniskatischen  Kurven  zu,  die  Strahlen  aber  krümmen  sich 
zu  Hyperbeln  um.  Sie  werden  dabei  auf  die  durch  die  Symmetrie- 
linien des  Problems  begrenzte  Halbebene  eingeschränkt.  Entfernt 
man  den  genäherten  Draht  wieder,  so  strecken  sich  die  Hyperbeln 
wieder  in  die  geradlinige  Form,  die  lemniskatischen  Ovale  aber  werden 
wieder  zu  Kreisen. 

Sind  die  Drähte  entgegengesetzt  geladen,  so  tindet  ganz  anderes 
statt.  Bei  Annäherung  des  zweiten  werden  die  koncentrischen  Kreise 
des  Normalschnitts  gewissermalsen  abgestoisen  und  auf  die  besprochene 
Haibebene  eingeschränkt.  Sie  bilden  eine  Steinersche  Kreisschar.  Die 
Strahlen  aber  krümmen  sich  einander  entgegen,  als  ob  sie  sich  anzögen, 
und  je  zwei  bilden  einen  Kreisbogen,  sämtliche  ein  Kreisbüschel. 

Gerade  an  diesen  zweidimensionalen  Problemen  mit  ihren  auch 
dem  Anfänger  geläufigeren  Kurven  läfst  sich  diese  Art  von  Kinematik 
sehr  einfach  erläutern,  besser  als  an  den  dreidimensionalen  Problemen. 

Sämtliche  Kurvenscharen,  die  in  der  „Einführung"  gezeichnet 
sind^   lassen   sich    in   solcher  Weise  behandeln  und  bieten  Beispiele 
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auch  für  die  kompliziertesten  Fälle  der  Pimkt-  und  Linienprobleme. 
Dafs  alles  auch  elektromagnetisch  gedeutet  werden  kann^  soll  später 
gezeigt  werden. 

So  giebt  der  Satz,  dafs  benachbarte  und  gleich  gerichtete  Erafb- 
linien  einander  abstofsen  und  entgegengesetzt  gerichtete  einander  an- 
ziehen, nicht  nur  eine  unbestimmte  Vorstellung,  sondern  alles  läTst 
eine  streng  mathematische  Formulierung  und  bestimmte  geometrische 
Darstellung  zu.  Die  Kraftlinien  und  Niveauflächen  sind  nicht  etwas 
Starres,  wie  die  Gebilde  der  Euklidischen  Geometrie,  sondern  etwas 
leicht  Bewegliches,  in  unaufhörlicher  Umgestaltung  Begriffenes,  wie 
die  „lebendigen^^  Gebilde  der  synthetischen  Geometrie.  Die  unbestimmten 
Vorstellungen  Faradajs  sind  so  in  ein  klares  Licht  gestellt,  und 
man  erkennt,  dafs  auch  die  Max  well  sehen  Vorstellungen  und  seine 
mathematischen  Formulierungen  einer  elementaren  Behandlung  fähig 
sind.  Dafs  allerdings  der  Kenner  der  höheren  Analysis,  wie  auch  die 
„Einführung"  zeigt,  noch  weiter  vordringen  kann,  ist  selbstverstandUch. 


Kapitel  VII. 

Die  Methode  der  elektrischen  Bilder,  der  Symmetrie 

und  der  Inversion  im  Banme  *) 


130)  Vor^bemerkungen,  In  diesem  Kapitel  kommen  einige 
Theorien  zur  Anwendung,  die  in  den  neueren  Lehrbüchern  der  Geometrie 
(vergl.  z.  B.  Methodisches  Lehrbuch,  II)  behandelt  werden,  die  har- 
monischen Punkte,  Pol  und  Polare,  Inversion  oder  Abbildung  durch 
reciproke  Radiiyectores,  die  Lehre  von  den  St  einer  sehen  KJreis- 
scharen  (elliptische  und  hyperbolische),  die  Kreisverwandtschaft  von 
Mob  ins  und  dessen  Kugelverwandtschaft. 

Der  Gedanke  der  Inversion  geht  bis  auf  Apollonius  von  Perga 
ziirück,  dessen  Kreisberührungen  (Taktionsprobleme)  später  von  Vieta, 
Newton,  Euler  und  Fufs  behandelt  und  von  Fermat  auf  Kugeln 
aasgedehnt  wurden.  Nachdem  sich  auch  Gaultier,  Poncelet,  Monge 
und  Steiner  damit  beschäftigt  hatten,  stellte  Plücker  im  Jahre  1834 
die  Inversion  als  ein  neues  Übertragungsprinzip  auf,  mit  dem  sich 
dann  auch  Magnus  befafste.  Plücker  gebührt  die  Priorität  vor 
W.  Thomson,  der  in  England  als  Schöpfer  dieses  Gebietes  betrachtet 
wird,  obwohl  sein  „Prinzip  der  elektrischen  Bilder"  erst  1845 
veröffentlicht  und  im  Cambridge  and  Dublin  Mathematical 
Journal  von  1848  ausführlicher  dargestellt  wurde.  Dies  geschah  im 
Anschlufs  an  Poisson,  der  mit  Hilfe  der  Kugelfunktionen,  d.  h  mit 
Hilfe  höherer  Rechnungen,  die  Resultate  bereits  gefunden  hatte,  zu 
denen  Thomson  den  elementaren  Weg  fand.  Liouville  setzte  1847 
die  Thomsonschen  Forschungen  fort,  Lame  drang  weiter  vor  in  den 
Lefons  sur  les  coordonnees  curvilignes.  Kirchhoff  benutzte 
die  Bicircularkoordinaten  zur  Anbahnung  der  Lehre  von  den  stationären 
Strömungen  in  ebenen  Platten.    Reye  stellte  die  Kugelverwandtschaft 


*)  Dieses  Kapitel  kann  überschlagen  werden,  wenn  dem  Leser  die  Gesetze 
der  Inversion  nicht  bekannt  sind.  Das  zur  Erläuterung  nötigste  ist  jedoch  in 
den  Text  au%enommen. 
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in  einer  Monographie  dar.  Auch  Townsend,  Hart^  Casey  haben 
sich  mit  diesen  Lehren  beschäftigt. 

Es  handelt  sich^  kurz  gesagt^  darum,  mit  Hilfe  einer  Transformation 
aus  bereits  gelösten  Beispiele^  zur  Geometrie  und  mathematischen 
Physik  neue  abzuleiten,  also  einen  einfachen  Übertragungsmechaniamus 
an  Stelle  der  umfangreichen  Rechnungen  zu  setzen,  über  deren 
Schwierigkeiten  man  sich  nach  Heine,  Handbuch  der  Kugelfunktionen, 
unterrichten  möge. 

Um  den  Gang  der  Untersuchungen  nicht  durch  mathematische 
Darlegungen  unterbrechen  zu  müssen,  gebeji  wir  für  diejenigen  Leser, 
denen  die  neueren  Theorien  nicht  bekannt  sind,  einige  geometrische 
Vorbemerkungen,  verweisen  aber  im  übrigen  auf  die  neueren  Lehr- 
bücher (z.  B.  Method.  Lehrbuch  U). 


131)  Inversionsbeziehungen  am  Kreise  und  an  der  Kugel. 
Zu  jedem  Punkte  P^   aufserhalb  eines  Kreises  giebt  es  auf  dem  zu 

gehörigen   Durchmesser   einen 
^^e-  !«»•  zweiten  Punkt  Pj,  der  so  hegt, 

dafs  Pj,  P,  und  die  End- 
punkte Ä  und  B  des  Durch- 
messers harmonische  Punkte 
sind.  Für  diese  gilt  also,  von 
den  Vorzeichen  abgesehen,  die 
Proportion 

oder,  wenn  q  der  Radius  des 
Kreises     ist    und    l^  =  P^A^ 


9^ 


l 


2 

1) 


Pj J.,  e^  =  P^C,  e^  =  P^C  gesetzt  wird 

k'h  =  (^  +  Q)'{^  +  q)- 


Nach  Pythagoras  ist  femer  CQ^  =  CP^  •  CP  (Kathetenquadrat  gleich 
dem  Rechteck  aus  Hypotenuse  und  anliegendem  Stück  derselben),  also 

2) 

was  die  Inversionsbeziehungen 


6,-6^  = 


—     und 


6i  = 


giebt,  die  f ür  (>  =  1  in 


Cj  =  —     und    ßj  = 


e. 


übergehen,  wobei  die  Reciprozität  am  reinsten  herrortritt. 
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Durch  die  Beziehung  2)  geht  die  Proportion  1)  über  in 

also 

3)  '  f-  =  !i=.l. 

Verbindet  man  femer  einen  Punkt  P  des  Kreisumfangs  mit  P^  und  Pg, 
so  ist  das  Verhältnis  der  Radiivectores  2h  ^^^  Pi  ®^®  konstante 
Gröfse  Xj  denn  PA  halbiert  den  Dreieckswinkel  P^PP^.    Es  ist  also 

A\  JPl  _  'l  _  «1  ^  _  V 

*x  ;  -^—    j     -^—         —         — —  A» 


Aus   Cj  =  x(>  und  e^j  =  ~  folgt  noch  durch  Division  --  =  x*,  so  dafs 
man  hat 


«1 


.«  -8  ^2 


'  ,2  2  2  2 

«2  's  PI  9  «2 

J^g  wird  gefunden  mit  Hilfe  der  von  P^  aus  gezogenen  Tangente 
PiQ  '=^  t  und  des  Lotes  QP^  Umgekehrt  ergiebt  sich  aus  Pj  mit 
Hilfe  des  Lotes  P^Q  und  der  Tangente  in  Q  der  Punkt  P^.  Dabei 
ist  nach  dem  bekannten  Sekantensatze 

t'  =  P^A  .  P^B  =P(f  —  CQ^  =  ej  —  q\ 

Setzt   man  das  Lot  P^Q=       (halbe  kürzeste  Sehne   durch   Pj),   so 

ist  nach  dem  Satze  über  die  Abschnitte  der  Sehnen  unter  Berück- 
sichtigung der  entg^engesetzten  Richtungen 

-  (I)  =  P,A.P,B^  P;c*-  CQ*=^  el  -  q\ 

Bezeichnet  man  den  Ausdruck  (e^  —  q^)  für  Pimkte  innerhalb  und 
auTserhalb  des  Kreises  (also  für  den  negativen  imd  positiven  Fall  ge- 
meinsam) als  Potenz  77  eines  Punktes  in  Bezug  auf  den  Kreis^ 
so  braucht  man  für  den  Ausdruck 

n=P,A'P,B=fi    bezw.    77=  Pg^.PgB  =  —  (!)' 
in  der  Schreibweise  keinen  Unterschied  mehr  zu  machen. 

132)  Anwendung  auf  das  Zweipunktproblem.     Man  denke 
sich  jetzt  im  Punkte  P  des  Kreisumfangs  eiue  dem  Newtonschen 

Gesetze  entsprechende  Kraft  -^  in  der  Richtung  nach  Pj  hin  wirkend. 

PI 
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Zerlegt  man  sie  in  einen  horizontalen  Teil  h^  und  einen  nach  C  hin 
gerichteten  Teil  g^,  so  ergiebt  sich  mit  Hilfe  ähnlicher  Dreiecke 

pI   Pi       pV  ^       P\    Pi       Pi 

Macht  man  dasselbe  mit  einer  in  P  wirkenden  Kraft  —z ,  die  aber  in 

P2 

der  Richtung  P2Pf  also  abstofsend  im  Sinne  des  Newton-Coulomb- 
schen  Gesetzes  wirkt,  so  wird,  abgesehen  vom  Vorzeichen, 

^~pI  P2~  pI~  hPl~  ^iPy~  9pV  ^^~pIp2~pI~^pW~9^p\ 

Sollen,  damit  die  Resultante  durch  C  gehe  und  der  Ereis  Niveaulinie 
werde,  die  Horizontalteile  einander  aufheben,  so  müssen  die  Kräfte 

-^  und  -^  in  bestimmtem  Verhältnisse  stehen.     Setzt  man  z.  B.  die 

pI         pI 

eine  wieder  gleich  -x,  die  andere  aber  gleich  —  ■  -0,  dann  wird  der 

Pi  h    P\ 

eine  Horizontalteil 

h  =  -.-^=  ^ 
'        e^' QP\       pV 

also,  da  die  Richtung  entgegengesetzt  ist,  gleich  —  A,.     Dabei  wird 

PI  «1     9  P\         9P\ 

also  unter  Berücksichtigung  der  entgegengesetzten  Richtungen 

222  22  1-r 

^1  +  ft  =  :5  —  — 3  = 


Nun  ist  aber 


PI         9P\  9P\  9P\  9P\ 


9'  2 


22  2^  2  S  22  TT. 


9P\  pW  4^^         "    pW  p\        **       P\    0' 

9' 


Also  auch 


«I 


^1  +  ?2  =  -jl   •  -2 
P2     9 


Sind  Pi  imd  Pj,  also  auch  77^  und  77j  und  aulserdem  (>  fest  ge- 
geben, so  ist  |?j  bezw.  p^  die  einzige  veränderliche  Gröfse,  die  der 
Lage  von  P  auf  dem  Kreise  entspricht.     Die  Resultante  ^i  +  Sj 
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ist   also   unter   den  gegebenen  Voraussetzungen  umgekehrt 
proportional  der  dritten  Potenz  von  p^  hezw.p^. 
In  elektrostatischer  Hinsicht  hat  man  also  folgendes: 
Läfst  man  in  einem  Punkte  P^  aufserhalb  des  gegebenen 
Kreises  die  elektrische  Ladung  -f-  1^   in  dem  zugeordneten 

harmonischen  Punkte  P,  die  Ladung  —  —   wirken,   so  geht 

die  Resultante  für  jeden  Ereispunkt  durch  den  Punkt  C, 
d.  h.  der  Kreis  ist  eine  Niveaulinie  des  Potentials.  Ladet 
man  den  auf  dem  Kreisumfange  beliebig  liegenden  und  dort 
beweglichen  Punkt  P  mit  der  Elektrizität  +  1  oder  —  1,  so 
wird  für  jede  Lage  die  Resultante  gleich 

oder,  was  dasselbe  ist,  gleich 

I   gg  — g'    fj ,   ^a^g 

^    pI    \'~^q'pV 

d.  h.  umgekehrt  proportional  der  dritten  Potenz  der  Ent- 
fernung   2h    bezw.  p^.     Bei    Ladung    K  bezw.  — E^     ist    die 

Resultante  das  E-fache. 

Dadurch  bestätigen  sich  die  Resultate  des  Abschnitts  97,  von 
denen  man  ohne  weiteres  hätte  ausgehen  können,  zugleich  aber  ist 
die  dritte  Potenz  der  Entfernungen  als  mafsgebend  nachgewiesen,  die 
schon  bei  dem  Störungsproblem  unter  Nr.  35  als  wichtig  hingestellt 
worden  war. 

Man  denke  sich  nun  den  Kreis  um  AB  rotierend,  ebenso  die  in 
Nr.  97  behandelten  Kraft-  und  Niveaulinien  des  Zweipunktproblems 
für  ungleiche  Mengen  entgegengesetzter  Elektrizitäten,  die  sich  wie 
e^  :  Q  verhalten.  Die  Niveauflächen  des  Problems  haben  dann  die 
Gleichung 

^1  9 


^1         r^ 


-  =  C, 

eine  davon  hat  die  Gleichung 


1—^  =  0, 


»•i        ^f 


woraus    -  =  -    folgt,    so    dafs    es    sich   um  die  soeben  besprochene 

Kugel    handelt.      Denkt    man    sich    die    gleichwertigen    Kraftröhren 
konstruiert,  die  nach  Nr.  97  von  P^  aus  zum  Teil  nach  P^,  zum  Teil 
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nach  dem  unendlichen  Bereiche  gehen,  so  wird  die  Kugelfiäche  in 
gleichwertige  Felder  eingeteilt,  so  dafs  ffir  sämtliche  p  •  F  konstant  ist, 
wenn  p  die  Resultante  der  beiden  Kräfte,  F  die  Fläche  eines  kleinen 
Feldes  bedeutet.  Die  Ei-aftresultanten  also  verhalten  sich  umgekehrt, 
wie  die  Felderflächen,  sie  verhalten  sich  aber  nach  obigem  auch  um- 
gekehrt, wie  die  dritten  Potenzen  der  Entfernungen  von  P^  und  Pj, 
folglich  hat  man  den  Satz: 

Die  gleichnamigen  Eraftröhren  des  Zweipunktproblems 
teilen  die  dabei  vorkommende  Kugelfiäche  in  Felder  ein, 
deren  Flächen  sich  verhalten,  wie  die  dritten  Potenzen  der 
Entfernungen  von  P^  oder  Pg. 

Angenommen  nun,  auf  der  Kugelfiäche  ordnete  sich  aus  irgend 
welchen  Gründen  Influenzelektrizität  denselben  Resultanten  entsprechend 

an,  so  würde  dies  nach  Poisson  mit  der  Dichtigkeit  d  =  -  —  ge- 
schehen, d.  h.  proportional  den  Kraftresultanten,  und  daher  umgekehrt 
proportional  den  dritten  Potenzen  der  Fntfemungen  von  P^  und  P^ 
und  umgekehrt  proportional  diesen  Felderflächen. 

Diese  Voraussetzung  triflft  nun  ein  bei  folgenden  Influenzproblemen: 

133)  Aufgabe.  Eine  leitende  Kugel  stehe  durch  einen 
Draht  mit  der  Erde  in  Verbindung,  in  der  Entfernung  e 
vom  Mittelpunkte  befinde  sich  im  Aulsenraume  ein  Punkt 
mit  der  elektrischen  Ladung  -|-  E.  Wie  grofs  ist  die  Menge 
der  Influenzelektrizität  erster  Art,  und  wie  ordnet  sie 
sich  an? 

Auflösung.  Durch  die  Verbindung  mit  der  Erde  wird  erreicht, 
dafs  nach  vollendeter  Scheidung  im  ganzen  Leiter  ebenso,  wie  in  der 
Erde,  das  Potential  Null  herrscht.  Die  gesamte  Influenzelektrizität 
—  Ey  erster  Art  hat  sich  infolge  der  gegenseitigen  Abstofsungen  ihrer 
Teilchen  auf  der  Kugeloberfläche  angeordnet,  aber  infolge  der  An- 
ziehung durch  die  Ladung  E  unregelmäfsig,  d.  h.  dichter  auf  der  dem 
Punkte  E  zugekehrten,  weniger  dicht  auf  der  ihm  abgewendeten  Seite. 
Die  Sätze  über  die  homogene  Kugelschale  finden  also  hier  keine 
Anwendung,  das  Potential  der  Belegung  allein  ist  also  für  den 
Innenraum  nicht  konstant.  Es  wird  sich  aber  ein  einfaches  Gesetz 
ergeben. 

Jedes    elektrische  Teilchen  —  b   der  Infiuenzelektrizität    hat   für 

den  Mittelpunkt  C  der  Kugel  das  Potential  -  ,  die  gesamte  Influenz- 
elektrizität hat  also  dort  den  Potentialwert 


2v  = 
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Der  Potentialwert  der  Ladung  E  des  influenzierenden  Punktes  ist  dort 
gleich  - — ,  die  Summe  beider  Potentiale  ist  nach  obigem  gleich 
Null;  also  mufs  sein 


woraus  folgt 

^       ^.        0, 

Folglich: 

Die  Menge  der  Influenzelektrizität  erster  Art  verhält 
sich  zur  Ladung  des  influenz^ierenden  Punktes  wie  der  Kugel- 
radius zur  Entfernung  des  Punktes  Tom  Kugelmittelpunkte; 
der  konstante  Potentialwert  im  ganzen  Innern  der  Kugel  ist 
dabei  gleich  Null.  Die  Menge  der  Influenzelektrizität  ent- 
spricht genau  der  des  Punktes  P^  im  vorigen  Problem. 

[Es  könnte  eingewandt  werden ,  dafs  auch  noch  auf  dem  Draht 
Influenzelektrizität  erster  Art  vorhanden  sein  könnte.  Denkt  man 
sich  aber  den  Draht  unendlich  dünn  im  Verhältnis  zu  den  Dimensionen 
der  Schale,  so  würde  die  Menge  dieser  mit  wachsender  Entfernung 
schnell  abnehmenden  Elektrizität  verschwindend  klein  sein  gegen  die 
der  auf  der  Kugelfläche  angeordneten,  ihre  Wirkung  auf  die  elektrische 
Verteilung  kann  also  vernachlässigt  werden.  Es  ändei-t  sich  daher 
auch  nichts,  wenn  man  den  Draht  abschneidet  und  die  Verbindung 
mit  der  Erde  aufhebt.] 

134)  Identität  dieses  Influenzproblems  mit  dem  Zwei- 
punktproblem. Nach  Aufhebung  der  Verbindung  denke  man  sich 
jetzt  das  Iimere  der  Kugel  entfernt,  so  dafs  nur  eine  dünne  Schale 
bleibt,  deren  Potential  gleich  Null  ist. 

Nur  im  Aufsenraume  befinden  sich  die  Kraftlinien  des  Problems, 
denn  im  Innern  ist  das  Potential  konstant.  Sie  gehen  von  P^  aus 
teils  nach  der  Kugel,  teils  nach  dem  unendlichen  Bereiche.  Die  Kugel 
aber  ist  eine  Potentialfläche  mit  dem  Potentialwerte  Null,  sie  mufs 
also  von  den  Kraftlinien  senkrecht  getroffen  werden.  Ganz  dasselbe 
findet  bei  dem  entsprechenden  Zweipunktprobleme  statt.  In  der  That 
handelt  es  sich  um  dieses  Problem,  nur  ist  die  Kugelfläche  mit 
ihrer  Belegung  als  Ersatz  für  den  Punkt  P^  eingetreten  und 
so  der  Innenteil  der  Kugel  aus  dem  Problem  ausgeschieden  worden 
(vgl.  Nr.  97).  Die  Kraftlinien  imd  die  Niveauflächen  des  Aulsenteils 
sind  imgeändert  geblieben.  Die  Belegung  wirkt  nach  aufsen 
genau  so,  wie  eine  gleichstarke  Ladung  des  Punktes  P^. 

Folglich  mufs  die  Anordnung  der  Influenzelektrizität  dem  oben 
besprochenen  Dichtigkeitsgesetz  entsprechen.     Die   Dichtigkeit  ist 
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in  jedem  Punkte  umgekehrt  proportional  der  dritten  Potenz 
der  Entfernung  von  P^  bezw.  Pg;  sie  ist  umgekehrt  propor- 
tional den  Felderflächen,  so  dafs  auf  jedes  Feld  derselbe 
Betrag  kommt;  sie  ist  direkt  proportional  den  an  der  Ober- 
fläche wirkenden  Einheitsresultanten 

2  2  2  2 

Die  Dichte  ist  an  jeder  Stelle 

2  2 

bezw. 

2  2 

135)  Folgerungen  für  die  Gravitation.  Daraus  folgt  für 
die  Lehre  vom  Potential  der  Schwere  folgendes: 

Denkt  man  sich  auf  einer  Kugelfläche  ponderable  Masse  m 
so  verteilt,  dafs  ihre  Dichtigkeit  umgekehrt  proportional  der 
dritten  Potenz  der  Entfernung  von  einem  äufseren  Punkte  P, 
und  seinem  zugeordneten  Punkte  Pg  (oder  von  einem  inneren 
Punkte  Pg  und  seinem  zugeordneten  Punkte  P^)  ist,  so  wirkt  sie 
nach  aufsen  genau  so,  wie  dieselbeMasse  im  innerenPunkte P^, 

nach  innen   ebenso,  wie  die  gröfsere  Masse  in-   im  äufseren 

Punkte  Pj. 

Das  erstere  ist  bereits  nachgewiesen,  das  letztere  folgt  daraus^ 
dafs  im  ganzen  Innern  das  Potential  der  Belegung  und  das  der  Ladung 
des  Punktes  P^  sich  gegenseitig  aufheben  (Potentialwert  gleich  Null). 
Folglich: 

Die  so  auf  der  Kugelfläche  verteilte  Masse  giebt  nach 
aufsen  hin  geradlinige  Kraftlinien,  die  von  P^  ausgehen, 
und  sie  giebt  Niveauflächen,  die  Kugeln  mit  Pg  als  Centrum 
sind.  Nach  innen  sind  die  Kraftlinien  Strahlen,  die  von  Pj 
ausgehen,  und  die  Niveauflächen  sind  Kugeln  mit  P^  als 
Centrum.    Für  die  Zelleneinteilung  sind  die  Massen  m  bezw. 

m-^  zu  Grunde  zu  leiren. 

Dasselbe  Resultat  findet  man,  wenn  man  Pg  mit  der  Elektrizität 

—  E,  =  —  E^ 
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ladet  und  die  Kugelschale  mit  der  Erde  in  Berührung  setzte  nur 
sammelt  sich  dann  die  Influenzelektrizität  nicht  auf  der  Aufsenseite 
der  Schale^  sondern  auf  der  Innenseite  an.  Der  Gang  der  Betrachtung 
ist  derselbe.  Das  Potential  nach  aufsen  wird  gleich  Null,  so  dafs 
die  Wirkungen  von  E^  imd  der  Belegung  einander  aufheben.  Für 
gröfsCTe  Entfernungen  ist  die  Anordnung  gleichgültig  (Schwerpunkt), 
da  aber  die  Wirkung  gleich  Null  ist,  mufs  es  sich  um  gleiche  Mengen 
entgegengesetzter  Elektrizitäten  handeln.  Dies  stimmt  mit  der  vorigen 
Betrachtung  überein.  Es  handelt  sich  also  gewissermafsen  um  den 
Innenteil  des  Zweipunktproblems. 


136)  Centrobarischer  Charakter  der  Belegung.  Haben 
nun  die  Kraftlinien  irgend  einer  Masse  Asymptoten,  so  gehen  diese 
nach  Nr.  95  durch  den  Schwerpunkt  der  Masse.  Hier  sind  die  ge- 
raden Linien  ihre  eigenen  Asymptoten,  folglich  ist  Pg  der  Schwer- 
punkt der  so  verteilten  Masse  (vgl.  Nr.  131).  Daraus  ergiebt  sich  für 
die  Mechanik  folgendes  bemerkenswerte  Resultat: 

Ordnet  man  auf  einer  Kugelfläche  Masse  so  an,  dafs  ihre 
Dichtigkeit  umgekehrt  proportional  zur  Entfernung  von 
einem  inneren  Punkte  P^  (oder  seinem  zugeordneten  äufseren 
Punkte  Pj)  wird,  so  ist  P^  der  Schwerpunkt  der  Masse. 
Attraktionscentrum  und  Schwerpunkt  fallen  also  zusammen. 
Die  Belegung  ist  centrobarisch. 

Ein  äufserer  Punkt  wird  also  so  angezogen,  dafs  er  frei  fallend 
sich  geradlinig  nach  Pj  hinbewegt.  Wie  in  Nr.  11  bezw.  18  wird 
das  Arbeitsdiagramm  durch  die  Gravitationskurve,  das  Potential- 
diagramm  durch  die  gleichseitige  Hyperbel  dargestellt.  Wird  der 
Punkt  nach  irgend  welcher  Richtung  hin  geworfen,  so  tritt  dieselbe 
Erscheinung  ein,  wie  bei  den  Planetenbewegungen  um  die  Sonne  P^, 
d.  h.  er  bewegt  sich  auf  einem  Kegelschnitte,  dessen  einer  Brenn- 
punkt nach  Pg  fallt. 

Ein  innerer  Punkt  verhält  sich  ebenso,  nur  ist  für  ihn  P^  der 
mafsgebende  Anziehungspmkt. 

Man  kann  sich  nun  unendlich  viele  Kugeln  denken,  die  in  Bezug 

auf  Pj  und  P^  das  Gesetz  -  =  c  befolgen,  so  dafs  man  den  ganzen 
Innenraum  der  ersten  Kugel  ausfüllt.  Ist  auf  jeder  Fläche  die 
Massenbelegung  proportional  dem  Werte  —  ,  so  ist  die  Sache  dieselbe. 

Nur  mufs  man  jetzt,  da  die  excentrischen  Kugeln  auf  der  P^  zugewandten 
Seite  dichter  aneinander  liegen,  als  auf  der  andern,  den  Fehler  ver- 
meiden, von  der  Dichte  der  Flächenbelegung  auf  die  der  räumlichen 
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Ausfüllung  zu  schliefsen.  Unten  wird  sich  zeigen,  dafa  die  räumliche 
Dichtigkeit  proportional  der  Gröfse    -^  wird. 

137)  Sonderfall  der  Ebene.  Nähert  man  den  influenzierenden 
Punkt  Pi  einer  unendlich  grofsen  leitenden  (und  abgeleiten)  Kugel- 
schale, d.  h.  einer  unbegrenzten  Ebene,  so  wird  Pg  das  wirkUche 
Spiegelbild    von    P^,    und    die    Menge    der   Influenzelektrizität    wird 

gleich  ^1  =  -B  -  •     Hier  ist  q  =  e^^  —  i^ ,  also 

TP  TP       ^  TP 

9  +  h  i^A 

also  für 

d.  h.  die  beiden  Mengen  sind  einander  gleich.  Dies  war  selbst- 
verständlich, denn  P^  durfte  auch  als  innerer  Punkt  der  unendlich 
grofsen  Kugel  angesehen  werden.  Diese  elektrische  Menge  ist  so 
auf  der  Kugel  zu  verteilen,  dafs  die  Dichtigkeit  an  jeder  Stelle  um- 
gekehrt proportional  der  dritten  Potenz  der  Entfernung  von  P^  bezw. 
Pg  wird.     Diese  Entfernung  ist  jetzt 


wo  ;?  die  Entfernung  von  der  Geraden  V^P^  ist. 

Um    die   Dichte   zu   berechnen,   kann   man   den  Normalteil  der 

Kraft  ~  bilden,  d.  h. 

P\ 

E  Eh         El 

-y.cosa  =  -^-^  =  -f  . 

PI  P\Pi        P\ 

Dazu  kommt  die  abstofsende  Einwirkung  der  Influenzelektrizität  auf 
ihre  eigenen  Teilchen,  die  so  ist,  als  ob  dieselbe  elektrische  Masse 
in  P^   angebracht  wäre.     Dies  giebt  einen  gleichgerichteten  Normal- 

2  El 
teil  von  derselben   Gröfse,  so   dafs  die  Normalkraft  gleich  — r^  ist, 

P\ 

während  die  andern  Teile  einander  aufheben,  so   dafs  Gleichgewicht 

stattfindet.     Die  Dichtigkeit  wird  also  jetzt 

^  ^  2  El^  _   El^    ^  E\ 


.  — -  —  « 


4*,»         2«pJ        ,„(,J  +  ,,^f 

Dies  liätte  sich  auch  aus  dem  früheren  Resultate 

^TtQpi  4n(fp^  4:7tQpl 
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ableiten  lassen,  was  für  q  =  oo  sich  auf  dasselbe  reduziert.  Dadurch 
ist  eine  wesentliche  Ergänzung  zur  Theorie  des  symmetrischen  Zwei- 
punktproblems für  gleiche  Mengen  entgegengesetzter  Elektrizitäten 
gegeben,  dessen  einer  Punkt  sich  durch  die  so  belegte  Ebene  ersetzen 
läfst.  Die  Felder  der  Ebene  sind  dabei  proportional  den  dritten 
Potenzen  der  Entfernung  von  P^. 

[Die  Bestätigung  der  Richtigkeit  des  Resultates  läfst  sich  auf 
folgendem  Wege  elementar  erreichen.  Man  errichte  auf  der  Ebene  in 
jeder  Entfernung  r  =  0  von  der  Linie  P^  P^  Lote  von  der  Höhe 

y  s  ; 

SO   dafs    der  Mantel   des  zugehörigen  Cylinders  mit  JP^P^  als  Achse 
das  2r;rfache  wird,  nämlich  El^ ^-     Um  den  Lihalt   des   so 

entstehenden  Diagrammkörpers  ohne  höhere  Rechnung  zu  finden,  ent- 
wickelt man  in 

s  _  ~    L 

2 


[i:+r']-^-i:[i+(a7 


die  Elammer  mit  Hilfe  des  binomischen  Satzes  in  einer  Reihe.  Die 
Glieder  derselben  sind  mit  r  zu  multiplizieren  und  dann  der  Schichten- 
formel zu  unterwerfen  (Summenformel).   Fügt  man  in  der  entsprechenden 

Klammer  +  1  und  —  1  hinzu,   und  multipliziert  man  mit  Z^,  so  er- 

ij  +  r  J       •    Das  Endresultat  giebt 
als  Elektrizitätsmenge  Ej  wie  oben  verlangt  war.] 

Bemerkenswert  ist,  dafs  eine  mit  ponderabler  Masse  nach  diesem 
Gesetz  belegte  Ebene  auf  beiden  Seiten  ebenso  anziehend  wirkt,  wie 
der  gleich  stark  geladene  Punkt  auf  der  entgegengesetzten  Seite  der 
Ebene.  Die  Kraftlinien  sind  also  Strahlen  durch  diesen  Punkt,  die 
Niveauflächen  koncentrische  Kreise.  Von  der  Freifallbewegung  gilt 
das  oben  Oesagte,  ebenso  von  den  in  Kegelschnittbahnen  erfolgenden 
Wurfbewegungen. 

Symmetrie  und  Reciprozität  werden  so  zu  einem  Hebel  der 
mathematischen  Physik.  Zugleich  erkennt  man  wiederum,  dafs  ein 
Anziehungsproblem  vollständig  bestimmt  ist,  sobald  man  zwei  seiner 
Niveauflächen  kennt,  dafs  z.  B.  bei  Punktproblemen  die  Punkte  durch 
Niveauflächen  von  bestinmiter  Belegung  ersetzt  werden  können. 
(Vgl,  Nr.  128.) 

HolzmflUer,  Ing.-Math.  II,  Fotontialtheorie.  13 
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Zur  Übung  kann  man  Probleme  mit  mehreren  influenzierenden 
Punkten,  die  sich  elementar  angreifen  lassen,  behandeln;  z.  B.  das 
folgende: 

138)  Aufgabe.  Zwei  gleichartig  geladene  Punkte  aufser- 
halb   einer  leitenden  Kugel,  die  auf  der  Verlängerung  eines 

Durchmessers  liegen, 
^^^-  ^^'  wirken      unter      Ab- 

leitung der  letzteren 
nach  der  Erde  in- 
fluenzierend.  Menge 
und  Anordnung  der 
Elektrizität  sind  zu 
untersuchen. 

El  und  @^   seien  die 
geladenen    Punkte    und 
zugleich      die      Elektri- 
zitätsmengen der  Ladung, 
E^  und  @2  seien  die  Inversionsbilder  mit  den  Ladungen 

Das  Problem   dieser  4  Punkte  ist  nach  Nr.  100   zu  behandeln  und 
giebt  unter  den  Nireauflächen 


1) 


^  +  ^  +  .^.  +  «.  =  , 


die   gegebene   Kugel,    die   dem  Potentialwerte  Null   entspricht.     Die 
Kraftlinien  des  Problems  sind  von  der  Gleichung 

2)  E^  cos  -ö"!  +  ®i  cos  *i  +  ^2  cos  ^2  +  ®»  cos  8^  =  c. 

Beide  Scharen  sind  zugleich  die  des  Hauptproblems. 

•  Ist  für  irgend  einen  Punkt  der  Kugel  p  die  durch  C  gehende 
Resultante,  also 

so  ist  ^   die  Dichte  der  Influenzelektrizität  in  jedem  Punkte,  ihre 

Menge  ist  E^  +  @g.    Die  Flächen  p  =  c  geben  mit  der  Kugel  Schnitt- 
linien, auf  denen  die  Dichte  konstant  ist. 

In  entsprechender  Weise  sind  beliebig  viele  und  beliebig  li^^de 
Konduktoren  zu  behandeln.  Die  Belegung  allein,  ponderabel  gedacht, 
wirkt  nach  aufsen  wie  die  Punkte  E^  und  S^,  nach  innen  wie  die 
Punkte  E^  und  S^  mit  ihren  Ladungen.  Der  Schwerpunkt  von  E^ 
und  ®2  ist  der  Schwerpunkt  der  Belegung. 
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139)  Elektrische  Bilder. 

Thomson^  dem  man  diese  Theorie  verdankt^  hat  durch  die  In- 
version zu  gegebenen  Punkte  zu  findende  Punkte  mit  ihren  elek- 
trischen Ladungen  die  elektrischen  Bilder  der  ersteren  und  ihrer 
Ladungen  genannt.  Der  Name  ist  um  so  treffender,  als  es  sich  für 
den  Fall  der  Ebene  um  wirkliche  Spiegelbilder  handelt.  Der  Begriff 
des  elektrischen  Bildes  umfafst  also  erstens  die  Lage/  zweitens  die 
Ladung.  Auch  eine  homogene  Masse  hat  ein  elektrisches  Bild 
in  Bezug  auf  jede  Kugel,  die  Abbildung  aber  wird  nicht  homogen, 
weil  die  einzelnen  Punkte  verschiedene  Ladungen  erhalten,  die 
Dichtigkeit  also  veränderlich  wird.  Man  muls  also  lernen,  nicht 
nur  Punkte,  Linien,  Flächen  und  Körper,  sondern  auch  Dichtig- 
keiten und  Potentialwerte  zu  übertragen.  Kann  man  dies,  so 
lassen  sich  aus  gelösten  Problemen  neue  ableiten.  Dies  soll  jetzt 
gelehrt  werden. 


Fig.  105. 


140)  Inversionsbeziehungen  bei  elektrischen  Bildern, 
a)  A^  und  B^  seien  die  Abbildungen  von  A  und  B  mit  Hilfe 
der  Inversion  durch  den  mit  Radius  q  um  0  gelegten  Kreis.     Aus 

OA  .  OA^  =  Q^ 
und 

OB .  OB^  =  Q^ 

folgt 

0AiOB=  OB^ :  OA^ 

und  damit  die  Ahnlicheit  der 
Dreiecke  OAB  und  OB^A^ 
Demnach  ist 

AB:A^B^  =  OA'.  OB^ 
oder,  da  OJBi  =  ^  ist, 

AB'.A^B^  =  0^  :  ^^  =  OAOBiq^  =  ^:0B,  =  q^iOA^OB^. 

Ist  nun  der  Winkel  a  unendlich  kein,  also  auch  AB  =  s  und  A^  B^  =  s^ 
unendlich  klein,  so  sind  auch  die  Unterschiede  zwischen  OA^  und  OB^y 
ebenso  die  zwischen  OA  und  OB  unendlich  klein,  man  darf  also  dann 

statt  OA '  OB  setzen  O-J?,  statt  OA^  •  OB^  ebenso  0A\, 

Wie  also  auch  ein  kleines  Element  s  einer  Geraden  oder  einer 
Kurve  gerichtet  sei,  stets  gilt  für  dieses  und  sein  Inversionsbild  die 
Proportion 

s:  s^  =  OA  :  Q  =  Q  :  OA^  • 
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Ein  kleines  von  A  ausgehendes  Linien-  oder  Bogenelement  giebt  dem- 
nach als  Inversionsbild  ein  Element 

-    A-   ?^ 

(Für  gröfseren  Winkel  a  gilt  diese  Beziehung  nicht,  denn  for 
solche  ist  s:s^  =  OA:  0B^  =  OB :  OA^) 

Daraus  läfst  sich  der  isogonale  Charakter  und  die  Ähnliclikeit 
in  den  kleinsten  Teilen  bei  dieser  Übertragung  ableiten.  Ein  kleines 
Dreieck  mit  den  Seiten  s^  ty  u  geht  in  ein  solches  mit  den  Seiten 

^i""^öZ«'    ^i""^öi«'    ^i""^al* 

über.     Die  Ähnlichkeit  ist  also  nachgewiesen. 

b)  Ahnliche  Figuren  verhalten  sich  wie  die  Quadrate  homologer 
Seiten.     Ist  also  die  kleine  Fläche  F^  das  Inversionsbild  von  Ff  so 

ist  F^:F=OA\:q\  d.h. 

F,  =  F'  -  =  F—- ' 

c)  Ähnliche  Körper  verhalten  sich  wie  die  dritten  Potenzen  ho- 
mologer Seiten.     Ist  also  J^  das  Bild  von  J,  so  ist 


e/j  :  e/  =   UA 

imd 


J^:J=OA\ 


0A\  /> 

d)  Die  elektrische  Ladung  E  geht  über  in 

^  Q  OA 

Der  Beweis  ist  oben  gegeben. 

e)  Aus 

OA,  a  OA^  p* 

E,  =  E^  =  E^    und    .,  =  .y  =  ._ 

folgt  durch  Division 

?i  =^-JL  =  EPA 

«1  8  OAi  8     p 

Nun  ist  aber  die  Dichte  der  elektrischen  oder  ponderablen  Belegung 
eines  Linienelements 

d\  =  —      bezw.     d  =  —  ' 
^         s,  s 
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Das  Bild  der  Belegung  d  eines  Linienelements  also  ist 

f)  Dieselbe  Betrachtung  für  die  Belegung  eines  Flächenelements 
ftlhrt  auf 

^  0A\  Q^ 

g)  Dieselbe  für  die  Belegung  eines  Eörperelements  führt  auf 

^  0A\  Q^ 

h)  Auch  Potentialwerte  lassen  sich  durch  Abbildung  übertragen. 
Befindet   sich  z.  B.  in  ^  die  Ladung  E,   deren  Potentialwert  in  B 

gleich  F  =  —  ist,  so  giebt  die  Abbildung  in  Ä^  die  Ladung 

E  =  E-^  =  E^^' 

V  

deren  Potential  in  B^  den  Wert  F^  =  —   hat.    Für  gröfsem  Winkel 
a  gilt  aber  die  Proportion 

s:s^  =  OA:OBi  =  OBiOA^, 


d.  h.  es  ist 


Es  ist  also 


^^  —  ^OA  ~^  OB' 


E^ 


*  «  8,  8  OB^  OBi  1        V  ST  7 

also 

F  =  F— =  F-?-. 
^^        ^    Q  ^  OB, 

Das  Verhältnis  der  Potentiale  ist  also  unabhängig  von  der  Lage 
des  geladenen  Punktes,  dagegen  abhängig  von  der  Lage  des  Pimktes, 
für  den  der  Potentialwert  genommen  ist  und  vom  Liversionsradius. 
Demnach  gilt  das  Gesagte  auch  von  mehreren  Ladungen. 

Hat  man  z.  B.  drei  Ladimgen,  deren  Potentialwerte  für  B  die 
Summe  f7  +  F  +  TF  geben,  so  findet  man  für  den  Bildpunkt  Bj^ 
den  Potentialwert  der  abgebildeten  Ladungen  als 


u,  +  r,-\-w,==iu+  F+  Tr)-"^  =  (fr4-  v-\-  w)J^ 
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Als  bekannt  werde  nun  vorausgesetzt  (vgl.  Meth.  Lehrbuch  II, 
Stereom.  Kap.  IX),  dafs  durch  Inversion  Kugeln  wieder  in  Kugeb 
übergehen,  wobei  die  Schnittwinkel  zweier  Kugeln  erhalten  bleiben, 
so  dafs  z.  B.  eine  Kugel,  die  die  Inversionskugel  rechtwinklig  schneidet, 
in  sich  selbst  übergeht.  Ebenen  gehen  in  Kugeln  über,  die  durch  das 
Inversionscentrum  gehen,  Kugeln  durch  letzteres  verwandeln  sich  in 
Ebenen.  Das  Inversionscentrum  ist  äulserer  Ahnlichkeitspunkt  der 
Kugel  und  ihrer  Bildkugel,  woraus  sich  harmonische  Beziehungen  er 
geben.  Die  ßechteckteilung  des  Raums  durch  koncentrische  Kugehi, 
Meridianebenen  und  Kugelflächen  geht  über  in  eine  solche  durch 
excentrische  Kugeln,  die  ein  Kugelbüschel  durch  einen  Kreis  orthogonal 
schneiden  und  in  eine  dritte  Orthogonalschar  von  Flächen,  die  gewisser- 
mafsen  als  Kegel  mit  kreisförmig  gebogenen  Seiten  betrachtet  werden 
können.  Alle  diese  Beziehungen  lassen  sich  elementar  entwickeln, 
wozu  man  besonders  Möbius  und  Reye  vergleiche.  Vorbeugend  sei 
bemerkt,  dafs  im  Raum  die  Niveauflächen  eines  Problems  nicht  in 
solche  des  Inversions-Problems  übergehen.  In  der  Ebene  dagegen  findet 
dies  statt. 


141)  Abbildung  gleichwertiger  Niveauflächen. 
Unter  den  zahlreichen  physikalischen  Sätzen,  die  sich  aus  obigem 
ableiten  lassen,  ist  folgender  von  besonderer  Wichtigkeit: 

Haben    mehrere    Niveauflächen    desselben    Anziehungs- 
problems   Belegungen,    deren    Potentiale    nach    aufsen'hin 

(oder     nach     innen 
Fig  106.  hin)  überall  gleich- 

wertig sind,  so 
haben  auch  ihre 
Bilder  Potentiale 
von  dieser  Eigen- 
schaft. 

Beispiel«  Die  ho- 
mogen mit  Masse  m 
belegte  Kugelschale  hat 
nach  aufsen  hin  das- 
selbe Potential,  wie  ihr 
gleich  stark  geladener 
Mittelpunkt.  Durch  Ab- 
bildung mittels  eines 
um  einen  äufseren  Punkt 
geschlagenen  Kreises 
geht  sie  in  eine  Kugelschale  über,  bei  der  nach  Nr.  139  die  Dichte 
umgekehrt    proportional    der    dritten   Potenz   der   Entfernung  (z.  B. 
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OJ^y    0^,    OCl)    ist.      Da   der    Kreis    durch    den   Mittelpunkt    P, 

durch  0  und  mit  OP  als  Durchmesser  (also  durch  Ä  und  B)  in  die 
Gerade  A^Bi  übergeht,  d.  h.  in  die  Berührungssehno,  ist  P^  der  0 
zugeordnete  Punkt.     Die  Ladung  von  P^   wird  nach  d) 

■ 

Die  Belegung  der  neuen  Kugel  und  die  Ladung  des  Punktes  P^  haben 
nach  aulsen  hin  dasselbe  Potential.  Die  Potentialwerte  für  gröfsere 
Entfernungen  stimmen  überein,  also  müssen  beide  Belegungen  gleich 

m  jYp  sein. 

So    ergiebt   sich   das   schon  in  Nr.  132  behandelte  Problem    in 
äulserst  einfacher  Weise. 

Beispiel.    Die  homogen  mit  Masse  m  belegte  Kugelschale  hat  im 

AU 

Lonem  überall  den  Potentialwert  F=  -,  z.  B.  auch  im  beliebig 
liegenden  Punkte  Q,  der  in  Q^  übergeht.     Nach  h)  wird 


m        Q     mg 


r  -TT       Y     ^     y_    ^'*       y^ 

'  OQ,  —  r  '  OQ,  —  OQ,[t 


also  umgekehrt  proportional  OQ^.    Nun  ist  aber  nach  vorigem  Beispiel 
die  Belegung 

m,  =  m'  ^~p=m—', 

also  ist 

T^  m      Q  wij  •  OP    Q       1     1       OP '  iw, 

^~0QT~  '~J      '  7  '  ÖQ,  ~  OQ,  '       T 

Aus  r  :  fi  ^  OP :  M^  folgt 

_       OP 
^  ~"  *"!  OM,  > 
demnach 'wird 

OM^ 


^^        OQ,'     T.fiP      —     OQ,     ' 


oder,  wenn  man  m^ *=  Wq  setzt , 


TT    "*0 

^'  ~  Oft 

d.  h.  gleich  dem  Potential  einer  in  0  angebrachten  Masse  m^,  die 
zu  m^  in  dem  früher  dargelegten  Verhältnisse  steht.  Also  auch  hier 
bestätigt  sich  alles  früher  Abgeleitete. 
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Die  Rechnung  vereinfacht  sich,  wenn  man  einen  Inversionskreis 
wählt,  der  die  Kugel  auf  sich  selbst  abbildet,  indem  er  sie  recht- 
winklig schneidet. 

BeispieL  Koncentrische,  homogen  mit  derselben  Masse  belegte 
Kugelschalen  haben  nach  auTsen  hin  dasselbe  Potential.  Folglich: 
Kreise  einer  sogenannten  Kreisschar,  die  mit  gleichen  Massen 
so  belegt  sind,  dafs  auf  jeder  die  Dichtigkeiten  umgekehrt 
proportional  dem  Kubus  der  Entfernung  von  einem  der 
Büschelpunkte  sind,  haben  nach  aufsen  hin  dasselbePotential. 

Beispiel.  Die  homogen  mit  Masse  ausgefüllte  Yollkugel  hat  nach 
auTsen  hin  dasselbe  Potential,  wie  der  mit  derselben  Masse  bel^e 
Mittelpunkt.  Nach  139  geht  sie  durch  Abbildung  in  eine  Kugel  über, 
deren  Dichtigkeit  im  Innern  umgekehrt  proportional  der 
fünften  Potenz  der  Entfernung  vom  Inversionscentrum  oder 
von  dessen  zugeordnetem  Punkte  in  der  Bildkugel  ist.  Das 
Potential  nach  aufsen  ist  überall  gleich  dem  einer  im  letzteren 

Punkte  befindlichen  Masse,  deren  öröfse  ^w.  •  ^^  gleich  der 

der  Bildmasse  ist.  Damit  ist  die  Ergänzung  zu  Nr.  135  gegeben. 
Die  koncentrische  homogen  erfüllte  Hohlkugel  hat  nach  aufsen 
hin  dasselbe  Potential,  wie  die  gleiche  Masse  im  Centrum.  Sie  geht 
in  eine  excentrische  Hohlkugel  des  vorigen  Dichtigkeitsgesetzes  über, 
für  deren  Büschelpunkte  dasselbe  gilt.  Das  Potential  im  Hohlraum 
der  ersteren  ist  konstant,  das  der  letzteren  ergiebt  sich  mit  bei  der 
Schale  als  gleich  dem  des  äufseren  Büschelpunktes  mit  einer  leicht 
zu  bestimmenden  Ladung.  Der  innere  Büschelpunkt  ist  nach  dem 
Asymptotengesetz  der  Schwerpunkt  der  so  mit  Masse  erfüllten  Kugel. 

Beispiel.  Jede  Niveaufläche  des 
symmetrischen  Zweipunktsystems  für 
gleichartige  Ladungen  hat  bei  der 
früher  ermittelten  Belegung  nach  aufsen 
hin  dieselbe  Potentialwirkung,  wie  die 
Punkte  M^  und  M^,  Man  bilde  mittels 
des  um  0  gelegten,  durch  M^  und  J/, 
gehenden  Kreises  ab,  dann  gehen  i/j 
und  Jfj  in  sich  selbst  über,  die  Niveau- 
flache  geht  in  ihre  reciproke  Fläche 
mit  einer  ganz  bestimmten  Belegung 
über,  z.  B.  bei  der  durch  0  gehenden 
Niveaufläche  in  eine  asymptotische 
Drehungsfläche,  deren  Gleichung  leicht  aus  der  ersteren  abzuleiten  ist. 
Die  Punkte  des  Aufsenraumes  der  ursprünglichen  Niveaufläche  gehen 
in  die  des  nicht  schrafflerten  Raumes  über.    Dort  sind  also  die  Niveau- 


Flg.  107. 

^4 

1                 /^^"^ 

/      VI 
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flächen  und  Stromlinien  der  neuen  Belegung  ebenfalls  identisch  mit 
denen  von  M^  und  M^.  Daraus  lassen  sich  weitere  Schlüsse  über 
das  Zweipunktproblem  ziehen,  da  sich  für  die  reciproken  Punkte  eine 
einfache  Beziehung  heraussteUt.  —  Entsprechendes  gilt  von  jeder  An- 
ordnung geladener  Punkte  auf  dem  Kreise  oder  auf  der  Kugel. 

Obwohl  im  allgemeinen  Niveauflächen  nicht  wieder  in  Niveau- 
flächen übergehen,  lassen  sich  in  der  genannten  Weise  aus  gelösten 
Problemen  neue  ableiten,  und  dazu  liefsen  sich  noch  zahlreiche  Bei- 
spiele geben. 


142)  Mehrfache  Spiegelung  bei  parallelen  Ebenen. 
Thomson  hat  aber  auch  Beispiele  behandelt,  bei  denen  mehrfache 
Spiegelung  vorkommt.  Auch  diese  bedeutungsvolle  Ergänzimg  seiner 
Methode  soll  an  einfachen  Beispielen  verdeutlicht  werden,  bei  denen 
es  sich  um  Influenzerscheinungen  auf  mehreren  Flächen  zugleich 
handelt. 

Aufgabe.  In  der  Mitte  zwischen  zwei  unbegrenzten 
Parallelebenen  Eq  und  E^  befinde  sich  ein  Punkt  P^  mit  der 
Ladung  +  E.  Dieser  rufe  auf  jeder  der  leitenden  Ebenen 
Influenz  hervor,  die  beiden  negativen  Influenzelektrizitäten 
aber  beeinflussen  sich  gegenseitig.  Die  elektrische  Dichtig- 
keit für  beliebig  liegende  Punkte  der  beiden  Ebenen  soll 
untersucht  werden. 

Auflosung.  Man  spiegele  P^  und  die  Ebene  E^  gegen  die 
Ebene  Eq,  was  P_i  mit  der  Ladung  —  E  und  die  Ebene  E—i  giebt. 
Alles  jetzt  Vorhandene  spiegele  man 
gegen  die  Ebene  E^,  das  neu  Erhaltene 
gegen  E^y  das  jetzt  Neue  gegen  Eq  u.  s.  w. 
So  erhält  man  auf  der  Geraden  AB 
unendlich  viele  Punkte  in  gleichen  Ab- 
ständen 21  mit  wechselnden  Ladungen 
-|-  E  und  —  E  und  dazwischen  ent- 
sprechende Ebenen.  Jede  der  Ebenen 
ist  Symmetrieebene  des  Problems  der 
so  geladenen  Pxmkte.  Die  Punkte 
rechts  und  links  von  Eq  z.  B.  bringen 

auf  der  Ebene  eine  Influenzverteilung  hervor,  die  identisch  mit  der 
auf  El  hervorgebrachten  ist.  Entfernt  man  jetzt  alles,  was  rechts 
und  links  von  E^  liegt,  so  hat  man  die  Lösung  des  Problems.  Denn 
durch  die  entsprechende  Belegung  beider  Ebenen  ist  alles  Aufsen- 
liegende  ersetzt  worden. 

Nach  Nr.  136  geben  die  Punkte  P^  und  P_i  zusammen  der 
Ebene  Eq  in  einem  beliebigen  Punkte  die  elektrische  Dichtigkeit 


Fig.  108. 
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wenn  r  die  Entfernung  des  untersuchten  Punktes  von  der  Geraden  AB 
ist.  Die  Punkte  Pj  ^^^  ^—2  haben  von  Eq  die  Entfernung  3Z,  sie 
haben  entgegengesetzte  Ladungen,  wie  die  vorigen,  verändern  also  die 
Normalkraft  und  geben  die  Dichtigkeit 

Eni 


'2  3^? 

P3  imd  P_3  geben 

^»         "^"  2«(26Z«  +  r«)' 

und  so  geht  es  in  unendlicher  Keihe  weiter.    Die  Dichtigkeit  in  dem 
untersuchten  Beispiele  wird  also 


A  El 

*  =  -2« 


■ 1 3_  . 6 7__ 

S  8      I  "3  s      I 


Diese  Formel  giebt  die  Dichtigkeit  der  Belegimg  beider  Ebenen  Eq 
und  Ej^  in  jedem  Punkte.  Die  Reihe  in  der  E[lammer  ist  eine  schnell 
konvergierende  oszillierende.  Bildet  man  die  Lösungen  der  ersten  n 
bezw.  (n  +  1)  Glieder,  so  liegt  die  wirkliche  Lösung  zwischen  diesen 
Resultaten.  Man  kann  also  für  jeden  Standpunkt  der  Berechnui^  die 
Fehlergrenze  angeben.  Eine  geschlossene  Lösung  würde  man  aller- 
dings erst  haben,  wenn  man  die  Formel  für  die  Summe  der  Reihe 
ermittelt  hätte.  Diese  Ermittelung  soll  aber  hier  unterbleiben,  da 
nur  eine  Idee  von  der  Methode  gegeben  werden  soll. 

Die  Simime  der  Elektrizitäten  für  jede  Gesamtebene  würde  sein 

—  [E  —  E-i-E  —  E  +  E  —  E-^ ], 

so  dals  die  Vermutung  nahe  liegt,  es  würde  sich  um  den  Mittelwert 
zwischen  je  zwei  aufeinander  folgenden  Näherungswerten  0  und  —  £, 

d.  h.  um  —  —  handeln.     Dies  ist  in   der  That   der  Fall,   denn  man 

kann  sich  die  beiden  Ebenen  im  unendlichen  Bereiche,  wo  die  Dichtig- 
keit gleich  Null  ist,  als  geschlossen  denken,  wodurch  nichts  geändert 
wird.  Man  könnte  sich  z.  B.  vorstellen,  dafs  es  sich  um  ein 
Drehimgsellipsoid  von  der  Drehungsachse  21  handelt,  welches  aber 
bis  ins  Unendliche  reicht.     Auf  diesem  würde  die  Influenzelektrizität 

E 
gleich  —  E  sein,   so  dals  auf  jeden  der  beiden  Teile  —  ~  kommt. 
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143)  Mehrfache  Spiegelung  bei  Berührungskugeln.  Bildet 
man  das  Problem  mit  Hilfe  irgend  einer  Kugel  ab^  so  erhält  man 
die  Lösung  des  Problems  zweier  einander  berührender  KugelflächeU; 
bei    denen    der    influenzierende 

Punkt  irgendwo  auf  einer  dritten  ^'^ff  Jw> 

Kugel  Uegt^  die  den  Raum 
zwischen  den  beiden  anderen 
isothermisch  teilt,  d.  h.  so,  dals 
die  eine  Kugel  in  Bezug  auf 
sie  zur  anderen  reciprok  ist. 
Die  Berührimg  kann  dabei  eine 
äulserliche  oder  eine  innerliche 
sein.  Hat  die  abbildende  Kugel 
ihr  Centrum  irgendwo  auf  der 
den  Raum  zwischen  den  beiden 
Parallelebenen  halbierenden  Pa- 
rallelebene, so  handelt  es  sich 

um  den  durch  Fig.  109  dargestellten  Symmetriefall,  wo  P  auf  zwei 
sich  berührenden  gleich  grofsen  Kugeln  Influenz  hervorruft.  Die  Über- 
tragung geschieht  nach  den    oben   auseinandergesetzten  Grundsätzen. 

Wählt  man  als  Inver- 
sionscentrum einen  beliebigen  ^i«  iio. 
Punkt  0  im  Aufsenraume 
der  ParaUelebene,  als  In- 
versionsradius die  Entfernung 
OQ  z=  Q  bis  zur  Mittelebene, 
so  verwandelt  sich  diese  in 
eine  Kugel  mit  dem  Durch- 
messer OQ.  Die  von  der 
Inversionskugel  in  F  und  G 
geschnittene  Ebene  geht  über 
in  eine  Kugel  durch  0,  G 
und  F.  Der  rechte  Winkel 
OGD^  giebt  einen  vierten 
Punkt  £i,  und  dabei  ist 
von  selbst 


0A=7rn  = 


9-1 


Für    die    letzte    Kugel    ergiebt    sich    der   Punkt   £,    mit   Hilfe   der 
Tangente  EH  und  des  Lotes  HE^^,  wobei 


^^x-^  = 
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ist.  Die  äufsere  Kugel  ist  das  Reciproke  des  Innern  in  Bezug  auf 
die  mittlere  Kugel ,  was  dem  Begriffe  der  isothermischen  Teilung 
entspricht.  Auf  der  letzteren  Kugel  liegt  irgendwo  der  influenzierende 
Punkt^  der  die  beiden  anderen  Kugeln  beeinflufst. 

Wählt  man  einen  beliebigen  Punkt  0  zwischen  den  Parallelebenen 
und  OQ  als  Inversionsradius^  so  geht  die  Mittelebene  in  die  Kugel 

Pig.  111. 


mit  OQ  als  Durchmesser  über,  die  in  F  und  G  von  der  Inversions- 
kugel getroffene  Ebene  in  die  Kugel  durch  0,  Gj  F  und  D^,  wobei 
^  OGD^  =  90«,  und 

^^1—  OD        l-Q 

ist.  Die  letzte  Ebene  geht  durch  0  und  E^y  wobei  E^  mit  Hilfe 
der  Tangente  EH  und  des  Lotes  HEj^  gefunden  wird  und 

ist.  Die  durch  0  und  Q  gehende  Kugel  teilt  den  Raum  zwischen 
den  beiden  anderen  isothermisch,  d.  h.  so,  dafs  die  eine  die  Abbildung 
der  anderen  ist. 

Der  FaU,  wo  P  beliebig  zwischen  den  beiden  Parallelebenen  oder 
den  sich  berührenden  Kugeln  liegt,  wird  ganz  ähnlich  behandelt. 

144)  Aufgabe.    Zwei  Ebenen  Eq  und  E^  mögen  sich  unter  dem 

Winkel  30«  =  ^~  schneiden.    Auf  der  den  Winkel  halbierenden  Ebene 

liege  ein  influenzierender  Punkt  P^  mit  der  Ladung  -f-  E,  Die  Influenz- 
verteilung soll  untersucht  werden. 
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Auflosmig.  Man  bilde  wie  vorher  die  Spiegelbilder,  was  Punkte 
Pj,  Pj,  P4,  P5,  Pg  mit  abwechselnden  Ladungen  —  £,  +  ^;  ^^d 
ebenso  Punkte  P_i,  P— «,  P— 3,  •  . .  P—g  mit  solchen  Ladungen  giebt. 
Durch  die  sämtlichen  Punkte  werden  die  beiden  Ebenen  ersetzt. 


Fig.  118. 


Pj  und  P_i  haben  von  E^  die  Entfernung  l^.  Jeder  Punkt  in 
Entfernung  x  von  der  Senkrechten  durch  M  hat  von  PiP_i  die  Ent- 
fernung r^  =  X  —  -äf-^i,  wo  A^  den  Schnitt  von  Eq  und  PiP— 1  be- 
deutet.    Die  Dichte  in  ihm  bestimmt  sicti  als 

d, Ek. 

1  Q-r 


2  9r 


CJ+'I) 


Ebenso  haben  P,  und  P_2  yon  E^  die  leicht  zu  berechnende  Ent- 
fernung ij.  Der  vorher  behandelte  Punkt  hat  von  P^P_i  die  Ent- 
fernung r,  =  X  —  Äf.     Dies  giebt  die  Dichtigkeit 


(^?  +  ^) 


Ebenso  bestimmt  sich  die  aus  den  übrigen  Punkten  P3  und  P_s, 
P^  und  P-4,  P5  und  P_5,  Pg  und  P_6  hervorgehende  Dichtigkeit. 
Diese    kann  also  für  die  ganze  Ebene  Eq,   also  auch  für  die  Halb- 
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ebene  ME^  in  geschlossener  Form  berechnet  werden.     Dies  ist  fiir 

360® 

jeden  Winkel  a  =  ——  möglich,  sobald  n  ganze  Zahl  ist. 

Durch  Abbildung  erhalt  das  Problem  hier  zwei  sich  unter  « 
schneidende  Kugeln  und  einen  zwischen  ihnen  „isothermisch"  liegenden 

Punkt. 
Fi«  ii8  Im  engsten  Anschlufs 

^*^>.  an  Thomson  bezw.  Max- 

well soll  jetzt  folgende 
Aufgabe  gelöst  werden: 

145)  Aufgabe:  Zwei 
von  einander  ge- 
trennte, jedoch  abge- 
leitete koncentrische 
Kugelflächen  werden 
von  einem  zwischen 
ihnenliegendenPunkte 
influenziert.  Die 

Mengen  der  Influenz- 
elektrizitäten sollen 
bestimmt  werden. 

Auflösung.  Die  erste 

^"- -""  innere  Kugel  K^  habe  den 

Radius  0^  =  6,  die  zweite, 
äufsere  K^  den  Radius  OB  =^b  -  e^.  Die  Lage  des  Punktes  P  sei 
durch  OP  ^^b  '  e"  bestimmt. 

a)  Zunächst  werde  P  gegen  K^  gespiegelt,  was  den  Punkt  Q^ 
geben  mag,  dann  dieser  gegen  E^,  was  P^  giebt,  dieser  gegen  Ki^ 
was  Q^  giebt  u.  s.  w.    Dabei  i9t  für  jede  durch  K^  vermittelte  Spiegelung 


OP.OQ,  =  b',     OP,'OQ,^b\  . 
für  jede  durch  K^  vermittelte  ist 
0^0  •  OP,  =  feV-,      OQ,  .  OP^  =  b^e'^, 
Demnach  ist 

0(2,  = -^  =  -^  =  6^«, 

OP^  =  ?-^-  =  ^J-  =  Je«+2.r 


•; 


OP.  ■  OQ,  =  b»; 


0Q.-1  •  OP.  =  ftV-. 


OQ, 


he 


h*  b' 
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Q  9 

^        OP,       6«-+*"° 

Bezeichnet  man  die  Ladung  der  Punkte  durch  die  ihnen  beigel^en 
Buchstaben,  so  dals  z.  B.  P  die  Ladung  von  P  ist,  so  wird  nach  Nr.  139 

öl  =  —  Pi .  ^^ Pe-  ^^ =  P^(»+-), 

P,=  —  öl  — •  =  P^("+-) .  -^-^ P'^^, 

allgemein 

P,  =  Pe-«',    Ä  =  —  Pe-("+'«'). 

Dies  ist  bis  ins  unendliche  fortzusetzen. 

b)  Man  bilde  jetzt  P  gegen  K^  ab,  was  Q'^  giebt,  sodann  Q'^ 
gegen  JT^,  was  P^  giebt,  dieses  gegen  K^y  was  ^^  giebt  u.  s.  w.  Dann 
wird  entsprechend 

0Q[  =  ftß««'-^      OP;  =  6a«-»«' 

og;  =  6«*«'-»,    op;  =  fea«-*'% 

und  aUgemein 

OP;  =  66«-«'«',     OQ;  =  66»'«'-«. 

Die  Ladungen  werden  allgemein 

P^  =  Pe— «'^     ö,'  =  —  PC^-". 

c)  Zu  den  NiveauflächAi  sämtlicher  Punkte  gehören  die  beiden 
Kugelflächen  und  alle  ihre  gegenseitigen  Abbildungen.  Die  Kugel  K^^ 
mit  ihrer  Belegung  kann  durch  die  imiere  Punktreihe,  die  Kugel  E^ 


1 
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mit  der  ihrigen  durch  die  äufsere  Punktreihe  ersetzt  werden.  Die 
innere  Reihe  enthält  alle  Punkte  P'  und  Q,  die  äufsere  alle  Punkte  P 
und  Q\  alle  P  sind  positiv,  alle  Q  negativ  geladen. 

Die  Ladung  der  inneren  Kugel  ist  gleich  der  Summe  der  Ladungen 
aller  Q  und  aller  P\     Die  einen  geben 

2^.  =  —  P^"*  (1  +  ^"^  +  «"'"'  +  «"'"'  H ) 

0 

—  u  —UAO  -,*r  — «/ 

p     5  =—  P =  P 

die  anderen 


1 


=  P  -^^ =  P 


Die  Ladimg  der  inneren  Kugel  wird  also 


,10  —  U  -1  ^w  —  u 


R^ P^ [-P—^ P' 


c"'--l 


; 


oder 


oder,  da 


ist, 


d.h. 


j*j   = . 

1  e"     c«'  — l' 


,^        OP        OP  .       ^        OB        OB 

/»«  =xs  —  :=  —       und     fi^  =  —  =^  — 
^  ?>  OA     ^^^     ^  h  OA 

OBOP 

V  ——  V    ^     J^ ^ 

^A  —        ^'  OP'    OB  ' 


j^ jyOA    OB  —OP p  OA  PB 

^i~        ^  OP'  OB'^ÖA~        ^  OP  AB 


d)  Die  äufseren  Punkte  geben  auf  der  äufseren  Kugel  folgende 
Influenzmengen:  P,  mit  Ladung  Pc***  giebt  auf  der  Kugel 

P, .  -^  =  Pe*«' .  -^-  =  Pe-^^M—i)^) . 
Dies  giebt  die  Reihe 


V=  Per—  [(^  +  c-«"  +  c-««-  H ]  =  P-^^ =  P  ^ 
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Jedes  Olied  der  anderen  Gruppe  Q'^    mit  Ladung  —  Pe^~^  giebt  auf 
der  Aufsenkugel  die  Ladung 

—  Pc»«— *  -^'- Pe'^-u  .  -p^  =  —  Pe«'Ci-*) . 

Die  Summe  von  s  =  1  bis  s  =  oo  wird 

—  P[(^  +  e-^  +  c-««-  H ] P  — ?^- P     ^"^ 


u^....^^       -'-    '■- 


IP  IT  — I*  W  ^Uf—U 

p r L  p  1 =— p^-  ~^ 


Setzt  man  wieder 


e-^gl    und    e<'  =  §? 


ein,  so  erhält  man  als  Ladung 

«  ^     OP    AB 

e)  Dabei  ist 

pijP__prOÄ   PB_.qB   AFI j^OAPB  +  {OA  +  AB)AP 

Ai-^2—       ^lOP'  AB^  OP'  Ab}~       ^  OP  AB 

j,OA{PB  +  AP)  +  AB   AP  ^  _  p    OA   AB-^AB   AP 

~  OP  AB  ~  OP  AB 

_  _  P    OA  +  AP  _  _  p 
~        ^'        OP       ~ 

Die  beiden  Kugeln  zusammengenommen  verhalten  sich 
also  wie  ein  geschlossener  Hohlraum,  bei  dem  die  Influenz- 
elektrizität dieselbe  Menge  hat,  wie  die  influenzierende. 

Femer  ist 

E^:E^=OAPB:OB'  PA. 

[Sind  OÄ  und  OB  unendlich  grofs,  aber  AB  endlich,  so  ist 

E,:E^  =  PB:AP, 

d.  h.  auf  parallelen  Ebenen  verhalten  sich  die  Mengen  der  Influenz- 
elektrizität umgekehrt,  wie  die  Abstände  von  der  Ladung  Pj  und 
zwar  ist 

Damit  ist  ein  wichtiges  Resultat  für  das  allgemeine  Ebenenproblem 
gefunden,  welches  ganz  ähnlich,  wie  das  Kugelproblem,  auf  zwei 
Gruppen  von  Punkten,  fahrt.] 

HolBmttUer,  Ing- Math.  II,  Potentialtheorie.  1 4 


210     Kapitel  VII.    Methode  der  elektrischen  Bilder,  der  Symmetrie  etc. 

Liegt   bei   den   koncentrischen  Kugeln  P   auf  der   isothermisch 
teilenden  Kugel  ^  so  ist 

OAOB=  OP'  =  (OÄ  +  AP)  (OB  —  BP), 
also 

OAOB=OAOB+OB'AP  —  BP  {OA  +  AP), 

OB'AP  =  BPOA  +  BP'AP  =  BP'OP, 

Demnach  wird  in  diesem  Falle 

OABP  ^OB' AP  — BP' AP 


^i  =  — -^öp: 


AB~        ^  OP  AB 


__  jp^P{OB  —  BP)_        j^AP  0P_        ^AP 
~        ^         OPAB         ~  OP'AB~        ^  AB' 

W         _  V^llAI ^BPOP  _         j^BP 

^2=        ^  OP'AB~  OP  AB  AB' 

Das  Verhältnis  vereinfacht  sich  also  zu 

E^:E^  =  AP:BP, 

während 

E,  +  E,  =  —  E 
bleibt. 

[Sind  die  Kreise  unendlich  grofs,  also  Parallelebenen,  so  liegt 
jetzt  P  auf  der  den  Zwischenraum  halbierenden  Parallelebene  und  es 
wird  AP  =  BP,  also  E^  =  J^g] 

In  diesem  Falle  bilden  die  Radien  der  Bildpunkte,  ebenso  die 
der  Ladungen,  eine  einfachere  geometrische  Reihe  (letztere  mit 
wechselnden  Vorzeichen),  so  dafs  die  Rechnung  einige  Erleichterungen 
bietet,  namentlich  wenn  man  OP^  =  1  setzt. 

Die  Berechnung  der  Dichtigkeit  in  jedem  Punkte  hat  so  zu  er- 
folgen, dafs  man  bei  der  Lmenkugel  nach  der  früheren  Dichtigkeits- 
formel ftir  jeden  Lmenpunkt  und  seine  Ladung  die  Dichtigkeiten  fest- 
setzt und  die  oszillierende  Reihe  aufstellt.  Die  Summierung  derselben 
macht  im  allgemeinen  Schwierigkeiten,  da  sie  aber  schnell  konvergiert, 
ist  der  Fehler  leicht  einzugrenzen,  denn  die  Summe  liegt  zwischen  der 
Summe  der  n  ersten  und  der  Summe  der  (n  +  1)  ersten  Glieder.  — 
Durch  Abbildung  kann  man  zu  excentrischen  Kreisen  und  auseinander- 
liegenden Kreisen  übergehen. 

Weitere  Beispiele,  besonders  auch  die  Übertragung  des  Problems 
der  Kreisscheibe  auf  die  Kugelkalotte,  findet  man  bei  Maxwell  und 
Thomson.  Die  Fruchtbarkeit  der  Methode  ergiebt  sich  aber  schon 
aus  den  hier  behandelten  Problemen. 


Kapitel  Vm. 

Centrobarisclie  Flächenbelegungen  und  Körper. 


146)  Rückblick.  Sowohl  die  homogene  Kugelschale  als  auch 
die  homogene  Voll-  und  koncentrische  Hohlkugel  ziehen  jede  äufsere 
Masse  so  an,  als  ob  ihre  eigene  Masse  im  Mittelpunkte,  d.  h.  im 
Schwerpunkte,  vereinigt  wäre.  Wird  femer  eine  Eugelschale  so  mit 
Masse  belegt,  dals  die  Dichtigkeit  umgekehrt  proportional  der  dritten 
Potenz  der  Entfernung  von  einem  inneren  oder  äufseren  Punkte  ist, 
so  ist  der  erstere,  bezw.  das  Bild  des  zweiten,  für  jede  äufsere  Masse 
als  Attraktionscentrum  zu  betrachten.  Daraus  folgt  sofort  fiir  den  Fall, 
dafs  diese  Masse  in  unendlicher  Entfernung  liegt,  dafs  das  Attraktions- 
centrum  zugleich  der  Schwerpunkt  ist.  Dasselbe  gilt  von  der  Voll- 
kugel, sobald  die  Dichtigkeit  umgekehrt  proportional  der  5*®**  Potenz 
der  Entfernung  von  einem  äufseren  oder  inneren  Punkte  ist,  ebenso 
von  der  entsprechenden  excentrischen  Hohlkugel,  deren  Flächen 
Orthogonalflächen  zu  dem  Kreisbüschel  durch  den  äufseren  Punkt 
und  sein  Bild  bezw.  zu  den  zugehörigen  Kugeln  sind. 

Femer  wurde  folgendes  gezeigt:  Wird  eine  in  sich  geschlossene 
Fläche  nach  der  Erde  abgeleitet  imd  von  einem  inneren  Punkte  aus, 
der  mit  der  Elektrizität  +  E  geladen  ist,  influenziert,  so  ordnet  sich 
die  Influenzelektrizität  —  E  erster  Art  so  an,  dafs  das  Potential  für 
den  gesamten  Aufsenraum  gleich  Null  ist.  Die  Wirkungen  der  Ladung 
und  die  der  Influenzelektrizität  heben  sich  nach  aufsen  hin  in  jedem 
Punkte  auf,  abgesehen  vom  Vorzeichen  wirkt  also  jede  von  beiden 
genau  ebenso  wie  die  andere.  Die  entsprechende  Belegung  der  Fläche 
mit  ponderabler  Masse«  wirkt  also  nach  aufsen  genau  ebenso,  wie  der 
mit  derselben  Masse  versehene  innere  Pimkt.  Die  nach  aufsen  gehenden 
Kraftlinien  sind  also  Gerade,  die  Niveauflächen  koncentrische  Kreise. 
Da  femeir  die  Asymptoten  der  Kraftlinien,  d.  h.  die  Geraden  selbst, 
durch  den  Schwerpunkt  gehen,  so  ist  der  den  influenzierenden  Punkt  ver- 
tretende Massenpunkt  zugleich  Schwerpunkt  der  Belegung.    Vgl.  136. 

14* 
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147)  Unterschied  zwischen  Flächen-  und  Körper- 
belegungen. Die  Lehre  von  der  Influenzelektrizität  lehrt  uns  also, 
dafs  es  Massenbelegungen  für  in  sich  geschlossene  Flächen  giebt,  die 
nach  aufsen  ebenso  wirken,  wie  ein  im  Innern  beliebig  gelegener  Massen- 
punkt, und  zwar  giebt  es  für  jeden  Massenpunkt  eine  be- 
stimmte und  nur  diese  einzige  Art  der  Belebung,  denn  auch  die 
Influenzelektrizität  ordnet  sich  nur  auf  eine  einzige  Art  an,  sobald  die 
Punktladung  eine  bestimmte  Lage  hat.  Für  solche  Belegungen  ist 
also  das  Attraktionscentrum  in  Bezug  auf  äufsere  Massenpunkte  und 
körperliche  Massen  von  beliebiger  Gestalt  und  Dichtigkeitsanordnung, 
sobald  sie  nur  ganz  aufsen  liegen,  stets  dasselbe.  Man  nennt  eine 
solche  Belegung  eine  centrobarische  Belegui^. 

Man  kann  sich  nun  den  Innenraum  kontinuierlich  durch  in  sich 
geschlossene  aufeinanderfolgende  Flächen  ausgefüllt  denken,  was  auf 
unendlich  viele  verschiedene  Arten  geschehen  kann,  da  die 
gewählten  Gestalten  willkürliche  sein  können.  Dabei  soll  jede  der 
Flächen  eine  entsprechende  centrobarische  Belegung  erhalten.  Das 
Dichtigkeitsgesetz  für  den  Körper  wird  dabei  selbstverständlich  ein 
anderes,  wie  für  die  einzelnen  Flächen.  Für  die  Kugel  z.  B.  ging  die 
3**  Potenz  in  die  5*®  über.  Vgl.  140g.  Dann  ist  der  ganze  Körper 
centrobarisch.    Folglich : 

Ein  von  einer  in  sich  geschlossenen  Fläche  begrenzter 
Raum  kann  auf  unendlich  viele  Arten  so  mit  Masse  angefüllt 
werden,  dafs  er  centrobarisch  wirkt  und  zwar  wie  ein  der 
Lage  nach  in  seinem  Innern  gegebenes  Attraktionscentrum. 

Aus  dem  centrobarischen  Verhalten  eines  Körpers  lassen  sich 
also  keine  Schlüsse  auf  die  Art  der  Massenverteilung  in  seinem  Innern 
ziehen. 

In  den  früheren  Betrachtungen  kamen  aufser  den  oben  genannten 
noch  andere  Ableitungen  centrobarischer  Belegungen  vor.  Man  denke 
z.  B.  an  das  symmetrische  Zweipunktproblem.  Die  Kraftlinien  und 
Niveauflächen  desselben  werden  nicht  geändert,  wenn  man  an  Stelle 
des  einen  Punktes  eines  der  getrennten  Ovale  setzt^  natürlich  mit  der 
entsprechenden  Belegung.  Weil  der  Punkt  durch  das  so  belegte  Oval 
ersetzt  werden  kann,  wirken  beide  nach  aufsen  hin  in  überein- 
stimmender Weise.  Das  Oval  hat  also  eine  centrobarische  Belegung 
und  der  Punkt  ist  deren  Schwerpunkt.  Dies  gilt  von  allen  Problemen 
für  getrennte  Massenpunkte  und  die  Niveauflächen,  die  nur  einen 
dieser  Punkte  umschliefsen,  ihn  also  bei  entsprechender  Belegung 
ersetzen  können. 

148)  Centrobarische  Weltkorper.  Angenommen,  ein  Welt- 
körper sei  centrobarisch,   dann  wirkt   er  auf  jeden  äufseren  Massen- 
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punkt  so,  als  ob  die  Anziehung  von  dem  Attraktionsceutram  ausginge, 
umgekehrt  wird  er  von  allen  ihn  umgebenden  Massen  so  angezogen, 
dafs  sämtliche  Einzelkräfte,  also  auch  die  Resultante,  in  diesem 
Gentrum  angreifen.  Ist  die  Resultante  gleich  Null,  so  herrscht 
Gleichgewicht,  denn  drehende  Eräftepaare  können  dabei  nicht  in 
Erscheinung  treten.  Der  Körper  kann  um  das  Centrum  be- 
liebig gedreht  werden,  ohne  dafs  das  Gleichgewicht  ge- 
stört wird. 

Denkt  man  sich  diesen  Weltkörper  festli^end  und  aufser  ihm 
nur  noch  einen  einzigen  anderen  Weltkörper,  dem  irgend  eine  Ge- 
schwindigkeit in  beliebiger  Richtung  gegeben  werde,  dann  bewegt  sich 
der  letztere  so,  als  ob  er  von  einem  festen  Punkte  angezogen  würde, 
d.  h.  in  einer  Eegelschnittbahn,  deren  einer  Brennpunkt  das  Attraktions- 
centrum ist. 

Man  denke  sich  zwei  centrobarische  Körper  allein  im  Welträume 
und  gebe  jedem  eine  nach  Gröfse  und  Richtung  beliebige  Geschwindig- 
keit, dann  werden  sie  sich  folgendermafsen  bewegen.  Der  Schwer- 
punkt   des    Systems    bewegt    sich    geradlinig    mit    der    reduzierten 

Anfangsgeschwindigkeit   ^  *  J] — ^-^,   wobei    im  Zähler    die  Addition 

in  mechanischem  Sinne  aufzufassen  ist,  also  auch  die  Richtung  giebt. 
Beide  Körper  bewegen  sich  in  Bezug  auf  den  ruhend  zu  denkenden 
Schwerpunkt  in  ähnlichen  Kegelschnittbahnen,  z.  B.  in  Ellipsen; 
d.  h.  der  Schwerpunkt  jedes  Einzelkörpers  macht  diese  Bewegung. 
Aufserdem  macht  jeder  Körper  Drehungen  um  seinen  Schwer- 
punkt, die  zunächst  um  feste  Hauptachsen,  aber  auch  um  irgendwie 
schwankende  beliebige  Achsen  geschehen  könnten.  DieseDrehungen 
erfolgen  aber  ohne  jede  gegenseitige  Einwirkung.  Es 
wird  sich  jedoch  zeigen,  dafs  Schwankungen  der  Achsen  nicht  statt- 
finden können,  da  das  Gentralellipsoid  solcher  Körper  eine  Kugel, 
also  jede  Schwerpunktsachse  Hauptträgheitsachse,  d.  h.  freie  Drehungs- 
achse ist. 

Wäre  also  z.  B.  die  Erde  ein  centrobarischer  Körper,  so 
würde  die  Sonne  nicht  imstande  sein,  an  ihr  Präzessions- 
erscheinungen hervorzurufen;  ebensowenig  würde  der  Mond 
Nutationen  der  Erdachse  veranlassen.  Da  diese  Erschei- 
nungen stattfinden,  ist  die  Erde  kein  solcher  Körper. 

Die  centrobarischen  Körper  geben  also  den  einfachsten  Fall  für 
die  astronomischen  Theorien,  z.  B.  für  das  Problem  der  zwei  bezw. 
drei  Körper,  die  auf  einfache  Punktprobleme  reduziert  werden 
können.  Dergleichen  Annahmen  werden  in  der  Regel  stillschweigend 
gemacht,  sie  bedürfen  aber  der  Präzisierung  im  Sinne  der  centro- 
barischen Theorie. 
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149)  Einige  Sätze  über  centrobarische  Korper.  Es  lassen 
sich  über  solche  Körper  mehrere  einfache  Sätze  aussprechen.  Aus 
obigem  geht  zunächst  folgender  hervor: 

Ist  ein  Körper  centrobarisch  in  Bezug  auf  einen  frei 
beweglichen  Massenpunkt^  so  ist  er  es  auch  in  Bezug  auf 
jede  beliebig  gestaltete  Masse. 

Die  englischen  Physiker  haben  auch  den  folgenden  Satz  und 
seinen  Beweis  für  notwendig  gehalten: 

Ist  ein  Körper  centrobarisch  für  eine  einzige  frei- 
bewegliche und  irgendwie  gestaltete  Masse^  so  ist  er  es  auch 
in  Bezug  auf  jeden  Massenpunkt  (und  jede  beliebige  andere 
Masse). 

Der  Beweis  läfst  sich  folgendermalsen  führen: 
Ist  K  der  Körper  und  m  die  beliebig  gestaltete  Masse,  auf  die 
er  in  jeder  Lage  sich  centrobarisch  einwirkend  verhält,  so  denke  man 
sich  eine  beliebige  Kugelfläche,  die  m  berührend  einschliefst,  K  aber 
ausschliefst.  Durch  Drehungen  um  den  Mittelpunkt  M  kann  mau 
die  Masse  m  in  neue  Lagen  bringen.  Nach  der  Voraussetzung  wirkt 
sie  dann  stets  so,  dals  die  anziehende  Kraft  im  Attraktionscentrum  Q 
angreift.  Man  denke  sich  nun  die  Kugelfläche  in  n^  gleich  grofse 
Felder  eingeteilt,  z.  B.  durch  Meridiane  und  Parallelkreise.    Jedes  der 

Felder  soll  in   seinem  Mittel- 
^**  ^^*-    punkte  von  einem  nach  dort- 

hin um  M  gedrehten  Körper  m 
berührt   werden.     Dabei  wird 
angenommen,   dafs   ein  über- 
bI^    ]"'  \     greifen  der  Körper  ineinander 

nicht    störend    wirkt,    aufser- 
dem    soll    die    Dichtigkeit   S 

./^v  jedes  Punktes  in  — ,  verwandelt 

werden.  Weil  die  Anziehungs- 
kraft jedes  Körpers  in  Q  an- 
greift, greift  auch  die  aller  w*  Körper  dort  an.  Dies  bleibt  auch 
richtig,  wenn  man  n  imendlich  grols  nimmt,  wobei  der  Raum  einer 
Vollkugel  oder  Hohlkugel  gleichmäfsig  und  kontinuierlich  mit  solchen 
Körpern  angefüllt  ist.  Die  Masse  jedes  Pimktes  ist  jetzt  gleichmäßig 
über  die  durch  ihn  gehende  koncentrische  Kugelfläche  verteilt  vorden, 
sie  zieht  jetzt  so  an,  als  ob  sie  mM  befindlich  wäre,  und  die  Kraft 
greift  in  Q  an.  Dies  gilt  von  sämtlichen  Punkten  der  Masse  M. 
Ihre  neue  Anziehung  ist  so,  als  ob  die  ganze  Masse  in  M  vereinigt 
wäre.  In  Bezug  auf  diesen  willkührlich  gewählten  Punkt  ist  jetzt  die 
Masse  K  centrobarisch,  sie  ist  ebenso  centrobarisch  in  Bezug  auf  jeden 
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beliebigen  anderen  Punkt  ihres  AufenraumeS;  also  auch  centrobarisch 
in  Bezug  auf  jede  beliebige  aufsen  liegende  Masse. 

Das  Attraktionscentrum  eines  centrobarischen  Körpers 
kann  nur  in  seinem  Innern  liegen.  Wird  nämlich  die  betreffende 
Fläche  von  aufsen  her  influenziert^  so  wird  bei  Ableitung  zur  Erde 
zwar  das  Potential  fOr  den  Innenraum  gleich  Null,  aber  nicht  für 
Punkte  des  Aufsenraumes.  Es  ist  nicht  ausgeschlossen ,  dafs  eine 
c^itrobarische  Belegung  entsteht^  wie  z.  B.  bei  der  Eugelfläche,  aber 
dann  ist  nicht  der  äufsere,  sondern  ein  innerer  Punkt  Attraktions- 
centrum. Sobald  ein  Körper  seinen  Schwerpunkt  im  Aufsenraume 
hat,  kann  er  nicht  centrobarisch  sein.  Ringkörper  z.  B.,  die  durch 
Rotation  entstehen,  sind  niemals  centrobarisch.  Auch  ein  aus  ge- 
trennten Teilen  bestehender  Körper  kann  als  Ganzes  genommen  nicht 
centrobarisch  sein. 

150)  [Die  wichtigste  mechanische  Eigenschaft  centrobarischer 
Körper  ist  die,  dals  ihr  Centralellipsoid  stets  eine  Kugel  ist, 
so  dafs  jede  Schwerpunktsachse  eine  Hauptachse  der  Trägheit  ist. 
Ein  vollkommen  zwingender  elementarer  Beweis  des  Satzes  scheint 
nicht  möglich  zu  sein.  Für  vorgeschrittene  Leser  sei  des  Interesses 
halber,  welches  der  Satz  beansprucht,  folgender  Beweis  gegeben. 

Man  umgebe  den  centrobarischen  Körper  mit  einer  in  sich  ge- 
schlossenen Flache.  Jede  Belegung  derselben  greife  ihn  so  an,  als 
ob  seine  Masse  nur  im  Attraktionscentrum  befindlich  wäre,  denn 
jeder  einzelne  Punkt  greift  dort  an.  Ein  Kräftepaar  kann  also  nicht 
entstehen.  Ist  die  Resultante  gleich  Null,  so  sind  sämtliche  Gleich- 
gewichtsbedingungen, auch  die  der  Kräftepaare,  erfüllt.  Der  Schwer- 
punkt sei  Anfangspunkt  der  Koordinaten. 

Man  denke  sich  jetzt  die  Belegung  der  Hilfsfläche  derartig,  dals 
das  Potential  für  jeden  Punkt  Xy  y,  z  des  Lmem  den  Wert  xyz  habe. 
Wird  dann  die  Masseneinheit  aus  einer  Lage  x,  y,  z  in.  eine  Lage 
^ij  Vu  ^1  gebracht,  so  ist  die  Arbeit  Xj^y^^z^  —  xyz  nötig-  ist  d  die 
Dichte,  so  ist  fOr  jede  Raumeinheit  die  Arbeit  ^  (^i^i^i  —  ^y^)  nötig, 
geschieht  die  Bewegung  parallel  zur  X-Achse,  so  ist  die  Arbeit 
d{xi  —  x)yz  nötig,  für  sämtliche  Punkte  des  Körpers  also  die  Arbeit 

^d  (x^  —  x)yz  =  (x^  —  x)^dyz. 

Da  nun  aber  das  Attraktionscentrum  für  den  Körper  gesetzt  werden 
kann,  ist  zur  Verschiebung  von  Null  bis  x^  längs  der  X-Achse  die 
Arbeit 

m(x^  —  o)y  '  z  =^  m  '  x^  '  0    0  =  0 

nötig,  also  muls  auch 
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(x^  —  x)^8yz  =  0 

sein,  also,  da  x^  — x  verschieden  von  Null  ist, 

^8yz  =  0, 

Dies  ist  aber  der  Ausdruck  für  das  Gentrifugalmoment,  und  da  dieses 
gleich  Null  ist,  mufs  die  X-Achse  Hauptachse  sein.  Die  X-Achse 
war  aber  ganz  willkürlich  durch  den  Schwerpunkt  gelegt,  also  ist 
jede  Schwerpunktsachse  Hauptachse,  des  Gentralellipsoid  also  eine 
Kugel.     (Vgl.  Ing.-Math.  I,  Nr.  388.) 

Befinden  sieh  also  zwei  centrobarische  Körper  im  Weltraum  und 
giebt  man  jedem  eine  willkürlich  fortschreitende  und  drehende  Be- 
wegung, so  bleibt,  während  die  beiden  sich  nach  dem  Planetengesetz 
umkreisen,  die  Drehungsachse  eines  jeden  konstant  gerichtet.  Keiner 
der  beiden  beeinfluTst  den  anderen  in  seiner  Drehung.  Es  handelt  sich 
also  nur  um  das  schon  besprochene  Problem  zweier  freien  Massen- 
punkte. Bei  dem  Problem  der  drei  Körper  z.  B.  ist  es  gleichgültig, 
ob  man  centrobarische  Körper  oder  Massenpunkte  nimmt. 

Für  einfache  Fälle,  wie  die  centrobarische  Belegimg  der  Kugel- 
fläche, läfst  sich  nach  obigem  die  Gleichheit  der  Hauptträgheiis- 
momente  auch  elementar  nachweisen.] 

„Eins  der  überraschendsten  Ergebnisse  der  wundervollen  Green- 
schen  Theorie  des  Potentials  ist  der  Nachweis  der  Existenz  centro- 
barischer  Körper,  und  die  Entdeckung  derselben  ist  gewifs  eine  der 
merkwürdigsten  und  interessantesten  von  den  verschiedenen  An- 
wendungen dieser  Theorie."  So  urteilen  Thomson  und  Tait  über 
den  Gegenstand  dieses  Abschnitts.  Es  handelt  sich  um  einen  der 
Punkte,  bei  denen  die  Physik  den  Mathematiker  auf  neue  Bahnen 
geleitet  hat.  Aus  diesem  Grunde  wurde  den  betreffenden  Körpern 
ein  besonderes  Kapitel  gewidmet. 


Kapitel  IX. 

Selbständiger  Übergang  zn  den  zweidimensionalen 
Problemen  nnd  znm  logarithmiscben  Potential. 


151)  Allgemeine  Vorbemerkungen.  Der  Übergang  von  den 
Raumproblemen  zu  denen  der  Ebene  wurde  oben  mit  Hilfe  der  all- 
gemeinen Kraffclinientheorie  gemacht.  Früher  pflegte  man  die  An- 
gelegenheit durch  Rechnung  zu  erledigen.  Da  man  dadurch  einen 
neuen  Einblick  in  die  Theorie  erhält,  der  auch  solchen,  die  das  vorher 
Besprochene  nicht  absolviert  haben,  ein  bequemes  Eindringen  gestattet, 
und  der  femer  etwaige  Zweifel  beseitigen  wird,  so  soll  auch  der 
Rechnungsweg  angegeben  werden.  Einige  dabei  auftretende  Wieder- 
holungen möge  man  damit  entschuldigen,  dafs  auch  dieses  Kapitel 
in  sich  abgerundet  sein  möchte. 

Die  physikalische  Bedeutung  des  Kapitels  liegt  nicht  nur  in  den 
jetzt  zu  behandelnden  stationären  Strömungen  der  Wärme  und  Elek- 
trizität in  ebenen  Platten,  oder  etwa  niu-  in  den  entsprechenden 
Strömungen  einer  inkompressiblen  Flüssigkeit  und  der  damit  zusammen- 
hängenden Theorie  der  freien  Ausflufsstrahlen  im  zweidimensionalen 
Grebiete,  sondern  auch  in  den  elektromagnetischen  Wirkungen  gerad- 
liniger Ströme  in  beliebig  gestalteten  und  gelagerten  Drähten  (Theorie 
der  aus  zahlreichen  Drähten  zusammengesetzten  Kabel  für  elektrisches 
Licht  und  Telegraphie)  und  der  damit  zusammenhängenden  Wirbel- 
bewegungen. Dazu  treten  aber  noch  kartographische  und  hodo- 
graphische  Deutungen  und  Anwendungen  auf  Kinematik,  Elastizitäts- 
und Kapillaritätslehre,  gewisse  Fouriersche  Wärmeprobleme  und 
die  Gnmdlagen  der  Forchheimerschen  Theorie  der  Grundwasser- 
bewegungen. Da  die  Fimktionentheorie  selbst  das  gröfste  Interesse 
an  dem  Ausbau  dieses  Gebietes  hatte,  sind  hier  weit  schnellere  Fort- 
schritte gemacht  worden,  als  in  dem  von  drei  Dimensionen.  Die 
Attraktionskonstante  wird  im  folgenden  stillschweigend  gleich  1 
gesetzt. 


die  Komponente  -^  cos  &  braucht.    Nun  ist 
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152)  Aufgabe.    Wie  stark  zieht  ein  homogener  Kreisbogen 
den  zugehörigen  Kreismittelpunkt  an? 

Auflösung.      Ist    auf   jeder    Längen- 

^^  ^^*"  einheit  des  Bogens  die  Masse  1  angebracht, 

-^  ebenso  auch  in  M,  so  zieht  das  Teilchen  l 

1    \  den  Mittelpunkt  mit  der  Kraft  —  an,  von 

'i|-.^*'.'V'         der    man,    da    die  Resultante    durch   den 
^-'T'         \         Halbierungspunkt  C  des  Bogens  geht,  nur 

.        me  J^omnonente  ^ 

\   A^           I  T        aber  in  Fig.  115  Ico&^^^l^y  d.  h.  gleich 

\             I  /         der  Projektion  des  Bogens  l  auf  die  Sehne 

i  /         AB,    denn    ^  ^^  =  <^  -9-.      Verlegt  man 

^^       I  /           nach   C   die   Masse    Z^  =  Z^  =  i  cos  d,  so 

^\   j  /             zieht  Zg  den  Punkt  M  ebenso  an,  wie  die 

'*>!/  wirksame   Komponente   von  l.     Dies  gilt 

^  von  jedem  Teilchen.     Polglich: 

Die   Anziehung   des  Kreisbogens  AB  ist   ebenso   grofs, 
als  die  der  nach  C  verlegten  Masse  der  Sehne  AB. 

Diese  Sfehne  hat  die  Länge  2rBin  — ,  ihre  Anziehung  ist,  wenn 

2  r  sin  —            ^  ®^  "ö 
sie  in  C  koncentriert  gedacht  wird,  gleich  j —  oder  ,  d.  h. 

proportional  dem  Sinus  des  halben  Gentriwinkels  (oder  des 
zugehörigen  Peripheriewinkels)  und  umgekehrt  proportional  dem 
Kreisradius. 

Für  den  Halbkreis  z.  B.  handelt  es  sich  um 

2  sin  90* 2 

r  r ' 

für  den  ganzen  Kreis  um 

2  sin  180<»  _  ^ 
r  ' 

für  den  Viertelkreis  um 

2  sin  46<* 2^7 V^ 

r  r  r  ' 

für  den  sechsten  Teil  der  Eo-eislinie  um 

2  Bin  30^        1 

■  ■      ■  ■  ■     SS5S    ■         • 

r  r 

153)  Aufgabe.    Wie  stark  zieht  eine  homogene  unbegrenzte 
Gerade  einen  in  der  Entfernung  r  befindlichen  Punkt  an? 
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Auflöstuig.  Ist  M  der  freie  Punkt,  so  schlage  man  um  ihn 
den  die  Oerade  in  D  berührenden  Halbkreis  und  denke  sich  auf 
jeder  Längeneinheit 

wieder  die  Masse  1  f^s  nß- 

angebracht.  Das 
kleine  Massenteil- 
chen  AB  =  l  zieht 
den  Punkt  mit  der 

Kraft  —^  an,    wenn 

Q  =  MC  ist.  Seine 
Projektion  auf  den 
durch  C  gelegten 
koncentrischen  Kreis 
ist   A^B2  =  l  cos  d: 

Diese  wirkt  auf  M  mit  der  Kraft 
Halbkreis  ist 


!<"—    l >i 


Icosd" 


Die  Projektion   auf  den 


,.s 


li  =  Aj^B^  =  Ä2B2 '  —  =  (l cos  ^)  •  cos  ^  =  ü  cos* 'S-  =:  i  -^ . 


Ihre  Aliziehung  auf  M  ist 


..S 


.«? 


d.  h.   ebenso  grols,  wie  die  von  l  =  AB  ausgeübte.     Dies  gilt  von 
jedem  Teilchen  der  Geraden.     Folglich: 

Die  unbegrenzte  Gerade  zieht  den  Punkt  M  mit  derselben 

Kraft  an,  wie  der  berührende  Halbkreis,  d.h.  mit  der  Kraft  — . 

Die   Anziehung   ist   also    umgekehrt   proportional   der  Ent- 
fernung r. 

Setzt  man  die  Dichte  S  der  Belegung  gleich  y,  so  ist  die  An- 
ziehung gleich  —  •     Der  Faktor  2  ist  also  ganz  unwesentlich. 


154)  [Niveauflächen  4ind  Kraftlinien  der  endlichen  und 
homogenen  Geraden.  Aulserhalb  des  Ganges  der  Untersuchung 
kann  man  hier  interessante  Bemerkxmgen  anknüpfen.  Die  Gerade  AB 
zieht  den  Punkt  M  an  mit  der  Kraft 


2  em  — 
2 


d.  h.  mit  einer  Kraft,  die  proportional  dem  Sinus  des  halben  Gesichts- 
winkels a  und  umgekehrt  proportional  der  Entfernung  r  von  der 
Bichtungslinie  der  Strecke  ist.  Weil  jedes  Teilchen  von  AB  gleich  seinem 
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Projektionsteilchen  auf  Ä^B^  ist,  so  fällt  die  Resultante  MC  in  die 
Linie  MC^,  d.  h.  sie  halbiert  den  Winkel  und  C  teilt  die  Strecke  AB 
im  Verhältnis  der  Geraden  AM  und  BM.  Denkt  man  sich  durch  M 
eine  Hyperbel  mit  d«n  Brennpunkten  Ä  und  B  gelegt^  so  ist  CM 
ihre  Tangente.  Dies  gilt  von  jedem  Punkte  des  Raumes.  Die  Kraft- 
linien für  die  Anziehung  einer  homogenen  Strecke  AB  sind 
daher  konfokale  Hyperbeln,  deren  Drehung  um  AB  ent- 
sprechende Hyperboloide  giebt.  Die  Niveauflächen  des 
Potentials  sind  also  konfokale  Drehungsellipsoide.  Teilt 
man  AB  in  gleiche  Abschnitte,  so  erhält  man  wegen  der  Gleichheit 
der  Belegung  die  gleichwertigen  Kjraftröhren  dieses  Problems.  — 
Nimmt  man  statt  AB  die  beiderseitigen  Verlängerungen  der  Geraden 
bis  ins  Unendliche  an  Stelle  der  besprochenen  Geraden  selbt,  so  ver- 
tauschen die  Kraft-  und  Niveaulinien  ihre  Rolle.  Ist  die  Gerade  nur 
einseitig  begrenzt,  so  handelt  es  sich  um  zwei  Orthogonalscharen 
konfokaler  Parabeln,  bezw.um  die  entsprechenden  Paraboloide.  Man 
könnte  also  schon  an  dieser  Stelle  den  Übergang  zu  den  elliptischen 
und  parabolischen  Koordinaten  im  Räume  machen. 

Man  verwechsle  aber  das  Problem  der  homogenen  Geraden  nicht 
mit  dem  der  elektrischen  Ladung  einer  Geraden,  die  imter  keinen  Um- 
ständen homogen  wird,  sondern  infolge  der  gegenseitigen  Abstofsungen 
eine  Anhäufung  nach  den  Endpunkten  hin  giebt.  Auf  diesen  Punkt 
kommen  wir  noch  zurück.] 

155)  Das  Arbeitsdiagramm  für  die  unbegrenzte  Gerade 
und  das  logarithmische  Potential.  Man  wiederhole  an  dieser 
Stelle  das,  was  in  Nr.  112  über  die  gleichseitige  Hyperbel  als  Arbeits- 
diagramm für  die  Entfernung  eines  Punktes  von  der  homogenen, 
unbegrenzten  Geraden  und  über  die  Berechnung  des  Flächeninhalts 
mit  Hilfe  des  natürlichen  Logarithmus,  ebenso  das,  was  über  die 
Zellenverteilung  des  Raumes  mit  Hilfe  koncentrischer  Cylinder  gesagt 
ist.     Auch  das  in  Nr.  113  über  das  logarithmische  Potential 

m^lgri  +  m^\gri  +  •• +  mn  lg  r« 

beliebig  verteilter  Massenpxmkte  in  der  Ebene  soll  jetzt  nicht  noch 
einmal  dargestellt  werden. 

156)  Aufgabe.  Mit  welcher  Kraft  zieht  die  unbegrenzte 
Ebene  einen  in  der  Entfernung  r  befindlichen  Punkt  an? 

Auflösnng.  Man  denke  sich  Fig.  116  um  den  Radius  MD  ein 
wenig  gedreht,  so  dafs  l  ein  kleines  „Rechteck"  f=sbl,  i^  ein  kleines 
Rechteck  /"^  =  b^l^  giebt,  wobei 
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b  —  ^t  A.  _  1 
i  ~    CD  ~  Q 

ist.     Während  bei  der  dortigen  Aufgabe  — j  =  \  war,   ist  jetzt  bei 
homogener  Flächenbelegung  ein  Faktor  j-   oder  ~  beizufügen^  so  dafs 

y  =  Ml .  p 

Q*  r*      r 

oder 

wird.     Die  senkrechte  Anziehungskomponente  der  Fläche  f  wird 

d.  h.  die  Anziehung  des  Flächenteilchens  f  ist  ebenso  grofs, 
wie  die  des  nach  D  versetzten  Flächenteilchens  f^. 

Dies  gilt  von  jedem  Teilchen  der  Grundfläche;  die  unbegrenzte 
homogene  Ebene  zieht  also  den  Punkt  M  so  an^  als  ob  die 
homogene  Belegung  der  Halbkugel  in  D  koncentriert  wäre. 
Die  Massenbelegung  der  Halbkugel  ist  aber  gleich  2r^jt.  Diese  in  D 
koncentrierte  Masse  übt  auf  die  in  3f  befindliche  Einheit  die  Anziehung 

aus^  was  von  r  unabhängig  ist.     Folglich: 

Die  mit  der  Dichte  1  homogen  belegte  unbegrenzte  Ebene 
zieht  die  irgendwo  im  Räume  befindliche  Masseneinheit  mit 
der  konstanten  Kraft  2yt  an. 

157)  Man  wiederhole  jetzt  was  in  Nr.  114  über  das  sogenannte 
Planpotential  und  das  Rechteck  als  Arbeitsdiagramm  gesagt  ist^ 
ebenso  die  Bemerkungen  in  Nr.  114  und  104  über  die  Einteilung 
des  Raums  in  Würfel  durch  zwei  Scharen  von  Parallelebenen. 

Es  handelt  sich  dabei  um  das  sogenannte  homogene  Feld.  Jede 
kleine  Raumzelle  bei  anderen  Kraftlinien  und  Niveauflächen  kann 
angenähert  als  homogenes  Feld  betrachtet  werden.  Dies  gilt  z.  B. 
auch  von  der  Anziehung  der  Erde  in  unmittelbarer  Nähe  ihrer  Ober- 
fläche, wo  man  sogar  auf  gröfsere  Strecken  hin  die  Kraftlinien  der 
Schwere  als  Parallele  betrachten  darf.  Man  darf  also  hier  an  Stelle 
des  Newtonschen  Potentials  das  Planpotential  setzen.  Dies  soll 
zunächst  in  Bezug  auf  die  stationäre  Strömung  in  einem  Flusse 
geschehen. 
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158)  Stationäre  Strömung  eines  geradlinigen  Flusses'von 
konstantem  Querschnitt.  Ist  die  Neigung  einer  schiefen  Ebene  die 
durch  den  sogenannten  Reibungswinkel  bestimmte,  so  wird  ein  auf 
ihr  liegender  Körper,  der  einen  Stofs  nach  unten  erhalten  hat,  sich 
ohne  Beschleunigung,  und  wenn  der  Luftwiderstand  gleich  NuU  ist, 
auch  ohne  Verlangsamung,  d.  h.  mit  konstanter  Geschwindigkeit  be- 
wegen. Die  Arbeit  der  Schwerkraft  ist  dabei  gleich  ph,  wenn  p  das 
Gewicht  des  Körpers,  h  der  Höhenunterschied  ist.  Das  Arbeitsdiagramm 
ist  also  ein  Rechteck.  Die  Geschwindigkeit  hängt  nur  von  der  Stofs- 
kraft  ab,  nicht  von  der  Steilheit  der  Ebene,  die  sich  bekanntlich  aus 
tana  =  /Li  bestimmt,  wo  ft  der  Reibungskoeffizient  ist. 

Man  denke  sich  an  Stelle  des  festen  Körpers  eine  stationär 
strömende  Flüssigkeit,  also  einen  geradlinigen  Strom  von  konstantem 
rechteckigen  Querschnitte.  Die  schwache  Neigui^  der  Ebene,  auf 
der  er  herabfliefst,  soll  ebenfalls  konstant  sein.  Die  kleine  Ge- 
schwindigkeit ist  dann  ebenfalls  konstant.  Dabei  soll  von  den  durch 
Reibung  an  den  Wänden  hervorgerufenen  Drehungen  der  Moleküle, 
die  durch  Reibung  Störungen  in  den  Bewegungen  der  Nachbar- 
moleküle hervorrufen,  abgesehen  werden.  Die  Bewegung  sämthcher 
Teilchen  soll  also  geradlinig  und  mit  derselben  Geschwindigkeit  er- 
folgen. 

Während  nun  bei  dem  vorigen  Beispiele  die  Geschwindigkeit 
durch  die  Kraft  des  Anstofses  bestimmt  war,  nicht  aber  von  der 
Neigung  der  schiefen  Ebene,  hängt  sie  hier  wesentlich  von  der 
letzteren  und  von  der  Beschaffenheit  des  Flufsbettes  ab.  Die  Arbeit 
der  Schwerkraft  wird  durch  die  Überwindung  der  Bewegungshinder- 
nisse gerade  erschöpft,  sonst  würde  die  Bewegung  nicht  konstant  sein. 
Die  Widerstandsverhältnisse  geben  einen  konstanten  Widerstandsfaktor 
X  für  die  Geschwindigkeit.  Für  die  Abhängigkeit  der  Geschwindigkeit 
von  der  Neigung  lassen  sich  verschiedene  Hypothesen  aufstellen.  Für 
die  hier  beabsichtigten  Zwecke  wird  angenommen,  die  Horizontal- 
projektion der  Geschwindigkeit  sei  proportional  der  Tangente  der 
Neigung.  Bezeichnet  man  diese  Projektion  der  Geschwindigkeit  mit 
V,  so  hat  man  die  Formel  v  =  Xj^  tan  cc.     Nun  ist  aber 

tan«  = , 

wo   w  der  Horizontalweg,   ä^  —  h^  die  Höhendifferenz  für  die  End- 
punkte ist,  demnach  ist 

h.  —  Ä- 

V  =  X. ^• 

^       w 

Den  Ausdruck  für  tan  a  bezeichnet  man  allgemein  als  das  Gefälle  oder 
das    Gefällverhältnis.      Nun    ist    aber    nach    obigem    die   Arbeit   der 
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Schwerkraft  proportional  der  Höhendifferenz,  also  ist  auch  das 
Potential  proportional  dieser  Differenz,  z.  B.  Potentialdifferenz  gleich 
Xj  (Äi  —  Aj).     Demnach  ist 

K,  Potentialdifferenz 


also,  wenn  man  —  ==»  x  setzt. 


V 


X 


Potentialdifferenz 
Horizontalweg 


Die  sekundlich  durch  jeden  Querschnitt  passierende  Flüssigkeitsmenge 
ist  also 


m  =  vF=  xF 


y^  —  ^»  T-!  Potentialdifferenz 

w  Horizontalweg 


In  Figur  117  sind  diese  Verhältnisse  dargestellt.  Man  hat  so 
ein  Analogon  ftlr  die  Wärmeströmung  in  einem  ebenen  Parallelstreifen 
und    f&r    die    Elektri- 

Fig.  117. 


Zitatsströmung  in  einem 
solchen  nach  dem  0hm- 
schen  Gesetze. 

Bei  senkrechtem 
Falle  wird  das  Bei- 
spiel     illusorisch,      da 


dann 


F.-F. 


w 


unendlich 


••5* 


•     i-^- — -^ 

I  ■  ■  ■  I—     ■  ■  ■  ■  ■  ■  ■  '  -— ™  ■    ■ 


A     A     A 


grofs^  die  Projektion  der 
Geschwindigkeit  aber 
gleich  Null  wird.  Zwar 
kann  der  Widerstand  so 
grofs  gemacht  werden, 
wie  die  Schwerkraft 
selbst,  so  dafs  die  Ge- 
schwindigkeit irgend  i  i  i  i  i  i  i  i  ^^^ 
einen  konstanten  Wert  ^*  ^«  ^ 
erhält,    aber    mit    der 

Formel  selbst  läfst  nichts  mehr  anfangen.  Praktisch  hat  sich  also 
diese  Analogie  in  bestimmten  Grenzen  zu  halten,  sie  gilt  nur  für 
kleine  Geschwindigkeiten  und  geringe  Neigungen. 

159)  Druckhöhe  in  Wasserleitungsröhren  von  konstantem 
Querschnitt.  Man  denke  sich  ein  Wasserbassin,  von  dessen  Grunde 
ein  horizontales  Leitimgsrohr  ausgeht.  Bei  F  ströme  das  Wasser 
mit  beliebiger  Geschwindigkeit   v^,   die    kleiner   als    die  theoretische 

Ausflufsgeschwindigkeit  v  =  y2gh  sei,  aus. 
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Bringt  man  zur  Messung  des  Druckes^  unter  dem  das  Rohr  an 
verschiedenen  Stellen  steht,  senkrechte  offene  ßöhren  an,  so  zeigt  sich; 
dafs  die  Wasserstände  nach  einer  geraden  Linie  Ä^^E  abnehmen. 


Fig.  118. 


AA^  ist  um  so  gröfser,  je  geringer  die  Ausflufsgeschwindigkeit, 
oder  je  geringer  bei  stationärer  Strömung  die  Geschwindigkeit  im 
Hauptrohr  ist.  Angenommen  dagegen,  die  Ausflufsgeschwindigkeit 
sei  die  theoretische,  so  würde  AA^  =  ä^  ==  0  sein.  Die  Druck- 
differenz Äi  hat  nämlich  nur  die  Bedeutung,  bei  der  vorliegenden  Ge^ 
schwindigkeit  v^  gerade  zur  Überwindung  der  ReibungswidersiÄnde 
für  das  ßohrstück  AE  auszureichen.  Dagegen  reicht  die  Differenz 
A^B^  zur  Überwindung  der  Widerstände  fttr  die  Strecke  AB  aus. 
Wenn  aber  eine  Druckhöhe  AA^^  zur  Überwindung  der  Reibung 
nötig  ist,  so  bleibt  der  Rest  A^K  zur  Hervorbringung  der  Ausflufs- 
geschwindigkeit t?^.  Wenn  durch  gewisse  Störungen  beim  Übergange 
des  Wassers  aus  dem  Bassin  ins  Rohr  noch  besondere  Verluste 
eintreten,  so  wird  die  Ausflufsgeschwindigkeit  noch  kleiner  als 


es  wird  z.  B. 


V,  =  y^i^K, 


V,  =  y2g  ■  A^K=  y2g  •  (A  —  \  —  \). 
[Die  Gleichiing  der  Geraden  A^F  ist  von  der  Form 

"=1 


X 


oder 


l 


+ 


K 


=  Ä^  —  X  -f  =hi 


Hier  ist  nach  der  letzten  Formel  (fttr  Vj) 

hl  =  h  —  Äg 


xtBJia 


__1 
^9 
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zu  setzen.     Man  findet  übrigens  v^  und  h^  durch  Beobachtung^  Ä^J^ 

durch  Berechnung  aus  v^  =  y2gA^Kj  so  dafs  Äg  durch  eine  Subtraktion 
gefunden  wird.     Vgl.  dazu  Weisbach  Ing.  Mechanik  u.  s.  w.] 

Für  unsere  Zwecke  reicht  es  aus,  sich  mit  dem  Diagramm  ÄFA^ 
zu  beschäftigen.  Die  Druckdifferenzen  entsprechen  bestimmten  Wider- 
standsarbeiten, sie  veranschaulichen  also  Potentialdiflferenzen. 

Ganz  ebenso  sieht  das  Diagramm  für  die  Potentialdifferenzen  bei 
der  elektrischen  Strömung  in  einem  homogenen  Drahte  aus, 
die  bekanntlich  dem  Ohm  sehen  Gesetze  gehorcht.  Auch  dort  werden 
die  Potentialdifferenzen  nur  dazu  verwandt,  die  Widerstände  zu  über- 
winden. Die  Geschwindigkeiten  werden  dadurch  nicht  beeinflufst.  Man 
vgL  dazu  das  in  Nr.  54  Gesagte.  Die  Potentialdifferenzen  sind 
hier  proportional  den  Weglängen. 

Ebenso  ist  es  mit  der  Fortbewegung  der  Wärme  in  einer  dünneu 
Platte  von  der  Gestalt  eines  Parallelstreifens,  dessen  eines  Ende  auf 
der  konstanten  Temperatur  t^  gehalten  wird,  während  das  andere  auf 
der  niedrigeren  tn  steht.  Die  Lote  entsprechen  den  Temperaturen. 
Dasselbe  gilt  von  der  Strömung  einer  inkompressiblen  Flüssigkeit  in 
einem  Kanäle  von  überall  konstantem  rechteckigen  Querschnitt  und 
dem  zugehörigen  Geschwindigkeitspotential.  Mafsgebend  ist  für  die 
passierende  Menge  überall  der  Ausdruck 

XF  ^5^^^^^  =  IFG  =  AFtan  a, 

wo  A  der  Leitungs-  oder  Widerstandsfaktor,  F  der  Querschnitt,  w  die 
Weglänge,  V^  —  F^  die  Potentialdifferenz,  G  das  Potentialgefälle  ist. 
Die  Geschwindigkeit  selbst  ist 

Y Y 

V  =  X  — ^ =  A  G^  =  A  tan  a , 

während  beim  Newton  sehen  Anziehungsgesetz  die  Kraft 

V  —  V 
p  =  x^ ^-^=xG 

WBJ*. 

160)  Ausdehnung  der  Analogien  auf  die  Badialströmung 
in  ebenen  Platten. 

Die  Strömung  erfolge  jetzt  in  einer  dünnen,  überall  gleich  starken 
ebenen  Platte,  entweder  von  0  aus  nach  allen  Seiten  hin,  oder  inner- 
halb eines  Sektors  OB^C^.  SoU  die  Strömung  stationär  sein,  so  mufs 
durch  die  Bogen  B^  Cj,  B^  C^,  B^  Cg, . . .  u.  s.  w.  dieselbe  Menge  passieren, 
d.  h.  die  Geschwindigkeit  mufs  umgekehrt  proportional  dem  Radius  r 
sein,  d.  h.  es  ist 

Holsmüller,  Ing.- Math.  II ,  Potentialtheorie.  15 
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V,  :  »,  =  r,  :  ri  =  -  :  - 

1  91 


oder^    da   die   Geschwindigkeit   proportional   dem    Gefälle    tan  a  an 

genommen  wird  (Nr.  155), 


Fig.  119. 


tan  Ol :  tan  «^  =  —  :  —  ■ 

Das  yeränderliche  Gefälle  lälst  sich  also 
in  der  Form 

tan  -&•  =  c  •  — 

r 

schreiben,   oder,  wenn  man  für  d"  den 
Supplementwinkel  q)   und   c  =  l   setzt, 


tan  (p  == 


1^ 
r 


Fig.  120. 


Da  man  nach  Nr.  112  auf  das  logarithmische  Potential  kommen  mufs, 
steht  zu  vermuten,  dafs  diese  Gleichung  die  einer  logarithmischen 
Linie   ist.     Die  Gleichung   der   letzteren   in   gewöhnlicher  Lage  ist 

y  =  e*.  Nach  Ing- 
Math.  I  Seite  150 
ist     in     Fig.    120 

tan  a  =  — -    oder 

tan  a  =  e*  =  y, 
folglich 

^  y 
Betrachtet  man 
also  die  positive 
F- Achse  als  positive 
X-Achse,  so  ist  die 
Gleichung  der  auf 
j^  steigenden  loga- 
rithmischen Linie 
durch 

taniJ=  ^ 
charakterisiert,  die  der  absteigenden  durch 

tan  QP  == , 

oder,  wie  oben  des  radialen  Charakters  wegen  geschrieben  ist,  dm-ch 
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tan  <p  = 

Die  Gleichung  läfst  sich  auch  schreiben  r  =  e~y,  oder  —  =  e^^  oder 
endlich 

e 

y  =  —  lg  r. 

Die  Höhe  y  hat  wiederum  die  Bedeutung  eines  Potentials.  Ver- 
schiebung und  Vergröfserung  verwandehi  die  Gleichung  in 

t/  =  a  —  c  lg  r. 

Behalt  man  die  bei  den  oben  angegebenen  Analogien  festgestellten 
Annahmen  bei;  so  ergiebt  sich  folgendes: 

Erweitert  sich  das  Bett  eines  Flusses  nach  Art  eines 
Kreissektors  und  soll  seine  Tiefe  bei  stationärer  Strömung 
trotzdem  überall  gleich  grofs  bleiben,  so  mufs,  da  die 
Horizontalprojektion  der  Geschwindigkeit  umgekehrt 
proportional  dem  Radius  ist,  das  Gefälle  nach  dem  Gesetz 
einer  logarithmischen  Linie  abnehmen,  deren  Gleichung 
durch 

y  ==  a  —  c  lg  r 
dargestellt  wird. 

Erweitert  sich  ebenso  fächerförmig  das  horizontale  Ab- 
leitungsrohr einer  Wasserleitung  bei  überall  gleicher  Höhe, 
so  werden  die  Wasserstandhöhen  in  den  Druckröhren  nach 
demselben  Gesetz  abnehmen. 

Dasselbe  gilt  von  den  Werten  des  elektrischen  Potentials 
für  den  Pall,.dafs  in  einem  Punkte  (kleinem  Kreise)  in  eine 
Platte  Elektrizität  eingeführt  und  an  dem  durch  einen  kon- 
centrischen  Kreis  gebildeten  Rande  abgeleitet  wird. 

Dasselbe  gilt  von  der  ebenso  eingeleiteten  und  ab- 
geleiteten Wärme  und  den  entsprechenden  Temperaturen. 

Weil  das  Gesetz  ein  logarithmisches  ist,  so  gehören  zu  gleichen 
Potentialdifferenzen  nicht  etwa  gleiche  Wege,  sondern  einer  arith- 
metischen Reihe  von  Potentialen  entspricht  eine  geome- 
trische Reihe  von  Abständen,  und  zwar  nimmt  die  eine  ab,  wenn 
die  andere  zunimmt. 

Kennt  man  demnach  zwei  Punkte  der  Kurve,  so  kann  man  be- 
liebig viele  Punkte  elementar  konstruieren. 

161)  Konstruktion  der  Potentialkurve  für  radiale 
Strömung  aus  zwei  Punkten. 

AuflöBiing.  Aq  und  -4^  seien  die  gegebenen  Punkte.  Man  pro- 
jiziere beide  auf  die  I^ Achse,  was  Bq  und  D^  giebt.    Den  Abstand  DqD^ 
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trage   man   nach    oben    und  unten   beliebig    oft   ab,   was  eine  arith 
metische  Punktreihe 


Fig.  121. 


—  .  .  .,  -D—s,  D—2j  ß—i,  -Do;  A;  ^iJ  ^tJ   '  •  • 

giebt.  Im  vierten  Quadranten  ziehe  man  eine  EUlfslinie 
OF  von  beliebiger  Neigung.  Aq  und  Ä^  geben  auf  der 
X-Achse  die  Projektionen  Bq  und  JB^,  die  Verlängerungen 
der  Senkrechten  geben  auf  der  HiKslinie  Cq  und  Cj.  Die 
Gerade  CqB^  giebt  die  Richtung  der  Parallelen  für  die 
jetzt  (wie  in  Nr.  13)  vorzunehmende  Zickzackkonstruktion 
an.    Dies  giebt  die  geometrische  Punktreihe 

.  .  .,  -B_8,  -B— 2,  -B— 1,  -Bo;  -^i;  ^%y  ^s?   •  •  • 

öleichzahlige  Senkrechte   in   diesen  Punkten   und  Hori- 
zontale in  den  Punkten  D  geben  die  Punktreihe 

. . .,  A—ij  A—2y  A-iy  A^,  A^f  A^y  A^j  . . . 

der  Kurven.    Interpolationen  lassen  sich  durch  Hal- 
bierung  der  Strecke   -DoA   ^^^  Konstruktion  der 
mittleren  Proportionale  zwischen  OB^  und  OB^ 
und  entsprechendes  Ziehen  von  Parallelen  er- 
A.  ledigen. 


Die  Gleichung  der  Kurve  mufs  nach  obigem  von  der  Form 

1)  y  =  a  — &lgr 

sein.     Nun  war  gegeben 

yo  =  B^A^,  y^  =  B^A^,  r^  =  D^A^,  r,  =  l\Ay, 
Die  Konstanten  a  und  h  sind  also  zu  bestimmen  aus 
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Durch  Subtraktion  folgt 

yo  —  yi  =  —  &  (ig^o  —  ign); 


es  ist  also 


6  =  — 


yo — y  1 


demnach 


a=y^  +  b  Igro  =  yo  —  i^^igT^  •  Ig^o  =  yi  +  &  Ig^i 

=  yi  — 1  ^'~f'    ^gn- 

Dadurch  ist  die  Gleichung  1)  fest  bestimmt.     Sie  lautet 

Statt  j/q  und  y^  hat  man  beim  Wärmeproblem  die  gegebenen  Tem- 
peraturen Tq  und  T^  für  Anfang  und  Ende  einzusetzen.  Die  Temperatur 
fär  jede  zwischen  liegende  Stelle  ergiebt  sich  dann  aus  Gleichung  2). 
Dasselbe  gilt  von  den  Potentialwerten  Vq  und  F^  für  elektrische 
Strömung. 

Das  Gefalle  an  jeder  Stelle  ergiebt  sich  aus 

wo  Ta  und  r^  benachbarte  Werte  sind,  oder  für  die  Grenze  aus 

r 
Die  durch  die  Querschnittseinheit  sekundlich  passierende  Wärme  ist  also 

r ' 

wo  X  der  Leitungskoeffizient  ist.  Bei  Metalldicke  d  geht  durch  jeden 
Kreis  (vom  Radius  r)  die  konstante  Menge 

W=  2r^dxb  .  -  =  27tdxb. 

r 

Dasselbe  gilt  von  entsprechenden  elektrischen  Mengen  E,  nur  ist  dabei 
die  Dicke  der  Platte  als  sehr  klein  anzunehmen.  Hat  man  die  Ebene 
in  n  Sektoren  eingeteilt,  so  wandert  durch  jeden  Sektorenquerschnitt, 
d.  h.  durch  jede  Quadratseite,  die  Wärmemenge 

W^~dxb, 
n 
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Schon  in  Fig.  86  b  war  die  Einteilung  der  Ebene  in  potentiell  gleich- 
wertige Zellen,  d.  h.  in  Quadrate  gegeben. 

162)  Das  Vertauschungsproblem  der  Radialströmung.  Für 
das  spätere  ist  folgende  Bemerkung  von  besonderer  Wichtigkeit.    Bei 

der  Einteilung  der  Ebene 
P*8  122.  in  gleiche  Quadrate  ist  es 

gleichgültig;  welche  der 
beiden  Parallelenscharen 
man  als  Stromlinien,  welche 
man  als  Niveaulinien  be- 
trachte. Da  man  nun  hier 
jedes  kleine  quadratische 
Flächenstück  als  wirk- 
liches Quadrat  betrachten 
kann,  so  muls  es  gestattet 
sein,  die  Kreise  als  Strom- 
linien, die  Geraden  durch  0  als  Niveaulinien  zu  betrachten.  Denkt 
man  sich  z.  B.  bei  kreisförmiger  Platte  den  Radius  OÄ^  auf  der 
Temperatur  Ta,  den  Radius  OB^  auf  der  Temperatur  Th  gehalten,  so 
erhält   aus  Symmetriegründen  die  Winkelhalbierende   die  Temperatur 

T  A-  T 

-^"5 — ^-     Durch  weitere  Winkelhalbierung  erhalt  man  beliebig  viele 

Isothermen,  deren  Temperaturen  in  arithmetischer  Reihe  aufeinander 
folgen.    Stellt  man  die  Temperaturen  durch  Lote  auf  der  Ebene  dar, 
so  entsteht  eine  Schraubenfläche  einfachster  Art. 
Das  Temperaturgefälle  auf  A^B^  ist 


n.             ah 

auf  A^  Rg  ist  es 

ry                   ab 

es  ist  also 

^2                  «?, 

G  -G  =1  =  1  =  1.1 

d.h.  das  Gefälle  ist  wiederum  umgekehrt  proportional  dem 
Radius.  Dasselbe  gilt  von  der  Geschwindigkeit  v  =  xö  der  Wärme- 
strömung  oder  der  zum  Vergleich  herangezogenen  inkompressiblen 
Flüssigkeit.     Nun  ist  aber  bei  unendlicher  Kleinheit  der  Quadrate 


oben  war 


•A-^A^  :  -d-n-^n-f  1  —  ^1  •  '*«; 


V.  :  Vn  =  —  :  — 
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folglich  ist 

Folglich:  Durch  alle  Quadratseiten  auf  jedem  Sektorenquer- 
schnitt strömt  sekundlich  dieselbe  Wärmemenge.  Also  ist 
die  quadratische  Einteilung  auch  für  das  Yertauschungs- 
problem  eine  potentiell  gleichwertige. 

Sind  femer  Ta  und  T^  benachbarte  Temperaturdifferenzen  und 

der  Abstand  für  die  Entfernung  r  gleich  — ,  wobei  n  sehr  grofs  ist, 
so  ist  das  Grefalle  nach  obigem 

n 

die  sekundlich  überströmende  Menge  pro  Flächeneinheit  des  Querschnitts 
also  ist 

W=xG  =  xb-  =  x—, ^. 

r  2  m 


n 


2  T7C 

Auf  die  Quadratbreite  —  kommt  also  bei  Dicke  d  d^r  Platte  die 
Menge 

n 

was  der  Schlulsgleichung  des  vorigen  Problems  entspricht.  Durch  je 
n  auf  demselben  Radius  aufeinander  folgende  Quadratseiten  strömt 
das  n  fache,  also 

W=2zdxb, 

und  dies  entspricht  der  Strömung  durch  jeden  Yollkreis  des  vorigen 
Problems.     Die  Analogie  ist  also  eine  vollkommene. 

In  dieser  Weise  lälst  sich  zu  jedem  Problem  ein  Vertauschungs- 
problem  aufstellen,  bei  dem  die  Strom-  imd  Niveaulinien  ihre  Bollen 
wechseln. 


Kapitel  X. 

Die  zweidimensionalen  Mehrpunkt-  und  Linear- 
probleme. 


163)  Aufgabe.  In  eine  unbegrenzte  homogene  Platte 
ströme  in  zwei  Punkten  Jfj  nnA  M^  unter  gleichen  Umständen 
Elektrizität  ein^  während  die  Ableitung  in  unendlicher  Ent- 
fernung erfolgt.  Die  Strom-  und  Niveaulinien  sollen  er- 
mittelt werden. 

Auflösung.  Die  Potentialwerte  — Cilg»"i  und  — ^ilg^j  »M 
nach  Nr.  79  für  jeden  Punkt  der  Ebene  algebraisch  zu  summieren^ 
so  dafs  es  sich  um 

-  c(lgri  +  Igrjj)  =  —  CilgCnra) 

handelt.     Setzt  man  diesen  Ausdruck  gleich  einer  Konstanten  x^  so 
erhält  man  als  Gleichung  der  Niveaulinien  — ^i^siTi^i) '^^  ^y  ^^^^y 

wenn  man =  c  setzt 

1)  lg**!  +  lg^2  =  C;  oder  lg (r^rj)  =  c,  oder  r^r^  =  6^. 

Läfst  man  e  die  Werte  einer  arithmetischen  Reihe  annehmen^  so  er- 
hält man  die  Einteilung  in  potentiell  gleichwertige  Ringstreifen.  £8 
handelt  sich  um  die  in  Ing.-Math.  Bd.  I  behandelten  lemniskatischen 
Kurven  2.  Ordnung,  deren  Bedeutung  für  die  Trägheits-  und  Centri- 
fugalmomente  (vgl.  Nr.  142,  147,  218,  234,  238,  281)  und  für  die 
mathematische  Physik  überhaupt  bereits  hervorgehoben  worden  ist. 
Dort  war  gezeigt  (Nr.  234),  dafs  die  Orthogonalkurven  dieser  Schar 
ein  Büschel  gleichseitiger  Hyperbeln  bilden,  deren  Gleichung  «sich 
in  der  Form 

2)  ^^  +  ^3  =  c 

schreiben  läfst,  wo  d'i  und  d-^  die  Neigungen  der  Vektoren  r^  imd  r^  sind. 
Dies  geht  ohne  weiteres  aus  dem  in  Nr.  162  dargestellten  Yertauschungs- 
probleme   hervor,   für   welches   d'^  =  q   und  d-^  =  c^   die  Bedeutung 
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Yon  Drehungspotentialen  haben^  die  nach  Analogie  Ton  Nr.  79  einfach 
zu  summieren  sini  Folgt  auch  hier  c  einer  arithmetischen  Reihe, 
so  erhält  man  die  Einteilung  in  potentiell  gleichwertige  Streifen. 
Für  die  unendlich  fernen  Punkte  jeder  Kurve  sind  die  Vektoren 
parallel^  so  dafs  dann  d'^  =  d'^  ist  und  Gleichung  2)  in  2  -9-  =  c  oder 

#  =  g-  übergeht.     Demnach  folgen  bei  der  gleichwertigen  Einteilung 

die  Asymptoten  unter  gleichen  Winkeln  aufeinander,  die  halb  so 
grofs  sind,  wie  die  Schnittwinkel  der  benachbarten  Hyperbeln. 

164)  Aufgabe.  Die  Einteilung  der  Ebene  in  potentiell 
gleichwertige  „Rechtecke",  z.  B.  in  kleine  „Quadrate"  für 
dieses  Problem  konstruktiv  auszuführen. 

1.  Auflösung.  Man  lege  durch  Jtf^  ein  Strahlenbüschel,  welches 
lauter  kongruente  Sektoren  giebt,  durch  M^  lege  man  ein  kongruentes 
Büschel.  Die  eine  Gruppe  von  Diagonalkurven  des  entstehenden 
Netzes  von  Vierecken  giebt  das  Büschel  gleichseitiger  Hyperbeln. 
Damit  ist  ein  einfaches  Beispiel  zu  dem  bekannten  Satze  gegeben, 
dafs  die  Durchschnittspunkte  entsprechender  Strahlen  projektivischer 
Büschel  auf  einen  Kegelschnitt  führen.  Die  obige  Gleichung  2)  folgt 
daraus  von  selbst.  Läfst  man  nämlich  in  #j  =  WiC  und  ^^  =  ^20 
den  Faktor  n^  um  1  zunehmen,  während  n^  um  1  abnimmt,  so  bleibt 


^i  +  ^i  =  (^h  +  ^)(^ 
Gröfse.      Dies     entspricht 


dem    Ziehen     der 


Fig.  128. 


unverändert    dieselbe 
Diagonalkurven. 

Jetzt  lege  man 
um  üfj  diejenige 
koncentrische  Kreis- 
schar, die  ähnliche 
„Rechtecke",  z.  B. 
„Quadrate"  giebt;  um 
M^  lege  man  die 
kongruente  Schar. 
Die  eine  Gruppe  von 
Diagonalkurven  des 
Maschennetzes  giebt 
die  gesuchten  kon- 
fokalen Lemniskaten 
2.   Ordnung.      Läfst 

man  nämlich  in  Igr^  =  w^c  und  Igr^  =  w^c  die  Faktoren  n^  und  n^  sich 
ebenso,  wie  vorher  ändern,  so  bleibt  Igr^  +  Ig^'a  =  (wj  +  n^)c  eine 
konstante  Gröfse. 


2.  AuflöBung.  In  Absclmitt  VI  von  Ing.-Math.  Bd.  I  ist  die  lenmifr 
katische  Abbildui^  durchgeführt,  d.  h.  für  jeden  Vektor  0  C  ist  die  Winkel- 
halbierende OP  eingeschaltet,  deren  Länge  ^  yOM-  OC  ^Vl  ■  OC 
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d.  h.  gleich  der  mittleren  Proportionale  zwischen  0M^=^1  und  OC 
ist.  Dort  ist  gezeigt^  dals  dadurch  die  quadratische  Einteilung  der 
Ebene  durch  Strahlenbüschel  und  koncentrische  Ereisschar  in  die 
quadratische  Einteilung  durch  Hyperbelbüschel  und  konfokale  Lemnis- 
katenschar  erzielt  wird.  Der  Beweis  möge  dort  nachgesehen  werden. 
Durch  die  in  die  Niveaulinien  fallenden  Quadratseiten  gehen  sekundlich 
gleiche  Mengen  yon  Elektrizität.  An  jeder  Stelle  der  Fig.  125  sind 
die  Abstände  der  Niyeaulinien  gleich  den  Querlinien  der  Kanäle.  Die 
Figur  giebt  zugleich  die  Niveauflächen  für  das  Anziehungsproblem 
zweier  paralleler  homogen  mit  Masse  belegter  unbegrenzter  Geraden^ 
wobei  die  Dichtigkeiten  für  beide  übereinstimmen. 

165)  Aufgabe.  Für  einen  Punkt  einer  der  lemniskatischen 
Kurven  die  Normale^  für  das  eben  besprochene  Anziehungs- 
problem die  Resultante  nach  Grölse  und  Richtung  zu  kon- 
struieren. 

AuflöBXUig.  Man  könnte  die  bekannte  Tangentenkonstruktion 
für  die  betreffende  gleichseitige  Hyperbel  zu  Hilfe  nehmen.  Dies 
soll  hier  aber  nicht  geschehen, 
vielmehr  soll  die  Mechanik  heran-  *'*^"  ^^^ 

gezogen    werden.      Nach    Nr.  112 
übt  die  Masse  1  in  Jtf ^  auf  P  die 

Anziehung  —  =  PA^  aus,  die  Masse 

1  in  Jfg  die  Anziehung  —  =  PA^. 

Diese  Strecken  sind  leicht  zu  kon- 
struieren (mit  Hilfe  der  Proportion 

fj  :  1  =  1  :  rc).  Die  Resultante  PB  in  Fig.  126  mufs  senkrecht  auf 
der  Niveaulinie  stehen,  so  dals  die  Richtung  der  Normalen  gefunden 
ist.  (Darin  liegt  ein  leicht  auszusprechender  geometrischer  Satz  für 
die  Hyperbeln  und  Lemniskaten.)  Zugleich  ist  für  das  Anziehungs- 
problem die  Länge  der  Resultante  gefunden.     Sie  folgt  aus 

P ¥    I       «    r 


^  ^  ^»-2  ^»J  ^A 

als 

MM 
wobei  r  die  Qerade  OP  ist. 

Die  Richtung  der  Resultante  läfst  sich  mittels  der  Zerlegung  der 

Einzelkräfte  nach  der  senkrechten  und  wagerechten  Richtung  bequem 

ermitteln.    Die  Neigung  cc  gegen  die  X-Achse  ergiebt  sich,  wenn  M^ 

und  Jfj  als  die  Punkte  x  =  +  1  der  X-Achse  betrachtet  werden,  aus 
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1.^,1.^  r,  sin  6",    ,  r-  sin  ^.  y    ,    y 

tan«  = 


rir^ 


1         ^    ,    1         ^         r,  cos  -O",    ,  r*  C08  ^,        o;  +  1   ,  a:  —  i 

_C08dj+  — cos«-,  ^       2         +         ,2  -^+~X' 

y(^2  +  ^) 

oder,    wenn    man    für   r^    und   r\    die   Werte    (a:  —  1)   +  y    bezw. 
(x  +  1)^  +  y^  einsetzt, 

4)  tan«=        yf+/+^. 

^  aj(a;*  +  y*  +  l)  — ^fljy 

166)  Linien  gleicher  Stromdichte  und  gleicher  Strom- 
richtung für  dieses  Problem.  Setzt  man  die  Ausdrücke  fürj) 
imd  tana  gleich  konstanten  Gröfsen,  so  erhält  man  in 

^) 
und 

fiN  y(^'  +  y'  +  i)      ^^ 

^  ä;  (a;*  +  y«  +  1)  —  2  a;y 

die  gesuchten  Kurven. 

Die  Kurven  5)  geben  die  Stellen  gleichen  PotentialgefiQles  imd 
gleicher  Intensität  för  das  Anziehungsproblem,  gleicher  Geschwindigkeit 
für  das"  Strömungsproblem  einer  inkompressiblen  Flüssigkeit  in  den 
hyperbolischen  Streifen,  gleicher  Stromdichte  für  die  stationäre  Elek- 
trizitäts-  bezw.  Wärmeströmung.  Sie  passieren  Quadrate  von  gleicher 
Gröfse  in  der  quadratischen  Einteilung. 

Die  Kurven  6)  verbinden  die  Punkte  gleicher  Stromrichtung  bezw. 
gleicher  Anziehungsrichtung  miteinander.  [Beiläufig  sei  bemerkt, 
dals  ihre  Gleichung  sich  auf  -&■  —  (-ö*!  +  ^^  =  c  zurückführen  läfst, 
wo  ^  die  Neigung  des  Vektors  OV  ist,  xmd  dafs  sie  die  Orthogonal- 
schar zu  den  Kurven  5  geben.]  Sie  werden  konstruiert,  indem  man 
in  das  System  der  Lemniskaten  oder  Hyperbeln  eine  Parallelenschar 
legt  und  die  Berührungspunkte  verbindet. 

167)  Die  Diagrammfläche  des  Problems.  Denkt  man  sich 
auf  der  Ebene  der  Lemniskaten  imd  Hyperbeln  in  jedem  Punkte  das 
Lot  ;2?  =  lg  (r^rg)  =  lg  r^  -|-  lg  r^  errichtet,  so  erhält  man  die  Diagramm- 
flache  des  Potentials.  Die  Projektionen  der  Niveaulinien  und  Steilungs- 
linien  sind  die  der  Lemniskaten  und  Hyperbeln;  die  der  Linien 
gleicher  Steilheit  (gleichen  Gefälles)  sind  die  Kurven  5),  die  der  gleichen 
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Richtung  der  Projektion  sind  die  Kurven  6).  Folgen  die  Höhen  2 
arithmetisch  aufeinander^  so  durchschneiden  die  Kurven  5)  die  Stellen 
gleichen  Abstandes  w  der  Lemni  skaten. 

168)  Das  elektrische  Strömungsproblem.    Die  Gleichungen 
des  elektrischen  Problems  sind 


1  '1 


WO  E  die  sekundlich  in  jedem  der  Punkte  M^  und  M^  einströmende 
Elektrizitätsmenge  ist. 

Sind  r^  und  r^  bezw.  q^  und  q^  die  Abstände  zweier  benachbarter 
Punkte  einer  Stromlinie,  deren  Abstand  gleich  tv  ist,  so  folgt  aus 
der  GFefällgleichung 

W 

und  der  Geschwindigkeitsgleichung  v  =  k  tan  a  für  die  inkompressible 
Flüssigkeit,  da  zugleich 


V  =  — -  Xk 


ist,  die  Beziehung 


fiU 


wo  r  der  von  M  ausgehende  Vektor  ist.  Der  Abstand  der  Niveau- 
linien für  eine  gegebene  kleine  PotentialdiflFerenz  Fg  —  F^  berechnet 
sich  also  für  jede  Stelle  als 

Dadurch  sind  die  Quadratseiten  für  gegebene  kleine  Potentialdifferenz 
berechnet.     Das  Problem  kann  damit  als  erledigt  betrachtet  werden. 

169)  Aufgabe.  In  M^  und  M^  strömen  sekundlich  gleiche 
Mengen  entgegengesetzter  Elektrizitäten  ein.  Die  Strom- 
und  Niveaulinien  sind  zu  untersuchen. 

Auflösung.    Nach  obigem  erhalten  die  Niveaulinien  die  Gleichung 

V  1?  ^i  —  lg  ^"2  =  ^     ^^^^     lg  —  =  ^     oder     -}  =  (f, 

die  Stromlinien  die  Gleichung 

2)  ^,  _  ^,  =  c. 

Der  Faktor  x  ist  als  unwesentlich  weggelassen.  Die  Schar  1)  ist 
eine  Eü-eisschar,  die  Schar  2)  ein  Kreisbüschel  durch  M^  und  M^,  beide 
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Scharen  durchsetzen  einander  rechtwinklig.  Nimmt  c  in  beiden 
Gleichungen  Werte  an,  die  derselben  arithmetischen  Reihe  folgen,  so 
erhält  man  die  Einteilung  in  kleine  Quadrate. 

Aus  Figur  127   geht  hervor,  dafs  c  fiLr  jeden  Büschelkreis  den 
konstanten   Peripheriewinkel   über  M^M^   bedeutet,   der   gleich  dem 


Fig.  127. 


Winkel  ist,  unter  dem  die  X-Achse  geschnitten  wird.  Demnach  bilden 
die  Tangenten  der  Büschelkreise  in  if^  und  M^  reguläre  Strahlen- 
büschel. 

Konstruktiv  kann  man  die  Niveau-  und  Kraftlinien  auf  ver- 
schiedene Arten  erhalten.  Zunächst  kann  man  beginnen  wie  beim 
vorigen  Problem,  nur  hat  man  die  andere  Gruppe  von  Diagonalen  in 
das  Vierecksnetz  einzuzeichnen.     Eine  zweite  Art  ist  folgende:  Man 
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denke  sich  das  Quadratnetz  der  Strahlen  und  koncentrischen  Kreise 
gezeichnet^  mache  einen  beliebigen  Punkt  der  Ebene  zum  Inversions- 

centrum  (Abbildung  Z  =  —j ,   eine   beliebige  Länge   wähle  man  als 

Einheit.  Nach  dem  Method.  Lehrbuch  11  Kap.  IX  gehen  dabei  die  Kreise 
und  die  Strahlen  in  ein  Kreisbüschel  und  die  orthogonale  Kreisschar 
über,  und  da  die  Ähnlichkeit  in  den  kleinsten  Teilen  gewahrt  bleibt, 
entsteht  die  quadratische  Einteilung. 

Selbständig  läfst  sich  das  Büschel  leicht  konstruieren,  sobald  man 
wei&,  dafs  die  Tangenten  in  den  Büschelpunkten  unter  gleichen 
Winkeln  aufeinander  folgen.  Nimmt  man  neben  der  Symmetrielinie 
einen  der  Orthogonalkreise  willkürlich  an,  so  lassen  sich  die  anderen 
mit  Hilfe  der  Tangenten  in  den  Schnittpunkten  mit  dem  Büschel, 
welche  Liversionscentren  geben,  leicht  ableiten. 

Der  Übergang  vom  Strahlenbüschel  und  den  koncentrischen 
Kreisen  zum  Kreisbüschel  und  der  orthogonalen  Kreisschar  giebt  den 
Zusammenhang  der  Polarkarte  mit  den  Karten  der  östlichen  und 
westlichen  Halbkugel  nach  der  stereographischen  Projektion  von 
Hipparch-Ptolemäus.  [Nimmt  man  dazu  die  Quadrateinteilung 
der  Ebene  durch  Parallelenscharen,  so  erhält  man  den  Zusammen- 
hang mit  der  Merkatorkarte,  der  durch  die  Abbildung  Z  =lg0  ge- 
geben wird.] 

Zugleich  ist  das  Newtonsche  Anziehungs-Abstofsungsproblem 
gelöst  für  zwei  unbegrenzte  Gerade,  von  denen  die  eine  mit  anziehender, 
die  andere  mit  abstofsender  Masse  homogen  belegt  ist. 

170)    Aufgabe.       Die  Fig.  128. 

Resultantedes  letzteren 
Problems  nach  Gröfse 
und  Richtung  zu  kon- 
struieren und  zu  be- 
rechnen, ebenso  die 
Linien  gleicher  Strom- 
dichte und  Strom- 
richtung. 

Auflösung.  Sieht  man 
von  der  Konstanten  ab,  so 
handelt  es  sich  für  den 
Punkt  P  um  die  anziehende 

Kraft   —   und   um    die    ab- 

stofsende  Kraft  - ,  die  beide  leicht  zu  konstruieren  sind.  Die  Resultante 
ergiebt  sich  nach  Fig.  128  durch  Zusammensetzung. 
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Die  Gröfse  der  Resultante  ergiebt  sich,  wenn  MM^  =  1  gesetzt 
wird,  als 


y  =  ^  +  -2 ~  cos('9-2  —  ^;)  = 


^1  +  ^!- 2  r^fj  cos  (a-^-di) 


^1  ^2  ''1^2  »"l^ 


2 


r\  +  T\  +  'ir^r^co^S        M^M\  4 


22  22  2  ^ ' 


so  dafs 

2 


ü  = 

ä:  VT 

'1  's 

ist.     Die  Linien  gleicher  Stromdichte  haben  also  jetzt  die  Gleichung 

2 
—  =  X 

oder 


^1^2  =  7  =  ^? 


d.  h.  sie  bilden  ein  System  konfokaler  Lemniskaten. 

Die  Bichtung  der  Resultante  ergiebt  sich  nach  dem  früheren  aus 

^  ««A        ^oir^A         nsüi'O'i      r.sin-e-,  y       y 

—  Bin  iTj  —  —  sin  -ir, 


^  r^  f»      -^ 

tan  «=     ^ 


»'i  ^2  ^  »"i  n      »"i 


♦•1  ^2  *•?  ^  '•?  »2 

Setzt  man  hier 

SO  läfst  sich  die  Formel  auf 

,  2a;t/ 

tan  a  =  ^ f- — ;^  =  c 

^  —  y  —  1 

zurückführen,  womit  zugleich  die  Gleichung  für  die  Linien  gleicher 
Stromrichtung  gefunden  ist.  Die  Gleichung  ist  vom  zweiten  Grade, 
stellt  also,  da  alle  Kurven  durch  die  Punkte  +  1  der  X-Achse  gehen 
und  aufserdem  den  unendlichen  Punkt  erreichen,  ein  Hyperbelbüschel 
dar  und  zwar  das  Orthogonalbüschel  gleichwertiger  Hyperbeln  ffir  die 
Lemniskatenschar.  Dies  ergiebt  sich  durch  folgende  Umschreibung 
der  Gleichung 

y    _^    y 


[(a;+l)  +  (a?— l)]y_  rc  — l^a;  +  l  _ tan »^  +  tan a-,  __^^^/q,  _lä^  =  /; 
(a;  +  i)(a;-i)_t/—  y  y     ~  l-tan^^  tan*,  "~^^  ^*^i  "T"^«^ 


x-^-l  'a?— 1 
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oder  auch 

-^1  +  -^2  =  <^  ? 

was  nach  Nr.  163  die  Gleichung  der  gleichseitigen  Hyperbel  ist. 

Zieht  man  also  in  einem  Kreisbüschel  parallele  Tan- 
genten, so  liegen  die  Berührungspunkte  auf  einer  gleich- 
seitigen Hyperbel.  Die  Orthogonalkurven  sind  Lemniskaten 
2tor  Ordnung,  und  jede  Ton  ihnen  durchschneidet  bei  der 
Quadrateinteilung  der  Ebene  durch  Kreisbüschel  und  Kreis- 
schar eine  Reihe  gleich  grofser  Quadrate. 

Errichtet  man  auf  der  Ebene  in  jedem  Punkte  ein  Lot 


lg(~)  =  lgn  — lg^2; 


so    erhält    man    die   Diagrammfläche    des   Problems,    über    die   sich 
ähnliche  Betrachtungen  wie  über  die  vorige  anstellen  lassen. 
Die  Gleichungen  des  elektrischen  Problems  sind 

F==;8r  =  —  xlg(-),     v  = Xx.    x  =  -— v^, 

wo    E    die    aus    Jf^    sekundlich    hervorquellende   Elektrizitätsmenge 
bedeutet. 

Dieses  Problem  ist  das  erste,  an  dem  Kirchhoff  seine  bahn- 
brechenden Untersuchungen  über  die  stationäre  Strömung  in  ebenen 
Platten  theoretisch  und  experimentell  prüfend  durchgeführt  hat.  (Vgl. 
Poggendorfs  Annalen,  Bd.  64  u.  67  und  die  Vorlesungen  Kirchhoffs 
über  Elektrizität  und  Magnetismus  Seite  135.) 

171)  Aufgabe.  In  M^  und  M^  treten  sekundlich  ungleiche 
Mengen  gleichartiger  Elektrizität  ein,  um  im  Unendlichen 
abgeleitet  zu  werden.  Die  Strom-  und  Niveaulinien  u.  s.  w. 
sind  zu  untersuchen. 

Auflösung.  Sind  E^  und  E^  die  sekundlich  in  M^  und  M^  ein- 
tretenden Elektrizitätsmengen,  so  handelt  es  sich  um  die  Gleichungen 

1)  E^lgr^-\-E^lgr^==c    oder    rf vf  =  c' 
und 

2)  E,^,  +  E,^,  =  c, 

Polgen  die  Werte  von  c  einer  arithmetischen  Reihe,  so  erhält 
man  die  quadratische  Einteilung.  Konstruktiv  erhält  man  das  Netz, 
indem  man  in  Jf^  ein  regidäres  Strahlenbüschel  von  nE^  Sektoren, 
in  M^  ein  solches  von  nE^  Sektoren  zeichnet,  die  eine  Gröfse  von 
Diagonalkurven  des  Netzes  giebt  die  Stromlinien  2),  deren  Gleichung 
daraus    sofort    als    richtig    erhellt.      Dasselbe    macht    man   mit    den 
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quadratisch  teilenden  koncentrischen  Kreisen  der  beiden  Büschel,  was 
nach  Form  und  Gleichung  auf  die  Kurven  1)  führt.  Über  die  Dia- 
grammfläche, ebenso  über  die  Kurven  gleicher  Intensität  und  gleicher 
Stromrichtung  lassen  sich  dieselben  Betrachtungen  wie  vorher  anstellen, 
nur  werden  die  Resultate  weniger  einfach.  Die  Zeichnung  für  den 
Fall  E^:E^  =  2:l  erinnert  an  Fig.  72. 

Die  Stromlinien  haben  Asymptoten,  die  unter  gleichen  Winkeln 
aufeinander  folgen  und  durch  den  Schwerpunkt  der  „Massen"  E^  und  E^ 
gehen.  Zwei  dieser  Asymptoten  teilen  den  Winkel  M^MM^  im  Ver- 
hältnis E^  :  E^.  Die  zugehörigen  Stromlinien  grenzen  die  beiden 
Ausströmungsbereiche  voneinander  ab.  Zu  den  Niveaulinien  gehört 
ein  unendlich  grofser  Kreis  um  den  Schwerpunkt.  [Auf  die  Trans- 
formation, welche  das  Strahlenbüschel  und  die  koncentrische  Kreis- 
schar direkt  in  die  vorliegenden  Kurvenscharen  verwandeln,  kann  hier 
nicht  eingegangen  werden.  Dazu  vergleiche  man  Kapitel  X  der  Ein- 
führung in  die  Theorie  der  isogonalen  Verwandtschaften.] 

172)  Aufgabe.  In  M^  ströme  die  Elektrizitätsmenge  E^ 
ein,  der  Teil  E^  werde  in  31^  abgeleitet,  der  Rest  fliefse  ins 
Unendliche  ab.  Die  Niveau-  und  Stromlinien  sind  zu  unter- 
suchen. 

AufldBiing.  Konstruktiv  beginnt  man  wie  vorher,  nur  ninunt 
man  die  andere  Diagonalengruppe.  Dies  und  die  Potentialüberlegung 
führt  auf  die  Niveaulinien 

1)  £,lgr,  — J?,lgr,  =  c     oder    r^W'^  =  e\ 

2)  E^^i  —  E^%^^  =  c. 

Die  Zeichnung  f ür  iJ^  :  JBg  =  2  : 1  erinnert  an  Fig.  76.  Die  Arme 
der  sich  selbst  schneidenden  Kurven  schneiden  einander  rechtwinklig. 

173)  Aufgabe.  In  drei  beliebig  liegenden  Punkten  der 
Ebene  werde  Elektrizität  in  den  sekundlichen  Mengen  E^, 
E^  und  jK,  eingeführt,  im  Unendlichen  abgeleitet.  Das  Strom- 
netz ist  zu  untersuchen. 

Auflösung.  Man  bilde  zunächst  die  Stromlinien  für  E^  und  E^ 
und  zwar  soll  die  Zahl  der  Streifen  für  Jf^  gleich  nE^^  für  M^  gleich 
nE^  sein.  Darauf  bilde  man  das  regelrechte  Strahlenbüschel  für  Jtfj 
mit  nE^  Streifen.  Die  eine  Gruppe  von  Diagonalkurven  des  ent- 
stehenden Maschennetzes  giebt  die  gesuchten  Stromlinien.  Darauf 
bilde  man  für  M^  und  M^  die  quadratisch  einteilenden  Niveaulinien, 
für  M^  die  quadratisch  einteilenden  koncentrischen  Kreise  und  ver- 
fahre damit  ebenso. 
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Die  Gleichungen  werden 

oder 

1*)  rfrf^rf  =  e\ 

2)  E,^,  +  E,^,  +  E,»^  =  c. 

Die  Asymptoten  folgen  unter  gleichen  Winkeln  aufeinander  und 
gehen  durch  den  Schwerpunkt  S  der  „Massen"  E^,E^y  E^.  Jedem  Punkte 
kommt  ein  Bereich  der  Ebene  zu.  Der  unendlich  grofse  Kreis  wird 
durch  die  trennenden  Kurven  bezw.  ihre  Asymptoten  in  Bereiche  ein- 
geteilt^ die  sich  verhalten  wie  E^  :  E^  :  E^.  Dies  erleichtert  die 
Zeichnung  der  Kurven.  Die  Tangenten  in  M^,  M^,  M^  bilden  regel- 
mäfsige  Strahlenbüschel  mit  nE^,  W-E^,  wJEj  Streifen. 

174)  Aufgabe.  In  M^  und  M^  werde  sekundlich  die  Strom- 
menge  E^  und  E^  eingeleitet,  in  M^  werde  der  Teil  E^y  der 
Rest  im  Unendlichen  abgeleitet.  Das  Stromnetz  soll  unter- 
sucht werden. 

Auflösung.  Konstruktiv  beginnt  man  wie  vorher,  nur  nimmt  man 
jedesmal  die  andere  Gruppe  von  Diagonalkurven.  Die  Gleichungen 
werden 

1)  E,  Igr,  +  E^  Igr^  —  E,  Igr«  =  c, 
oder 

1*)  r^rf^r-^^  =  c, 

2)  ^1^1  +  E^^,  —  £3^3  =  c. 

Von  den  n  {E^  +  E^  Stromlinien,  die  von  M^  ausgehen,  wandern 
nE^  nach  Jtf^,  der  Rest  von  n  (^1  +  ^%  —  -^3)  g^ht  nach  dem  un- 
endlichen Bereiche.  Die  Asymptoten  der  letzteren  folgen  unter  gleichen 
Winkeln  aufeinander  und  gehen  durch  den  Schwerpunkt  der  Massen 
E^y  E2  und  — E^j  der  mit  Hilfe  entsprechender  Kräfte  leicht  kon- 
struiert wird. 

Ist  E^-^E^  —  -Kj  =  ^;  s^  fliefst  keine  Elektrizität  ins  Unendliche 
ab,  und  alle  Stromlinien,  die  von  M^  und  M^  ausgehen,  treffen  sich 
in  ü^s-  Die  Tangenten  der  Stromlinien  in  Jf^,  M2,  M^  bilden  regel- 
mäfsige  Strahlenbüschel  mit  nJS^,  nE^,  nE^  Streifen. 

176)  Aufgabe.  In  beliebigen  Punkten  M^,  M^,  -Mg,  . .  •  -äf« 
der  Ebene  strömen  sekundlich  die  gleichartigen  elektrischen 
Mengen  E^y  E^,  E^,  -  •  -  En  ein,  um  im  Unendlichen  abgeleitet 
zu   werden.     Das  Stromnetz  ist  zu  untersuchen. 

16* 
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AuflÖBTing.    Die  Gleicliimgen  werden  nach  obigem 
1)  ^1  Ign  4-  -Ea  Igr^  H Enigrn^c, 


oder 

1*) 

^1    .^2    ^9            J^'n             . 

»-1  »'s  »'s   •  •  -^        ^y 

bezw. 

2) 

£\d,  +  -B,*j  -\ 1-  E^^r,  —  c. 

Der  konstruktive  Weg  ist  umständlich,  bietet  aber  keine  Schwierig- 
keiten. Man  konstruiert  nach  Nr.  173  das  Netz  für  drei  Punkte, 
nimmt  das  Strahlenbüschel  bezw.  die  koncentrische  Kreisschar  des 
vierten,  dazu  bildet  man  die  Diagonalkurven.  Dann  wird  der  fönfte 
Punkt  dazugezogen.  Die  Asymptoten  der  Stromlinien  gehen  durch 
den  Schwerpunkt  und  folgen  unter  gleichen  Winkeln  aufeinander.  Von 
der  Streifenzahl  gilt  dasselbe,  wie  vorher. 

176)  Aufgabe.  In  den  Punkten  M^^  M^y  -M,  .  . .  Jf »  mögen 
die  Strommengen  e^j  e^,  Cj  .  .  .  e»  eingeleitet,  in  den  Punkten 
35ij,  aWj,  .  .  .  9Rr  die  Mengen  s^,  fg?  •  •  ^^  abgeleitet  werden,  der 
Rest  soll  ins  Unendliche  abfliefsen.  Das  Stromnetz  ist  zu 
untersuchen. 

Auflösung.    Die  Gleichungen  werden 

1)  e,\gr,-+-e^\gr^+--\-enlgrn  —  [€,lgQi  +  B^\gQ^  +  '"£^\gQ,]=c. 
oder 

1  *)  -^-^ ^  =  C. 

Konstruktiv  verfährt  man  wie  vorher,  nur  ist  bei  Heranziehung 
der  negativen  Ströme  die  andere  Diagonalgruppe  zu  wählen.  Die 
Stromlinien  sind 

2)  e^d'i  +  e^d^^  H 1-  e„^n  —  [«i9i  +  ^2%  H h  ^^^J  =  c- 

Die  Asymptoten  der  Stromlinien  gehen  durch  den  Schwerpunkt 
der  teils  positiven,  teils  negativen  Massen  und  folgen  unter  gleichen 
Winkeln  aufeinander.  Von  der  Streifenzahl  für  die  einzelnen  Punkte 
gilt  dasselbe  wie  vorher.  Ist  die  Summe  der  positiven  und  negativen 
Strommengen  gleich  Null,  so  geht  nichts  ins  Unendliche,  also  sind 
unter  den  Stromlinien  im  allgemeinen  keine  asymptotischen-  Nur 
gewisse  Grenzkurven  sind  auszunehmen. 

Als  allgemeine  Form  der  Niveau-  und  Stromlinien  kann  mau 
einfacher  schreiben 
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e,*,  +  fijfr,  4-  ■  ■ 


-  e»*,  =  c, 


wo  die  e  teils  positiv,  teils  negativ  aufzufassen  sind. 

Damit  sind  die  Punktprobleme   för  das  logarithmische  Potential 
erledigt. 

[In  Kap.  X  und  XI  *■'»  '" 

der  Eiafilhnmg  in  die 
Theorie  der  isogonalen 
Verwandtschaften  ist 
gezeigt,  wie  man  dureh 
eine  einfache  Trans- 
formation direkt  vom 
Parallelen-  oder  vom 
Einpunktproblem  zu 
diesem  allgemeinsten 
Pimktproblem  über- 
gehen kann.] 

177)  Einige  Bei- 
spiele.   Um  einen  B^iff  von  den  hier  auftretenden  Kurvensystemen 
zu    erhalten,   vei^leiche   man   die   beiden   beistehenden   Figuren,    die 
der  Theorie  der  isogonalen 

Verwandtschaften  des  Ver-  *' 

fassers  entnommen  sind. 
Bei  beiden  handelt  es  sich 
um  gleiche  Mengen  ein- 
strömender und  abgeleiteter 
Elektrizität  in  vier  bezw. 
sechs  Punkten,  so  dafs  ein 
Abströmen  ins  Unendliche 
nicht  stattfindet.  Beide  _/ 
Zeichnungen  erlautem  sich  i 

selbst.      An    beiden    läfst  v-^ 

sieb     auch    das    Verhalten  / 

der   durch  Erdleitung   ver-  ^-^ 

mittelten    Rückströmungen      ,  '    '"- 
beim  Telegraphieren  erläu- 
tern.    Man  nehme  an,  die 
drei  inneren  Büscbelpunkte 

seien  Tel^raphenstationen,  die  gleichzeitig  nach  den  drei  äulseren 
tel^raphieren.  Unter  Voraussetzung  homogenen  Erdreichs  stellt  dann 
die  Zeichnung  die  entstehenden  Rückströme  dar,   wobei  zu  beachten 
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ist^  dafs  jede  Station  nicht  die  ganze  von  ihr  ausgehende  Elektrizität 
zurück  erhält,  sonderen  nur  einen  Teil  davon,  wogegen  sie  den  Rest 
anderswoher  erhält. 

178)  Eine  allgemeine  Methode  zur  Herstellung  isother- 
mischer  Einteilungen.  Aus  obigem  ergiebt  sich  ganz  allgemein 
folgendes:  Hat  man  ein  Strömungsnetz  mit  quadratischer 
Einteilung  in  der  Ebene,  und  zeichnet  man  ein  zweites 
quadratisches  ein,  so  geben  die  beiden  Gruppen  von 
Diagonalkurven  des  Stromliniennetzes  die  Stromlinien 
zweier  neuen  Probleme,  von  denen  das  eine  gewissermafsen 
durch  Addition,  das  andere  durch  Subtraktion  aus  den 
beiden  gegebenen  hervorgeht.  Dasselbe  gilt  von  den  Niveau- 
linien der  beiden  Probleme,  deren  Diagonalkurven  auf  die 
Niveaulinien  der  beiden  neuen  Probleme  führen.  Dabei  mufs 
jedoch  angenommen  werden,  dafs  die  Massenbelegungen  der  Linien 
bezw.  Flächen  unverändert  festgehalten  werden.  Elektrizitäten  z.  B. 
würden  bei  gegenseitiger  Annäherung  sofort  durch  Influenz  in  Ver- 
schiebungen geraten.  Dann  aber  würden  die  gefundenen  Linien 
nicht  mehr  das  Stronmetz  des  neuen  Problems,  sondern  das  eines 
gewissen  anderen  geben.  Bei  Punktproblemen  tritt  die  genannte 
Stönmg  nicht  ein. 

Ein  besonderer  Fall  liegt  darin,  dafs  die  Diagonalkurven  einer 
quadratischen  Einteilung  stets  auf  die  Strom-  und  Niveaulinien  eines 
anderen  Strömungsproblems  führen  und  zwar  ebenfalls  in  quadratischer 
Einteilung. 

So  kann  man  synthetisch  aus  bekannten  Problemen  neue  in  be- 
liebiger Zahl  ableiten,  ohne  die  Hilfsmittel  der  höheren  Analysis  äu 
benutzen. 

179)  Eine  zweite  Methode  ist  die  der  konformen  Ab- 
bildung, d.  h.  der  in  den  kleinsten  Teilen  ähnlichen  Ab- 
bildung. Ohne  auf  den  analytischen  Charakter  einzugehen,  bemerken 
wir  folgendes.  Gelingt  es,  durch  irgend  eine  Transformation  aus  einer 
bekannten  quadratischen  Einteilung  wiederum  eine  quadratische  zu 
erhalten,  so  hat  man  ein  neues  Stromnetz.     Dies  geschieht  z.  B.  bei 

der  Inversion  oder  Transformation  mittels  reciproker  Radien,  Z  =e=  - , 

bei  der  in  Band  I  erörterten  lemniskatischen  Abbildung  Z  =  ")/^, 
bei  der  in  Nr.  115  behandelten  logarithmischen  Abbildung.  Die  In- 
version verwandelt  die  Parallelenschar  in  ein  System  sich  berührender 
Kreise  und  die  orthogonale  Kreisschar,  das  Strahlenbüschel  nebst 
koncentrischer    Kreisschar    in    das   Kreisbüschel    nebst    orthogonaler 
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Fig.  ISl. 


Kreisschar.     Die  lemniskatische  Abbildung  verwandelt    das  Strahlen- 
büschel nebst  koncentrischer  Kreisschar  in  das  Büschel  gleichseitiger 
Hyperbeln  nebst  konfokaler  Lemniskatenschar^  das  Ereisbüschel  nebst 
orthogonaler  Kreisschar  in  das  in 
Fig.  129  dargestellte  Lemniskaten- 
büschel  nebst  orthogonaler  Lemnis- 
katenschar^    die   Parallelenscharen 
in      Scharen     gleichseitiger     Hy- 
perbeln. 

Die  Abbildung  Z  =  0^,  d.  h. 
die  Umkehrung  der  leniniskatischen 
Abbildung  verwandelt  die  Paral- 
lelenscharen in  ein  System  kon- 
fokaler Parabeln^  das  Strahlen- 
büschel nebst  koncentrischer  Kreis- 
schar in  ein  Büschel  von  Parabeln 
nebst   kardioidischer  Schar.     Man 

kann  diese  Transformation  als  die  kardioidische  Abbildung  bezeichnen. 
(Vergl.  Ing.-Math.  Band  I,  Abschnitt  VI.) 

180)  Die  Abbildung  Z  =  äj*  ist  entsprechend  zu  behandeln. 
Ist  OA  =  1  und  OA^  =  r^  eine  beliebige  Strecke,  so  vollende  man 
Dreieck  OAA^  und  setze  darauf  ein  ähn- 
liches OA^A^y  darauf  wiederum  ein  ähn- 
liches OA^Aq.     Dann  ist 

OÄ,  =  r\,   OA^  =  rl, 

zugleich  ist 

^A0A^  =  3'^A0A^. 

Dies  entspricht  der  Moivr eschen  Formel 

[r  (cos  9  +  i  siny)]' 
=  r'  (cos 3<p  -\-  i  8m3<p). 

Man  nennt  die  Strecke   OA^  (Strecke  ist 

die  nach  Länge  und  Richtung   bestimmte 

Gerade)  die  dritte  Potenz  der  Strecke  OA^^. 

So    kann   man   zu  jedem   Punkte   Aj^    den 

zugehörigen  A^  finden.  Koncentrische  Kreise 

um  O  gehen  dabei  wieder  in  solche  über,   Strahlen  durch  0  wieder 

in  Strahlen  durch   0.     Kurven  f  (Rj  0)  =  0  gehen  über  iu  Kurven 

f(r*y  n(p)  =  0,  Kurven  f  (fjX,  ^)  =  0  in  Kurven  f  (r,  (p)  =  0. 


Fig.  182. 


^-'"  yi 
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Der    quadratische    Charakter    der    Einteilung    mitteia    Strablen- 

büschel  und  koucentrischer  Kreisachar  bleibt  erhalten.    Das  „Quadrat" 

AiSfCiDi   verwandelt   sich  in    einen 

Flg.  ISS.  „RechteckBraum"  Jj.^Cgi)g.   Dabei  sei 

OÄ,=r,    A^D.^ra, 

dann  wird 

d.h. 

Ist  nun 

A^B^=d    also     OBi=r-\-d, 
so  wird 

OBj  =  (r  +  d)' 
=  r'  +  3r*d+3rrf»  +  (P, 
also 

AB^  =  OB^  -  OA^ 
^        =  (r^  +  är'd  +  3rd*  -)-  d»)  -  r» 
=  3r*d+3r(P+(P. 

Ist  nun  d  sehr  klein,  so  kann  man  Srd* -\- d^  als  unendlich  klein 
2**'  bezw.  3'"  Ordnung  gegen  3r'd  Temachlässigen,  so  dafa 

A^B^  =  Sr^d  =  3r'■A^B^ 

wird.  Ist  nun  A^B,  ^  AjD,  d.h.  A^BiC^I),  ein  Quadrat,  so  wird 
A,B^  =  AsD^,  (denn  3r*- .4iB,  =  3r'^ii),),  d.h.  auch  A^B^C^B^ 
wird  ein  Quadrat. 

Die  Abbildung  ist  also  eine  konforme.  Das  Bogenverhältnis  ist 
l:3r',  das  Flächen  Verhältnis  l:9r*.  Die  Folgerungen  ßr  Polar- 
momente  2"'  und  4'"  Ordnung  liegen  auf  der  Hand. 

Dasselbe  gilt  nun  auch  von  ihrer  TJmkehrung  Z=  yz  ,  bei  der 
allerdings  die  Dreiteilung  des  Winkels  vorausgesetzt  werden  mufs. 
ebenso  die  konstruktive  Darstellung  der  dritten  Wurzel,  denn  der 
Vektor  OA^  muTs  in  0A^  verwandelt  werden.  Da  dies  mit  Hilfe  der 
Rechnung  beliebig  genau  geschehen  kann,  soll  diese  Möglichkeit  an- 
genommen werden.  Kurven  f(r,  tp)  ^0  gehen  über  in  f'yyr,  ^)^^- 
Die  orthogonalen  Paralleleuscharen  verwandeln  eich  in  orthc^onale 
Hyperbel  scharen  3'"  Ordnung,  das  Strahlenbüschel  und  die  koncen- 
triache  Kreisschar  um  einen  beliebigen  Punkt  in  ein  Hjperbelbüschel 
3"'  Ordnung  nebst  Lemni skatenschar  3"'  Ordnung,  wobei  die  3  Breno- 
punkte  (Wurzelpunkte)  auf  einem  Kreise  liegen  und  ein  gleichseitiges 


Die  zweidimensionalen  Mehrpunkt-  und  Linearprobleme.  249 

Dreieck  bilden;  das  Kreisbüschel  und  die  orthogonale  Kreisschar  gehen 
über  in  das  Büschel  der  Lemniskaten  3**'  Ordnung  nebst  Orthogonal- 
schar,  welches  in  Fig.  130    dargestellt  ist,  u.  s.  w.     So   erhält  man 

weitere  Strömungsprobleme  und  kann  ebenso  zu  Z  ^  z"^  und  Z  =  y  z 
übergehen. 

181)  Rückblick  auf  die  logarithmische  Abbildung. 

Von  besonderer  Wichtigkeit  ist  die  schon  in  Nr.  115  behandelte 
logarithmische  Transformation,  die  darauf  beruht,  dafs  man  an 
Stelle  von  X  =  a  einsetzt  Igr  =  a  oder  r  =^  (f^y  an  Stelle  von  Y  =h 
dagegen  den  Bogen  ^  =  h.  Dadurch  wird  die  Parallelenschar  in  das 
System  koncentrischer  Kreise  nebst  Badien  verwandelt.  Aus  X^  =  a  +  rf 
wird  Igr^  =  a  +  ^;  so  dafs  r^  =  c^+^  wird,  aus  X^  —  X  =  d  also  wird 

Ig^i  — %^  =  ^    oder     j  =  e^, 
so  dafs 

r,=ref      und     r,  -  r  =  r  (e- -  1)  =  r  (l  + -f  +  ^^'^  +  ...  -  l) 

wird.  Für  unendlich  kleines  d  wird  also  die  eine  Rechtecksseite  gleich 
rd.  Aus  Fj  =  6  -f-  rf  ergiebt  sich  O-^  =  6  +  ^7  ^^^  ^1  —  ^=  ^ 
also  ^1  —  ^=  dy  für  den  Radius  r  also  ebenfalls  rd.  Demnach  geht 
ein  kleines  Quadrat  in  ein  kleines  Quadrat  über.  Damit  ist  auch 
dieser  Übergang  auf  eine  Transformation  zurückgeführt,  die  mit 
der  Formel 

X-\-  Yi  =  lg  [r  (cos  ^  +  *8in  d']  =  Igr  +  lg  (cos  ^  +  *  sin  d) 

=  lg  r  +  lg  e^*  =  lg  r  +  ^^ 

zusammenhängt,  wobei  X=  Igr  und  Y=  d"  wird,  da  man  die  reellen 
Teile  und  ebenso  die  imaginären  einander  gleich  zu  setzen  hat.  In 
beiden  Ebenen  entsprechen  einander  folgende  Kurven: 

Z-Ebene.  ^-Ebene. 

l)f(X,Y)  =  0  )\- y^ 

[oder  fil^yx^  +  y^  arctan  |j  =  0. 


2)/-(e^,  r)  =  0 


f{r,  ^)  =  0 
oder  /"(l/^+p,  arctan  |)  =  0. 
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Z-Ebene.  ;er-£bene. 

(         f{r,  «*)  =  0 
3)/-(e',O  =  0 

oder  f\yx*  +  y«,  e        ')=-0. 

4)  /-(e*  cos  Y,  e^BmY)  =  0  f{xy)  =-  0. 

5)  f{B,  ®)  =  0  /"[yClg»-)*  +  n  arctan  ^]  =  0. 
Aus  der  umgekehrten  Abbildung 

X  -j-  yi=s  e^+  5"«  =  e^ . e^»  =  e^ (cos  ¥-{-  isinY) 

folgt  nämlich 

X  =  ^  cos  F,    y  =  e'  sin  F. 

AuTserdem  ist  nach  1) 

iJ«  =  JP  +  r^  =  (lgr)2  +  ^8,     0  =  arctan  J=  arctanp^. 

Dadurch    ist  man    imstande^    aus  jeder   beliebigen   Eurvenschar  der 
einen  Ebene  die  entsprechende  der  anderen  leicht  abzuleiten. 

182)  Ein  Beispiel  von  praktischer  Bedeutung.  Das 
Kreisbüschel  durch  die  Punkte  x  =^  o  und  a;  = -f~  ^  ^^^  ^^^ 
a;-Achse  der  jj-Ebene  soll  durch  die  Abbildung  Z=\gz  in 
die  ^-Ebene  übertragen  werden.  Dasselbe  soll  mit  der 
orthogonalen  Ereisschar  geschehen. 

Das  Ereisbüschel  hat  die  Gleichung 

-O*!  —  ^  =  c     oder     arctan  — arctan  —  =  c. 

Die  linke  Seite  lafst  sich  schreiben 

y         y 


X  —  d  X     \  1  Ä  . 

I  =  arctan  -^ ; — ;  =  arctan  -= — 

1  J_     y     .  y  1  Ä»  —  aa?  +  y*  r«  — 


X  —  a    X. 


Die  Gleichung 

r"  —  ar  cos  9"  r*  —  ar  coa  9" 


arctan   , ^  =  c    oder     -, ^  =  tan  c 


geht  über  in 

1)        -5y = =  tan c     oder     arctan  -Tr= = =  c. 

Die  Ereisschar  hat  die  Gleichung 

^—  =  eP    oder  =  ^ 

n  l/(a;-a)«  +  y« 
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oder  endlich 

=  6*. 


yr^  —  2  ar  cos  <»'  +  a* 
Sie  geht  über  in 


e^ 


2)  ^  — -  =e^ 

oder  durch  Logarithmierung  in 

2*)  Ig^  ~  |lg  [e«-^  —  2ae^co8  7+  a*]  =  c. 

Eine  beliebig  genaue  Konstruktion  der  Kurven  ergiebt  sich  folgender- 
mafsen.  Man  denke  sich  nach  Fig.  85  die  ;ef- Ebene  durch  Polar- 
koordinaten^  die  Z-Ebene  durch  gewöhnliche  Parallelenscharen  in 
Quadrate  eingeteilt.  In  der  ;8r-Ebene  zeichne  man  die  quadratische 
Einteilung  durch  Kreisbüschel  und  orthogonale  Kreisschar  mit  den 
Grandpunkten  x  =  o  und  x  =  '\-  a  der  X-Achse  mit  anderer  Farbe 
z.  B.  rot  ein.  Ist  die  ursprüngliche  Teilung  klein  genug  gewählt,  so 
kann  man  die  rote  Zeichnung  innerhalb  jedes  kleinen  Quadrates  der 
jgr-Ebene  in  das  entsprechende  Quadrat  der  Z-Ebene  geometrisch  ähn- 
licli  eintragen.  In  Fig.  134  ist  das  entstehende  Gebilde  dargestellt. 
Die  Figur  ist  symmetrisch  gegen  AB,  A^B^  und  CD  nach  oben  und 
unten  fortzusetzen,  so  dafs  unendlich  viele  Parallelstreifen  entstehen. 
Die  durch  E  und  F  gehenden  Niveaulinien  haben  Asymptoten,  die 
aus  Gründen  potentieller  Gleichwertigkeit  die  beiden  Halbstreifen 
halbieren.  Die  nach  links  fortgesetzte  Figiu-  geht  allmählich  in  eine 
wirkliche  Quadratteilung  durch  gerade  Linien  über. 

183)  Deutungen  der  Figur,  a)  Man  denke  sich  einen  imbe- 
grenzt  langen  Parallelstreifen  von  Metall,  in  den  von  links  her 
Elektrizität  einströme.  Im  Punkte  P  werde  die  gesamte  Elektrizität 
abgeleitet.  Die  Figur  stellt  die  Strom-  und  Niveaulinien  des  Problems 
und  die  entsprechende  quadratische  Einteilung  dar.  Die  entsprechende 
Wärmeströmung  ist  mit  denselben  Worten  darzustellen. 

b)  In  einem  flachen  Kanäle  ströme  von  links  her  regelmäfsig 
W^asser  heran,  welches  durch  eine  Pumpe  bei  P  entfernt  wird  oder 
dort  durch  eine  Bodenöflftiung  nach  unten  versinkt.  Die  Stromlinien 
und  die  Linien  gleichen  Geschwindigkeitspotentials  sind  dargestellt. 
Die  Geschwindigkeiten  sind  umgekehrt  proportional  den  Dimensionen 
der  Quadrate.  Nach  rechts  hin  befindet  sich  die  Flüssigkeit  in  an- 
genähertem,  in  sehr  grofser  Entfernung  in  absolutem  Ruhezustande. 

c)  Der  Streifen  stelle  nach  der  noch  zu  besprechenden  Forch- 
h  ei m ersehen  Grundwassertheorie  eine  Grundwasser  führende  Sand- 
schicht   in  einem  Thale  dar,   dessen  Begrenzung   durch  die   Geraden 


•*• 
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g^eben  ist.    Bei  P  werde  der  gesamte  GrundwasserBtrom  durch  eine 
Pumpe  entfernt.    Die  Niveaulinien  sind  Linien  gleichen  Grundwasser- 
Standes,    bezogen    auf  die   Neigungsebene   des    Thaies,    die    anderen 
Linien  sind  Stromlinien  des  Gnmd- 
Fig.  181.  Wassers. 

d)  Man   setze  die  Figur   nach 
oben    und  tmten   durch  Symmetrie 
periodisch  fort,  so  dafs  man  beliebig 
viele    Parallelstreifen    erhält.      Die 
kleinen  Kreise  bei  den  Punkten  P 
sollen  die  Normalschnitte  von  sehr 
langen  parallelen  Drähten  sein.  Von 
links  her  nahe  sich  eine  Induktions- 
wirkung,  die  in  idealer  Weise  von 
dem  „Drabtgitter"  vollkommen  auf- 
gesaugt   werde.      In    dem    Räume 
rechts   von   P  werden    die  Dimen- 
sionen   der   „Quadrate"    allmäbHcli 
unendlich  grofs  g^en  die  der  hnk» 
davon     Uzenden.       Die    Influenz- 
wirkungen werden  also  nach  rechts 
hin  allmählich  unendlich   schwach. 
So  erhält  man  eine  Vorstellung  von  den  Wirkungen  der  Schutz 
gitter,  die  folgende  Bedeutung  haben.     Soll   ein  Körper,  z.B.  eine 
Magnetnadel,  gegen  Influenzwirkungen  geschützt  werden,  so  umschliefst 
man  ihn  mit  einem  Metallgefäfse,   mit  dem  er  leitend  verbunden  ist. 
Beide  haben  dann  gleiches  Potential,  z.  B.  durch  Verbindung  mit  der 
Erde    das    Potential    Null.      Um    jedoch    die   Nadel    beobachten    zu 
können,  mufs  man  dem   Gefäfs   eine  Öffnung  geben.     Diese  Öffnung 
hat   man  jedoch   mit  einem  Parallelgitter  von  Drähten   zu  versehen, 
welches   die  Induktionswirkungeu    in   der   oben  beschriebenen  Weise 
abhält. 

184)  Eine  Modifikation  des  Beispiels.  Man  denke  sich 
in  der  .j-Ebene  das  Zweipunktproblem  mit  elektrischer 
Ein-  und  Ausströmung  in  denselben  Punkten  {x  =  o  und 
X  ^  a),  jedoch  soll  in  3;  =  o  doppelt  soviel  einströmen,  als 
iu  ;r  ^  «  abgeleitet  wird,  so  dafs  der  Best  ins  Unendliche 
abfliefseu  mufs.  Die  Strom-  und  Niveaulinien  des  Problems 
sollen  in  die  Z-Ebene  übertragen  werden. 

Auflöanng.     Es  handelt  sich  um  die  Niveaulinien 

2  lg  r  —  lg  r.  ^  e     oder     -  ^  e'     oder  --^ —  =  ^ 

l/(x-a)'-i-y' 
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und  um  die  Stromlinien 

2  -d"  —  '^i  =  c     oder  2  arctan  —  —  arctan  =  c. 

Die  entsprechenden  Kurven  erhalten  die  Gleichungen 


f»^ 


=  ^; 


was  rechts  und  links  logarithmiert  werden  kann,  und 


oder 


rt        .        e^  am  Y  .  (^  sm  1 

2  arctan  —= arctan  -j^ ==  c 

e    cos  Y  e    cos  Y  —  a 

2  F  —  arctan  -^ =  c. 

e    cos  Y  —  a 


Die  Zeichnung  in  der  jer-Ebene  ist  nach  der  in  Nr.  182  angegebeneu 
Methode  anzufertigen  und  in  die  Z- Ebene  wie  dort  zu  über- 
tri^en.  Man  erhält  die  Strömimg  in  einem  Parallelstreifen,  die  bei 
P  zur  Hälfte  aufgesaugt  wird  und  zur  anderen  Hälfte  weiter  fliefst, 
oder  die  eines  Schutzgitters,  welches  die  Influenzwirkungen  nur  zur 
Hälfte  aufhebt. 

An  Stelle  des  Faktors  2  kann  selbstverständlich  jeder  andere 
treten^  so  dafs  auch  das  allgemeinere  Problem  gelöst  ist.  Auch  jedes 
andere  Mehrpunktproblem  der  ;2:-Ebene  kann  in  die  Z-Ebene  über- 
tragen werden. 

Eine  andere  Behandlungsweise  der  Theorie  der  Schutzgitter  sehe 
man  bei  Maxwell-Weinstein  I  Seite  323  bis  320  nach. 

185)  Bemerkungen.  Kartographische  Bedeutung  hat  diese  Uber- 
tragungsweise  noch  dadurch,  dafs  man  sofort  die  Gleichungen  der 
Kurven  aufstellen  kann,  die  irgend  welchen  auf  der  Polarkarte  oder 
der  Kugeloberfläche  gegebenen  auf  der  Mercatorkarte  entsprechen. 
Auch  könnte  man  Mercatorkarten  anfertigen,  bei  denen  nicht  die 
Pole,  sondern  irgend  ein  Punkt  des  Globus  nebst  Gegenpunkt  in 
unendliche  Entfernung  fällt,  so  dafs  z.  B.  ein  Kontinent,  wie  Amerika, 
mit  geringeren  Verzerrungen  dargestellt  werden  könnte. 

Eine  andere  Deutung  von  Fig.  134  erhält  man  durch  folgendes 
Vertauschimgsproblem:  Längs  AB  ströme  Elektrizität  ein,  längs  A^B^ 
aus,  durch  einen  bis  ins  Unendliche  fortgesetzten  Schnitt  längs 
der  Kurven  von  F  über  G  nach  E  werde  sie  gezwungen,  sich  in 
entsprechenden  Bogen  zu  bewegen.  Die  Lösung  liegt  vor.  Auch 
das  Problem  Einströmung  in  PD,  Ausströmung  in  PG  ist  für  den 

Ausschnitt  FGE  gelöst. 
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186)  Newtonsches  Potential  gewisser  Kurven.  In  Band! 
ist    gezeigt,    wie    gewisse   Flächen    ein   mit   Hilfe    der   Abbildungen 

Z  =  z^  und  z  =  yZ  leicht  zu  bestimmendes  Potential  haben.  Hier 
läfst  sich  entsprechendes  für  gewisse  Kurven  ableiten.  Was  nämlich 
die  Gröfsenverhältnisse  entsprechender  Quadrate  in  beiden  Ebenen 
anbetrifiFt,  so  sind  die  Dimensionen  am  Einheitskreise  der  Z^Ebene 
gleich  denen  des  Streifens,  dort  also  ist  das  Bogenelement  s  der  einen 
Ebene  gleich  dem  Elemente  S  der  andern.    In  der  Entfernung  r  vom 

Nullpunkte   ist   das  Element  s^  =  s-r,   also  ist  dort  --  =  S^     Für 

eine  ganze  Kurve  und  ihr  Bild  ist  also 

Folglich:  Die  Länge  der  ganzen  Kurve  in  der  Z-Ebene  ist 
gleich  dem  Newtonschen  Potentialwerte  der  entsprechenden 
Kurve  in  der  jßr-Ebene  für  den  Nullpunkt. 

Die  den  Streifen  unter  45^  schneidende  Gerade  z.  B.  hat  überall 

die  Länge  2:;r]/2.  Ein  einzelner  Umgang  einer  unter  45®  schneidenden 
logarithmischen  Spirale,  wo   sie  auch  beginnen   möge,  hat  daher  im 

Nullpunkte   den   Potentialwert   2;r]/2.     Allgemein,   bei   Neigung  «, 

handelt  es  sich  um  -; —  für  Länse  bezw.  Potentialwert.     Ist  u  der 

Umfang  eines  geradlinigen  Gebildes  der  Z-Ebene,  so  ist  der  Potential- 
wert des  aus  Bogen  von  logarithmischen  Spiralen  bestehenden 
entsprechenden  Gebildes  der  Z- Ebene  für  den  Nullpunkt  ebenfalls 
gleich  u. 

Kongruente  Gebilde  im  Streifen  haben  gleiche  Umfange.  Ihre 
entsprechenden  Gebilde  haben  im  Punkte  o  denselben  Potentialwert. 
Entsteht  das  eine  Gebilde  der  Z-Ebene  aus  dem  andern  durch 
Parallelverschiebung  in  der  Richtung  des  Streifens,  so  sind  die  beiden 
entsprechenden  der  Z- Ebene  einander  ähnlich  mit  0  als  äufserem 
Ähnlichkeitspunkt,  sie  haben  aber  übereinstimmende  Potentialwerte 
in  0. 

(Umgekehrt  ist  ^  s  =  ^  Sr,  also  da  r  in  e^  übergeht 

diese  Beziehung  scheint  aber  nicht  nutzbar  zu  sein.  Die  Vergleichung 
von  Flächen  führt  auf  ^^^^  ^2^'  ^^  ^^^  ^^^^  Fläche  der  Z-Ebene 
gleich  dem  Polarmomente  ( —  2**')  Ordnung  der  entsprechenden  Fläche 
der  ^-Ebene  in  Bezug  auf  den  Nullpunkt  ist.) 
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187)  Die  allgemeine  isogonale  Transformation. 
Ganz    allgemein   handelt   es    sich   um   Abbildungen   mittels    der 
Funktionen  komplexen  Arguments 

1)  X  +  Yi  =  f{x  +  yi) . 

TaM  jeder  solchen  gehört  eine  konjugierte  Funktion 

2)  X  -  Yi '=  f,{x  -  yi) , 

in  der  auch  die  komplexen  Konstanten  konjugiert  zu  nehmen  sind. 
Addition  giebt 

2X  =  f{x  +  yi)  +  f,ix-yi), 
Subtraktion 

2Y=f{x  +  yi)-f,{x-yi). 

Demnach  entsprechen  den  Parallelenscharen 

X  =  a,     Y=h 
die  Kurrenscharen 

nx  +  yi^  +  f^jx-yx)  _  f{x  +  yi)-f,{x-yi)  _  , 

Durch  Multiplikation  Yon  1)  und  2)  folgt  noch 

3)  X^  +  r^  =  /-(x  +  yi)f,{x  -  yi), 
so  dafs  den  koncentrischen  Kreisen  iJ  =  c  Kurven 

yf{x  +  yi)f^{X'-yi)  =  c 

entsprechen.     Dturch  Division  folgt  hingegen 

X+Yi_  f(x  +  yt) 
X-^Yi  —  U{x--yiy 
so  dafs 

oder 

arctan^.  =  |j  [lg /•(:«;  +  yi)  —  Ig/K^  —  yi)\  - 

Überall  hebt  sich  das  Imaginäre  weg.     Den  Kreisen  lg  JB  =  c  oder 
iJ  =  e*  entsprechen  die  Kurven 

den  Geraden 

Y 
arctan  ■^=  d' 

A 

die  Kurvenscharen 

iil'^efi^  +  yi)  -  ig/i(^  —  yi)]  =  ^  • 
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Auch  hierbei  geht  die  quadratische  Einteilung  wieder  in  eine  solche 
über.  [Ein  näheres  Eingehen  auf  diesen  Gegenstand  würde  Kenntnisse 
aus  der  höheren  Analysis,  besonders  solche  über  DifiFerentialquotienten 
und  Integrale  der  Funktionen  komplexen  Arguments  beanspruchen.  In 
des  Verfassers  „Einführung  in  die  Theorie  der  isogonalen  Verwandt- 
schaften" ist  der  Gegenstand  möglichst  elementar  behandelt  worden. 
Dort  zeigt  sich,  dafs  durch  Transformation  mittels  der  Funktionen  kom- 
plexen Arguments  jedes  Strömungsnetz  wieder  in  ein  solches  übergeht.] 
Man  kann  aus  solchen  Beziehungen  mancherlei  Schlüsse  ziehen. 
Liegen  z.  B.  alle  Einströmungs-  bezw.  Ableitungsstellen  auf  einer  Ge- 
raden, so  gehört  offenbar  die  Gerade,  gegen  die  Symmetrie  stattfindet, 

zu  den  Stromlinien.     Durch  die  Abbildung  Z  =  —   geht  die  Gerade 

in  einen  Kreis  über.  Folglich:  Liegen  drei  oder  mehr  Einströmungs- 
und auch  Ausströmungspunkte  auf  einem  Kreise  (sind  aber  aufser- 
dem  keine  vorhanden),  so  gehört  der  Kreis  zu  den  Stromlinien.  Der 
Symmetrie  gegen  die  Gerade  entspricht  Beciprozität  gegen  den  Kreis. 
Durch  drei  Punkte  läfst  sich  stets  ein  Kreis  legen,  folglich  gehört  zu 
jedem  Dreipunktproblem  ein  Kreis  und  gegen  diesen  findet  Reciprozität 
statt,  so  dafs  man  sich  nur  um  das  Innere  des  Kreises  zu  kümmern 
braucht. 

Liegen  die  Ausströmungspunkte  symmetrisch  gegen  die  Ein- 
strömungspunkte und  entsprechen  auch  die  Elektrizitätsmengen  dieser 
Symmetrie,  so  gehört  die  Symmetrieachse  zu  den  Niveaulinien. 
Liegen  sie  reciprok  gegen  jene,  so  gehört  der  Liversionskreis  zu  den 
Niveaulinien,  und  gegen  diesen  findet  überhaupt  Reciprozität  statt. 
Vorausgesetzt  wird  dabei,  dafs  je  zwei  reciproke  Punkte  gleiche 
Mengen  ein-  bezw.  ableiten. 

188)  Inversionsbeziehungen  und  elektrische  Bilder  in 
der  Ebene.  Die  geometrischen  und  physikalischen  Beziehungen  sind 
bei  den  zweidimensionalen  Problemen  zum  Teil  andere,  als  bei  den 
dreidimensionalen,  wie  sie  in  Kap.  VII  entwickelt  wurden. 

Jedes  Bogenelement  s  geht  nach  Nr.  139  und  Fig.  105  durch 
Inversion  wieder  über  in 

_        OB  _     OÄ 
^^~^'  0Ä,~^ OB, 
oder 

Denkt  man  sich  über  der  Zeichnung  Cylinder  von  unbegrenzter  Höhe 
errichtet,  so  gilt  diese  Beziehung  auch  von  gleich  hohen  Cylinder- 
flächen,  so  dafs 
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ist. 

Kleine  „Quadrate"  der  Ebene  gehen  wieder  in  solche  über,  für 
sie  ist  aber 

ebenso  für  die  darüber  stehenden  Körper  gleicher  Höhe 

Will  man  durch  die  Elektrizitätsbelegung  E  der  zur  Cylinder- 
achse  parallelen  Geraden  und  die  der  zugeordneten  Geraden  E^  den 
Kreis  als  Kurve  konstanten  Potentials  erhalten ,  so  mufs  es  sich  um 
das  symmetrische  Zweipunktproblem  handeln.  Die  beiden  elek- 
trischen Mengen  sind  also  gleich  grofs  zu  wählen.  Folglich:  Das 
Bild  einer  elektrischen  Belegung  ist  hier  eine  gleich  grofs e  Menge 
Elektrizität.     Also 

3)  El  ^=  E  • 

Aus 


und 


E,  =  E 


folgt  durch  Division 


p' 

■     OA^. 

«1 

=  8 

OA* 

%' 

«.  _ 

E 

OA* 

E    p« 

«1 

s 

o' 

8  OAl' 

folglich  wird  das  Bild  einer  Dichte  d  = 


8 


4)  d,  =  d^  =  d  «' 


9'  0A\ 

Dasselbe  gilt  yon  der  Dichte  der  Flächenbelegung  eines  Cylinder- 
elements. 

D^egen  wird  für  die  Dichte  der  Belegung  eines  Flächenelements 
der  Ebene  oder  eines  zugehörigen  Körperelements 

5)  d,  =  <J?f*  =  d   ** 


a"  0A\ 
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189)  Aufgabe.  Das  Problem  des  homogen  belegten  Cjlin- 
ders  abzubilden. 

Auflösung.  In  der  Schnittebene  geht  der  Ereis  in  einen  Kreis, 
die  koncentrische  Kreisschar  in  eine  excentrische,  das  reguläre  Strahlen- 
buschel  der  Kraftlinien  in  ein  Kreisbüschel  über,  dessen  Tangenten 
in  den  Büschelpunkten  reguläre  Strahlenbüschel  sind.  Die  gleichen 
Bogenelemente  des  Kreises  gehen  nach  1)  in  solche  über,  die  sich 
verhalten  wie  die  Quadrate  der  Entfernungen  OA  (oder  auch  PA, 
wenn  P  der  zugeordnete  Punkt  zu  0  im  neuen  Kreise  ist).  Die 
Dichtigkeiten  der  neuen  Belegung  sind  also  umgekehrt  proportional 
diesen  Entfemungsquadraten.  Tritt  an  Stelle  des  Kreises  eine  Gerade, 
so  ist  das  Gesetz  leicht  selbständig  nachzuweisen 


/  1  1     e         e\ 

ip  =  —  cosa  = =  -i). 

Y         r  r     r        ry 


Die  Wirkung  des  so  belegten  Cylinders  (Kreises)  nach  aufsen 
läfst  sich  durch  die  der  Geraden  des  inneren  Büschelpunktes  ersetzen, 
wobei  die  Quantitäten  beider  Belegungen  gleich  sini  Die  Wirkung 
nach  innen  läfst  sich  ebenso  durch  die  Belegung  der  Geraden  des 
äufseren  Büschelpunkts  ersetzen.  Hier  lassen  sich  die  früheren  Be- 
trachtungen über  centrobarische  Belegungen  wiederholen. 

Für  den  massiven  Cylinder  erhält  man  Dichtigkeiten,  die  um- 
gekehrt proportional  der  4*^^^  Potenz  der  Entfernung  sind. 

190)  Bemerkung.  Bei  dem  dreidimensionalen  Probleme  stimmten 
die  Elektrizitätsmengcn  der  Bilder  nicht  mit  denen  der  Originalpunkte 
überein,  infolge  dessen  ging  dort  ein  Teil  der  Elektrizität  nach  dem 
Unendlichen  ab,  und  das  Innere  der  Kugel  hatte  Niveauflächen,  die 
dem  Äufseren  nicht  reciprok  waren.  Hier  fällt  dieser  Umstand  weg, 
jedes  E^  wird  gleich  E,  also  gehen  jetzt  durch  die  Abbildung  die 
Niveaulinien  eines  Problems  in  die  Niveaulinien  des  neuen 
Problems  über.  So  tritt  eine  wesentliche  Vereinfachung  ein.  Im 
Räume  findet,  wenn  eine  Kugel  zu  den  Niveauflächen  eines 
Problems  gehört,  im  allgemeinen  keine  Reciprozität  statt, 
wohl  aber  ist  dies  mit  dem  Kreise  in  der  Ebene  der  Fall. 
Dieser  Unterschied  ist  von  wesentlicher  Bedeutung.  Weiteres  über 
die  Inversion  in  zweidimensionalen  Problemen  findet  man  in  der 
„Theorie  der  isogonalen  Verwandtschaften".  Hier  soll  aus  Raumgründen 
nicht  näher  darauf  eingegangen  werden. 

191)  Ein  wichtiges  Mehrpunktproblem. 

Unter  den  Mehrpunktproblemen  ist  folgendes  von  Bedeutung.  In 
den  Punkten  y  ==  -j-  1  der    F-Achse  ströme  Elektrizität   in  gleichen 
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Mengen  ein,  im  Nullpunkte  des  Koordinatensystems  werde  sie  zur 
Hälfte  abgeleitet  y  der  Rest  {liefst  nach  dem  unendlichen  Bereiche  ab. 
Die  Gleichungen  werden 


nr. 


1)        lg n  +  lg r_i  —  lg ro  =  c     oder     lg  *-•  =  c,     oder      '-^  =  ef', 

2)  -e-i  +  ^-1  —  ^0  =  c. 

Die  Konstruktion  der  Kurven  geschieht  durch  die  entsprechenden 

Kreisscharen  und  Strahlenbüschel. 

Bei  dem  Einpimktproblem  war  dagegen  lg  ü  =  c,  ®  =  c.  * 
Zwischen  den  Polarkoordinaten  der  letzteren  und  denen  der  ersteren 

Ebenen  finden  also  die  Beziehungen 


r,r 


iJ=='J-:«     und     0  =  d'i +'^_i  — -^,, 


statt. 


In  Fig.  135  ist  die  eine  Ebene  dargestellt.    Es  werde  der  Bequem* 


r,  r 


lichkeit  halber  II  =  -^    gesetzt^    was    nur    eine   Verkleinerung    des 
MaXsstabes  auf  die  Hälfte  in  der  XF-Ebene  bedeutet. 


Fig    185. 


In  gewöhnlichen  Koordinaten  lautet  dann  die  Beziehung 


1) 


17» 
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2*)  arctan  ^  =  arctan  ^^     +  arctan arctan  — 

=  arctan  — ^       — --:—  —  arctan  -  =  arctan  -^ — ^f  ,  ,  —  arctan  - 

««y  y 


=  arctan ^-—^ =  arctan  —  f — i  ■  .x  ,  o     t 

'^x*'-y*+l'  X 
oder* 

ox  y_y   «M-ylnl 

'^^  X  ~  i  '  X*  +  y*  +  r 

Will  man  erfahren,  was  den  Kurven  X  =  a,  Y=b  entspricht, 
80  hat  man  Y  und  X  aus  den  beiden  Gleichungen  zu  berechnen,  was 
keine  Schwierigkeiten  macht. 

Statt  des  gewöhnlichen  Weges  sei  auf  den  Weg  der  Zerlegung 
in  Produkte  komplexer  Faktoren  aufinerksam  gemacht.  Man  kann 
statt  1)  schreiben 

3^  (X 4-  Yi)  (X  —  Yi)  =  C^+y*'" 0(^— y*+0(^+y>+0(^-y«-'^ . 

^    V  ^^  ^  ^(ic  +  yi)(x  —  y%) 

Statt  2*)  kann  man  schreiben 

^  lg ^+Z*  =  i.  ig^  +  y*  — *  ,  A  ig^  +  y*'  +  *'  _  }  ig^+y» 

2*   ^X — y*        2i   ^x  —  yt  +  t    '    2»   ^x  —  yi  —  t         2t   ^x  —  iji 
oder 

4 )  ^+  y*  ^  (^  +  y*'— »)  (a?  +jj+ »K^  jT^yO . 

X— Ti        Ca:  — yt  — i)(ä  — yf +  t)(ic  +  yf)* 
Durch  Multiplikation  folgt  aus  8)  und  4) 

(X  -J-  F?:)*  =  — ^  ^-*  ~  *^'  '^^-+-^*  +-- 

^        '  ^  4(aj  +  yO* 

oder 

r,\     Y  I    y.;_^^+y*'— *)(a;+yt+*)_(^+y*)*+^       i  rr^^*i.;\j_     ^-' 

,»   x+r*- 2>+l^) —  2(^  +  y7r~^L^^+*"+?+!/tJ' 

oder  wenn  man  jede  komplexe  Gröfse  gleich  Z  bezw.  z  setzt, 

6)  ^-H'  +  i)- 

Diese  Funktion  nennt  man  die  abbildende  Funktion. 

Um  in  5)  das  Imaginäre  vom  Reellen  zu  trennen,  schreibe  man 

X+Yi==  \\x  +  yi  +  r^~r-  -.']  =  Ifx  +  yi  +  -i^' 

'  2L      •    ^      '    (x  +  yixx  —  ytjj         »L       "^  •'      '    -r'  +  J/'J 

^    irxix*  +  y*)+X  y(j;«-f  y«)— yn 

aL       x«  +  y»         "T-         x'  +  y^       J 
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Daraus  folgt 

0  ^  =  2  -^+W~  =  "«"  V  +  7)  ^^«  9^  ^ 

^)  -^=  2        a:«+y«        =  T  (^  -  7J  ^"^"P- 

So  ist  die  Bestiimnung  von  X  und  IT  ohne  umständliche  Rechnungen 
erfolgt  und  das  Resultat  in  die  einfachste  Gestalt  gebracht.  Die  Kurven^ 
die  den  Geraden  X  =  a,  X  =  h  der  X-Ebene  entsprechen^  sind  in  der 
Zeichnung  (Fig.  136)  dargestellt     Für   Z  ==  0  erhält  man  die  Kurve 

|-^y^'  =  0    oder    x*  +  y«-l  =  0, 

d.  h.  einen  Ereis  mit  dem  Radius  \y  gegen  den  Reciprozität  stattfindet. 
(Die  Figur  findet  sich  auch  in  der  Dissertation  des  Dr.  Hans  Mejer^ 
Zürich  1879.) 

192)  Deutungen  der  Figur,  a)  Man  denke  sich  die  homogene 
Strömung  eines  breiten  Stromes  von  links  nach  rechts  gehend.  In 
der  Mitte  des  gezeichneten  Kreises  werde  durch  ein  Schaufelrad  oder 
durdi  Dampfkraft  eine  kräftige  Gegenströmung  erzeugt,  die  kon- 
tinuierlich  Wasser  nach  links  treibt  und  von  rechts  her  ansaugt. 
Diese  Strömung  denke  man  sich  in  der  ganzen  Tiefe  wirkend.  Ein 
Stromfaden  geht  von  der  Mitte  0  nach  A,  spaltet  sich  dort  in  einen 
über  B  und  einen  über  D  nach  C  und  dann  nach  0  zurückgehenden 
Faden  von  kreisförmiger  Gestalt.  Innerhalb  dieses  Kreises 
spielen  sich  lokale  Wirbelbewegungen*)  von  der  gezeichneten 
Gestalt  ab.  Der  ICreis  bezw.  Kreiscy linder  zwingt  den  Strom,  um  ihn 
herumzugehen,  wie  um  ein  festes  Hindernis.  Alle  Geschwindigkeiten 
sind  umgekehrt  proportional  den  Dimensionen  der  kleinen  Quadrate, 
die  durch  die  Stromlinien  und  die  orthogonale  Kurvenschar  (Niveau- 
linien oder  Linien  gleichen  Geschwindigkeitspotentials)  gebildet  werden. 
Daher  herrscht  bei  A  und  C  Aufhebung  der  Geschwindigkeiten. 

(Ein  Vorlesungsversuch  mit  Wasser  liefse  sich  wohl  für  kurze 
Zeit  arrangieren,  besonders  wenn  man  nach  Eintreten  des  stationären 
Zustandes  im  Wirbelraume  andere  Färbimg  hervorbringt.  Selbstver- 
ständlich glückt  dies  nur  angenähert,  da  hier  von  einer  idealen 
Flüssigkeit  ohne  Reibung  und  ohne  Molekulardrehungen  die  Rede  ist.) 

Statt  der  Flüssigkeitsströmung  könnte  man  in  ein  breites  Band, 
in  dem  Elektrizität  von  links  nach  rechts  strömt,  unmittelbar  links 
von  0  Elektrizität  einströmen,  unmittelbar  rechts  von  0  abströmen 
lassen.  Die  Stromlinien  sind  dieselben.  Auch  eine  entsprechende 
Wärmeströmung  kann  man  sich  denken. 

*)  Nicht  im  Helinlioltzschen ,  sondern  im  vulgären  Sinne. 
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Statt  dessen  könnte  man  in  das  homogene  erdmagnetische  Feld 
einen  kleinen  Magnet  stellen,  dessen  LeLge  der  labilen  Gleichgewiclita- 
lage  des  Kompafs  entspricht.  Dann  gilt  aber  die  Zeichnung  nur  an- 
genähert, denn  das  Problem  wird  dreidimensional. 


Später  wird  gezeigt  werden,  dafs  man  sich  rechts  und  links  von 
0  einen  auf-  und  einen  niedergehenden  elektrischen  Strom  in  Drähten 
denken  kann,  die  normal  zur  Zeichnungsebene  stehen.  Die  Kraft- 
linien der  elektromagnetischen  Wirkungen  geben  mit  denen  des 
homogenen,  erdmagnetischen  Feldes  die  vorUegende  Zeichnung. 

Man  denk^  sich  um  den  Mittelpunkt  0  einen  gröfseren  Kreis, 
als  den  vorliegenden,  geschl^en.  Er  soll  einen  diamagnetischen 
Cy linder  bedeuten,  der  in  ein  homogenes  Feld  gestellt  ist.  Dieser 
zwingt  die  Kraftlinien  des  letzteren  zum  Abweichen  von  der  ur- 
sprünglichen Richtung,  so  dafs  eine  geringere  Anzahl  horizontal  durch 
ihn  geht.     Die  Richtung  innerhalb  des  Körpers  ist  horizontal  in  die 
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Zeichnung  einzutragen.  (Die  entsprechende  Figur  befindet  sich  an 
späterer  Stelle  und  auch  in  den  Lehrbüchern.)  Ein  diamagnetischer 
Cylinder  verhält  sich  also  so,  als  ob  in  seinem  Centrum  ein  kleiner 
Magnet  in  labiler  Gleichgewichtslage  angebracht  wäre.  Das  Verhältnis 
der  Anzahl  von  Kraftlinien,  die  jetzt  den  senkrechten  Durchmesser 
des  Kreises  passieren,  zu  der  Anzahl,  die  vorher  durch  dieselbe 
Linie  ging,  giebt  den  Faktor  fi  der  magnetischen  Permeabilität, 
der  hier  kleiner  als  1  ist.  Die  Lösung  des  magnetischen  Problems 
ist  nur  eine  angenäherte,  weil  die  Aufgabe  eigentlich  eine  drei- 
dimensionale ist. 

b)  Das  Vertauschungsproblem.  Man  denke  sich  jetzt  die 
Strömung  in  der  Zeichnung  vertikal  nach  unten  gerichtet,  und  bei  0 
eine  gleichgerichtete  stärkere  Strömung  durch  Schaufelrad  oder 
mittels  eines  Cylinders  hervorgebracht.  Der  Cylinder  saugt  dann  einen 
Teil  der  Hauptströmung  in  sich  ein,  stöfst  aber  nach  unten  hin  so 
viel  aus,  dafs  die  Kraftlinien  sich  wieder  Raum  schaffen.  Die  Grenz- 
linien der  Einsaugung  gehen  durch  Ä  und  C,  erhalten  dort  einen 
rechtwinkligen  Knick  und  gehen  im  Bogen  nach  0.  Die  ausgestofsene 
Strömung  ist  durch  symmetrische  Linien,  die  ebenfalls  nach  A  und 
C  gehen,  begrenzt.  Der  lokale  Wirbel  findet  innerhalb  der  beiden 
Flächen  statt,  die  durch  die  von  0  nach  Ä  und  C  gehenden  Bogen 
begrenzt  sind. 

Die  entsprechenden  Deutungen  über  stationäre  elektrische  oder 
Wärmeströmung,  über  Krafklinien  magnetischer  oder  elektromagnetischer 
Art  im  homogenen  Felde  bei  stabiler  Gleichgewichtslage  des  Magneten 
lege  sich  der  Leser  selbst  zurecht.  Ein  gröfserer  um  0  geschlagener 
Kreis  wird  von  den  Kraftlinien  der  Hauptströmung  so  getroffen,  dafs 
man  das  Bild  der  Einwirkung  eines  paramagnetischen  Körpers  erhält, 
der  eine  gröfsere  Anzahl  von  Kraftlinien  zum  Durchgang  zwingt,  als 
dem  entsprechenden  leeren  Räume  zukommen  würden.  In  ihm  selbst 
sind  die  Linien  vertikale  Gerade.     (Fall  ft  >  1.) 

c)  Das  Diagonalproblem.  Fig.  137  ist  dadurch  entstanden, 
dafs  in  das  Quadratnetz  der  vorigen  die  Diagonalen  eingetragen  sind, 
die  wiederum  ein  Quadratnetz  geben. 

Die  neuen  Deutungen  ergebeiti  sich  dadurch,  dafs  man  eine  in 
der  Zeichnung  unter  45^  geneigte  homogene  Hauptströmung  bei  0 
durch  eine  Lokalströmung  stört,  die  senkrecht  dagegen  gerichtet  ist. 
Die  Grenzlinien  der  Ansaugung  und  Ausstofsung  sind  in  der  Zeichnung 
markiert,  ebenso  die  Kurven,  welche  die  lokalen  Wirbel  einschliefsen. 
Die  übrigen  Deutungen  liegen  auf  der  Hand. 

Das  Vertauschungsproblem  giebt  hier  nichts  Neues,  sondern  eine 
synmietrische  Zeichnung,  was  im  al^emeinen  nicht  der  Fall  zu  sein 
braucht. 
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Beide  Zeichnungen  entsprechen  den  Tafebi  XVI  und  XYII  bei 
Maxwell-Weinstein,  wo  die  leer  gelassenen  Cylinder  das  Ver- 
ständnis erschweren. 


y\ 


Fig.  188. 


d)  Andere  Diagonalprobleme.  In  ähnlicher  Weise  giebt 
jede  isothermische  Quadratteilung  der  Ebene  zu  einem  Strömungs- 
problem^   einem   Yertauschungsproblem   und   einem  Diagonalproblem 

Anlafs.  Man  kann  aber  auch  andere  Diagonal- 
probleme  ableiten^  indem  man  z.  B.  in  das 
ursprüngliche  Quadratnetz  orthogonale  Recht- 
ecksdiagonalen z.  B.  für 

tan  a  =  tan  «^  =  ^ 
einzeichnet,  wie  es  Fig.  138  andeutet. 

193)  Die  selbständige  Konstruktion 
der  Kurven  in  Fig.  136  kann  folgendermafsen 


\ 
\ 

\ 

\ 

\ 
\ 

N 

\ 
\ 
\ 
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erfolgen.  Nach  Festsetzung  der  Einheit  DE  bildet  man  zu  einer  be- 
liebigen Länge  r  den  reciproken  Wert  —  und  trägt  2c  als  Sehne  AC 
in  einen  Halbkreis  vom  Durchmesser  AB 
=  r  -j —  ein.  Dies  giebt  einen  Winkel 
BAC  =  %  für  den 

cos  9  = 


2c 


'   r 

ist,  was  der  Gleichung  7)  entspricht.  So 
erhält    man    für   jedes   r   und    c   das  zu- 
gehörige 9,  und  damit  sind  beliebig  viele  Punkte  einer  Kurve  von 
der  Gleichung 

T  (^  +  7)  cos  g>  =  c 

konstruiert.     Ebenso  verfährt  man  mit  r ,  was  auf  Kurven  von 

der  Gleichung 

1  (^  ~  7)  cos  <P  =  ^ 
fahrt. 

194)  Übergang  zu  den  elliptischen  Koordinaten.  Der 
Einheitskreis  der  j?-Ebene  entspricht  bei  vorliegender  Abbildung  dem 
horizontalen  (doppelt  zu  denkenden)  Durchmesser  des  Einheitskreises 
der  ^- Ebene.  So  liegt  es  nahe  zu  untersuchen,  welche  Kurven  der 
Z-Ehene  den  Polarkoordinaten  der  jsr-Ebene  überhaupt  entsprechen. 

Man  gehe  aus  von  den  aus  7)  und  8)  folgenden  Beziehungen 

X.  Y 

=  cos  (fj     -—r-^ ^  =  sin  9. 


H'+t) 


H'-i) 


Um  9  zu  entfernen,  quadriere  man  beide  Seiten  jeder  Gleichung  und 
bilde  durch  Addition  eine  neue  Gleichung.  Bei  dieser  steht  rechts 
cos^qp  +  sin*  9?  oder  1,  so  dafs  man  erhält 


9) 


[t('+7)]"  [ii'-m 


=  1. 


Dies    ist  aber  für  gegebenes  r  die  Gleichung  einer  Ellipse  mit  den 
Halbachsen 


Da 


«  =  t(''  +  7)     "^^    ^  =  t(''  — 7)- 
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ist,   so    liegen   die  Brennpunkte   an   den  Stellen  +  ^    ^^^   X-Achse 
Also: 

Der  koncentrischen  Kreisschar  r  =  x  um  den  Nullpunkt  der 
iS^-Ebene  entspricht  in  der  andern  Ebene  eine  Schar  konfokaler 
Ellipsen  mit  leicht  zu  konstruierenden  Halbachsen 

i(«  +  i)     und    1(.-1). 

Jede  läfßt  sich  auch  schreiben  nach  der  Vektorengleichung 

P+(2  =  2a  =  x  +  i    oder    ^  =  l(x  +  i)  =  a. 

Um  aus  7)  und  8)  die  Gröfse  r  zu  eliminieren,  gehe  man  aus 
von  den  Formen 


C08 


9         2  V      '     r/^     sing)         2  V  r/' 


quadriere  beiderseits  und  bilde  eine  neue  Gleichung  durch  Subtraktion. 
Rechts  steht  dann 


T('  +  7)+T('-i)-l, 


so  dafs  die  Gleichung  lautet 

10)  — —  =  1 

^  cos'^qp         sin'qp 

Der  Geraden  (p  =  y  durch  den  Nullpunkt  der  ;8r-Ebene  entspricht 
also  in  der  ^-Ebene  eine  Hyperbel.  Ihre  Halbachsen  a  und  b  geben 
die  Beziehung 

d^  -}-  b^  =  cos^  q)  +  sin*  tp  =  1, 

demnach  liegen  die  Brennpunkte  an  den  Stellen  +  1  der  X-Achse, 
und  y  ist  zugleich  die  Neigung  der  Asymptote.  Dem  Strahlenbüschel 
q)  =  y  durch  den  Nullpunkt  der  ;8r-Ebene  entspricht  also  eine  Schar 
konfokaler  Hyperbeln.  Jede  davon  läfst  sich  nach  der  Vektoren- 
gleichung schreiben  in  der  Form 

P—  0 
P  —  Q  =  2a  =  2cosy    oder    — r-^  =  cos y . 

Aus 

q^-l(r  +  i)    «ad    ^7«_«», 

folgt 

r==      2      ^V  \     2    )   "^^     ^^^     9  =  arccos — g-^- 
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Jeder  KxxTYe  f{r^^)sss  o  der  ;8?-Ebene  entspricht  also  eine 
Kurve 


rim^+v^w^' 


arceos 


p— 


2 


0]  =  o 


der  Z-Ebene,  jeder  Kurve 
der  ;:?-Ebene  eine  Kurve 

4^.  ^] = » 

PA-  Q 
der  Z- Ebene.  Setzt  man  die  Halbachse     T^  ^  gleich  einem  Parameter 

a,    die    der    Hyperbel 

gleich  einem  Parameter  Fig.  140. 

K,  so  würde  es  sich 
handeln  um  /"(a,  a)  =  0. 
Fig.  140  steUt  die 
Quadratteilung  durch 
konfokale  Ellipsen  und 
Hyperbeln  dar.  Die 
Asymptoten  der  Hy- 
perbeln folgen  unter 
gleichen  Winkeln  auf- 
einander^ genau  so 
wie  die  Geraden  der 
^-Ebene.  Quadratteilung 
entsteht^  wenn  in 


^  +y'(^*  +  1  =  ^   oder    ^^='l^  (Halbachse  «), 
ebenso  in 


arc  cos  —  ~  =■  c 


oder 


^-Q 


=  cos  c  (Halbachse  bezw.  Asymptotenneigung  c) 


der  Parameter  c  einer  arithmetischen  Reihe  folgt,  z.  B  der  Reihe 

0;  ±1,  ±2,  +3,  +4,  .... 

195)  Deutungen  der  Figur,  a)  In  die  Ebene  strömt  längs  der 
Brennlinie  F^F^  Elektrizität  ein  und  wird  nach  dem  Unendlichen  ab- 
geleitet.   Dasselbe  gilt  von  der  Wärmeströmung.    Die  Hyperbeln  sind 
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Strom-,  die  Ellipsen  Niveaulinien.  In  den  hyperbolischen  Kanälen  strömt 
gleich  viel  Fluidum.  Oder  aus  einem  flachen  See  von  konstanter 
Tiefe  wird  längs  der  Linie  F^F^  Wasser  entfernt.  Oder  mit  BKlfe 
des  Sickerschlitzes  F^F^  wird  aus  homogener  Grundwasserschicht 
Wasser  ausgepumpt.  Oder  FFj^  stellt  eine  unb^renzte  Ebene  dar, 
die  so  mit  Masse  belegt  ist,  dafs  auf  die  Abschnitte  der  Brennlinie 
gleich  viel  Masse  kommt.  Dabei  handelt  es  sich  um  die  Newtonschen 
Kraft-  und  Niveaulinien.  Die  Belegung  dieser  Ebene  bezw.  eines  der 
Cylinder  entspricht  der  elektrischen  Verteilung  bei  Ladung  und  In- 
fluenz. 

b)  Yertauschungsproblem.  Man  denke  sich  aus  der  X-Achse 
die  Brennlinie  F^F^  entfernt.  In  dem  stehenbleibenden  Teile  der 
positiven  Achse  lasse  man  Elektrizität  ein,  in  dem  der  negativen  aus- 
strömen. Die  Ellipsen  werden  Strom-,  die  Hyperbeln  Niveaulinien. 
Ebenso  ist  es  mit  den  anderen  Deutungen. 

c)  Das  Diagonalproblem  ist  ohne  besondere  Bedeutung,  es 
entspricht  dem  der  gleichwinkligen  logarithmischen  Spiralen. 

d)  Bückt  einer  der  Brennpunkte  ins  Unendliche,  so  hat  man  das 
Problem  der  konfokalen  Parabeln,  rücken  beide  nach  0,  so  hat 
man  das  der  koncentrischen  Kreise. 

e)  Läfst  man  cosc  einer  arithmetischen  Reihe  folgen,  so  erhält 
man  die  Einteilung  der  Brennlinie  in  gleiche  Stücke  und  durch 
Rotation  die  Kraftflächen  des  Problems   der  homogenen  Geraden  m 

Räume.    Schreibt  man  statt  ^  in  der  Halbachsenformel  der  Ellipsen  -, 

so  hat  man  bei  arithmetischer  Reihe  für  c  und  nach  erfolgter  Rotation 
die  Niveauflächen  des  Problems. 

196)  Zusammenstellung  der  gegenseitigen  Beziehungen 
beider  Ebenen. 

In  beiden  Ebenen  entsprechen  einander  folgende  Kurvenscharen: 

Z-Ebene.  xr-Ebene. 

1)  nX,  rj  =  0  1*)  f[^[r  +  i)  C089,,  \{r-\)  «n?»]. 

2)  f\a,  «]  =  0  2*)  /•[j(r  +  i),  cos^]  =  0. 

3)/-[i?,  «]  =  0  3*)/'[f;,  9,  +  z-»]  =  0. 

4)  f[{a  +  y««  +  1),  arc  cos  a]  =  0         4»)  f\r,  9]  =  0. 

5)  f[{a  +  V^^^'i)  y\^^\  a (a  +  ^0»^=^)]  =  0    5*)  f{xy)  =  0. 

6)  /-[f ,  (<P  -  ^)]  =  0         6*)  /•[(!)*,  2  (v  -  x)]  =  0. 
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Hier  bedeuten  a  und  a  die  Ausdrücke  — ^-^  und  — ^-^-    In  3*) 

gehen  p,  q  und  r  von  den  Punkten  +  *;  —  i  ^^^  0  aus,  die  Relation 
5)  ergiebt  sich  durch  Berechnung  von  x  und  y  aus  den  Gleichungen 


r  -\ —  =  2  a     und     cos  ip  =  a 


oder  aus 


ySM^'  + 


yx*  +  y« 


=  2  a     und 


j/a;«  +  y» 


=  =  a. 


Führt  man  statt  a  und  a  die  Koordinaten  X  und  Y  ein,  so  ent- 
steht die  kompliziertere  Formel 


X 


y 


=  X  I  t/VCX^— y*  — 1)'  — 4X'r'  +  (X'— 1^ 


1) 


=  y  1  T/v^— r*  — 1)'  — 4X»r^  — (X'— r»  — 1) 


Über  6)  vergleiche  man  die  Einführung  in  die  Theorie  der  iso- 
gonalen Verwandtschaften.  Die  P  und  Q  bezw.  ^  und  q  gehen  dabei 
von  —  1  aus.  Es  handelt  sich  um  Bicircularkoordinaten.  Doii;  findet 
man  noch  anderweitige  Beziehungen. 

197)  Bemerkungen.  Die  elliptischen  Koordinaten  für  Ebene 
und  Raum  sind  für  die  Mechanik  und  die  mathematische  Physik  von 
hervorragender  Bedeutung  geworden.  Durch  Abbildung  des  betreflfenden 
Quadratnetzes  der  Ellipsen  und  Hyperbeln  kann  man  zahlreiche  kom- 
plizierte Linearprobleme  lösen,  z.  B.  über  sternförmig  angeordnete 
Sickerschlitze  und  dgl. 
Man    versuche   z.  B.   die  ^^^  ^*^- 

Abbildungen    Z  =  ]/^ , 

Z  =  y^  darauf  anzu- 
wenden. 

So  kann  man  z.  B. 

dxirch  Z  =  Yz  das  Pro- 
blem der  Geraden  F^F^ 
in  das  Problem  zweier 
Geraden  auf  derselben 
Linie  verwandeln,  wobei 
eine  Normale  als  Sym- 
metrieachse auftritt.  Man 

kann  jetzt  die  Betrachtung  auf  die  Halbebenen  beschränken  und  diese 
durch    die  Abbildung  Z  =  g^  in  eine  aufgeschnittene  Vollebene  ver- 


270  Kapitel  X. 

wandeln.  Durch  die  Abbildung  Z  =lg0  erhält  man  dann  eine  Ab- 
bildung auf  Parallelstreifen,  durch  die  man  die  Maxwellsche 
Fig.  141  erhält,  die  nach  rechts  und  nach  oben  und  unten  durch 
Symmetrie  fortgesetzt  gewisse  Probleme  über  begrenzte  und  un- 
begrenzte Platten  löst. 

198)  Abbildung  Z=cos^, 

Auch  die  Parallelströmung  in  einem  Streifen  von  der  Breite  2.t 
läfst  sich  direkt  in  die  elliptisch-hyperbolische  übertragen.  Setzt  man 
nämlich 

X  -j-  Yi  =  cos  (x  +  y  *)  =  cos  X  cos  yi  —  sin  x  sin  y  ?', 
so  folgt 

X  —  Yi  =  cos  (x  —  yi)  =  cos  x  cos  yi  -\-  sin  x  sin  y i, 

durch  Addition  folgt 

1)  X  =  cos  X  cos  y  ij 

j^x  xr sin  X  sin  yi 

Aus   1)  folgt 


-^— —   • 


cos^yi  =  — j— ,     aus  2)     sin^yi  =  - 


sin*  X ' 


da  aber 

cos^yi  -|-  sin^yi  =  1, 
so  folgt 

3\  ^* ^    __  j 

SO  dafs  den  Geraden  rr  =  a  die  Kurve 


T-.  =  h 


co8*a        1  —  co8*a 

d.  h.  eine  Hyperbel  P  —  Q  =  2  cos  a  oder  — —^  =  cos  a  mit  x  =  +^ 
als  Brennpunkten  entspricht',  wofür  man  noch  schreiben  kann 

arc  cos  — ^"-^  =  ^• 
Ebenso  kann  man  aus  1)  und  2)  folgern 

cos*  ic  =  — = — . ,     sm*  y  = .— , — . , 

coB*yt'  ^  8in*yf' 

80  dafs  aus  cos^a:  -f-  sin*y  =  1  folgt 

4)  ~ --—  =  1. 

"^  co8*yt        sin'y» 
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Nun  ist  aber 


also 
folglich  ist 


cosyi  +  i  sinyi  =  ^^*'^  =  €r~v 
cos  yi  —  i  sin  yi  =  er*^^^  =  e^ , 

int/t  =  -  A  {ey  -^  e-y)  =  ~{ey  -  e-y), 
Gleichung  4)  lälst  sich  also  schreiben  in  der  Form 


sin 


5) 


i.4- 


r« 


[i  («"  +  «-")]•  "[-^(e" -«-'')] 


.=  1, 


Fig.  142. 


l  Ebeiu 


SO  dafs  es  sich  um  die  konfokale  Ellipsenschar  handelt^  die  den  Ge- 
raden y  =  &  entspricht.  Fig.  142  zeigt,  dafs  ein  unendlicher  senkrechter 
Streifen  von  der 
Breite  2%  auf  der 
eUiptisch  -  hyperboli- 
schen Ebene  darge- 
stellt ist,  woraus  sich 
neue  Beziehungen  er- 
geben. Der  Periodi- 
zität des  Streifens 
entspricht  die  der 
elliptischen  Strö- 
mung und  die  der  ab- 
bildenden Funktion 
Z  =  cos  z. 
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199)  Bemer- 
kungen über  Dia- 
gonalprobleme 
und  über  graphi- 
sche Addition  von 
Problemen.  Bildet 
man  die  Diagonal- 
kurven einer  quadra- 
tischen isothermischen  Einteilung,  so  werden  gewissermafsen  Problem 
und  Vertauschungsproblem  in  den  Gesamtwirkungen  graphisch 
addiert.  Man  denke  sich  die  Potentialwerte  beider  Probleme  auf 
den  beiderseitigen  Niveaulinien  als  Normalen  auf  der  Ebene  errichtet, 
nach  oben,  wenn  sie  positiv,  nach  imten,  wenn  sie  negativ  sind. 
Die    Lote    sind    algebraisch    zu    addieren.      Da    nun    die    Teilung 
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quadratisch  war,  so  folgt  der  Parameter  c  in  beiden  Problemen  der- 
selben arithmetischen  Reihe.  Beide  Reihen  sind  entgegengesetzt,  die 
eine  zunehmend,  die  andere  abnehmend  zu  denken,  und  so  bleibt 
auf  den  Diagonalkurven  die  Summe  konstant,  sie  werden  die  neuen 
Niveaulinien.  Die  Kraftlinien  stehen  von  selbst  senkrecht  dagegen 
und  fallen  in  die  andere  Diagonalrichtimg.  Man  kann  die  Sache  auch 
rein  kinematisch  deuten.  Denkt  man  sich  z.  B.  die  Radialbewegung  einer 
Flüssigkeit  in  früher  besprochenen  Linien  und  zugleich  die  Kreis- 
bewegung des  Vertauschungsproblems,  und  ist  in  beiden  die  Ge- 
schwindigkeit  proportional   —  (dem  Reciproken   des  Abstandes  vom 

Centrum),  so  findet  die  Bewegung  auf  der  logarithmischen  Spirale 
statt,  die  unter  45®  schneidet.  Wären  beide  Potentialwirkungen  von 
ungleicher  Intensität  in  dem  Sinne,  dafs  z.  B.  die  eine  Geschwindig- 

1  .  .2 

keit  proportional  — ,  die  andere  proportional  —  wäre,  so  würde  eine 

andere  logarithmische  Spirale  entstehen.  Man  hätte  die  Diagonalen 
einer  Rechtecks-  statt  einer  Quadratteilung  zu  ziehen.  Angenähert 
kommen  solche  Bewegungen  häufig  vor,  z.  B.  beim  Ausfliefsen  des 
Wassers  aus  Gefäfsen  durch  eine  Bodenöffiiimg,  wobei  die  geringste 
Drehungsbewegung  der  Gesamtflüssigkeit  in  den  Stromlinien  sofort 
Spiralenbildung  hervorruft.  Der  Wasserstand  mufs  bereits  ein  niedriger 
sein,  damit  das  Potentialproblem  dem  zweidimensionalen  sich  möglichst 
annähere. 

Die  Gleichungen  der  Diagonalkurven  können  in  allen  Fallen 
sofort  hingeschrieben  werden. 

Die  Gleichung  der  Geraden  in  der  Ebene  läfst  sich  stets  in  der 
Form  Y=aX'{-b  schreiben.  Bei  der  Abbildung  Z=]gz  entsprechen 
ihnen  in  der  ;2:-Ebene  Kurven,  deren  Gleichung  nach  Nr.  181  ist 

-9-  =  a  lg  r  -f-  &     oder    r  =  ß  ^ 
Durch  die  Abbildung  Z  =  Y^  gehen  sie  über  in  Kurven  von  der  Form 

oder 

Dies  sind  die  Gleichungen  der  lemniskatischen  Spiralen.  Dagegen 
würden  sie  durch  die  Abbildung  Z  =  y  (j?  +  j)  übergegangen  sein 
in  Kurven  von  der  Gleichung 


P—-Q 

aro  ooi —  b 


p  + 


P+Vi^PJ-'-^' 
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Dies  würden  die  elliptischen  Spiralen,  d.  h.  die  Diagonalkurven  der 
elliptischen  Koordinaten  sein.  Bei  der  Quadratteilung  vereinfacht  sich 
die  Formel,  da  man  von  den  Gleichungen  Y=  ^X  -^  b  der  zwei 
unter  +  45®  geneigten  Linien  ausgeht,  was  sofort  beide  Gruppen 
giebt.     Es  ist  dann  a  =  1  zu  setzen. 

Denkt  man  sich  bei  dem  einfachen  Radialproblem  eine  magne- 
tische  Wirkung  mit  einer  elektromagnetischen  langer  Drahtströme 
kombiniert,  derart,  dafs  die  eine  Radien,  die  andere  Kreise  als  Kraft- 
linien giebt,  so  würden  die  B^raftlinien  des  Gesamtproblems  mit  den 
entsprechenden  Diagonalkurven  zusammenfallen. 

Der  Satz  von  der  algebraischen  Addition  der  Potentialwerte 
gestattet  überall,  bei  gleichen  Potentialdifferenzen  zwischen 
den  Niveaulinien  zweier  Probleme  aus  den  Kraftlinien  beider  die 
Kraftlinien  des  Gesamtproblems  graphisch  abzuleiten,  indem  man  die 
Diagonalkurven  zieht.  Ebenso  kann  man  aus  den  Niveaulinien  beider 
die  des  Gesamtproblems  bilden.  (Weil  dies  richtig  ist  für  die  ein- 
fachsten Fälle,  so  mufs  es  durch  konforme  Abbildung  mittels  komplexer 
Funktionen  auch  für  kompliziertere  Fälle  gelten.) 

Es  ist  eine  nützliche  Übung,  sämtliche  Figuren,  die  man  kennt, 
auf  alle  Art  zu  deuten  und  so  einen  klaren  Einblick  in  die  Ideal- 
probleme der  verschiedenen  physikalischen  Theorien  zu  erhalten.  So 
kann  man  z.  B.  die  Lemniskaten  des  Zweipunktproblems  deuten  als 
die  Zusammensetzung  zweier  festgehaltener  Wirbel  von  gleichem 
Drehungssinne,  über  deren  gegenseitige  Einwirkung  für  den  Fall  der 
Beweglichkeit  wir  später  sprechen  werden.  Die  Schar  der  sich  nicht 
schneidenden  Kreise  in  Fig.  127  kann  aufgefafst  werden  als  die 
Kombination  zweier  entgegengesetzt  drehender  und  festgehaltener 
Wirbel.  Fig.  135  kann  gelten  als  die  Kombination  dreier  gleich- 
wertiger Wirbel,  von  denen  der  mittlere  entgegengesetzten  Drehungs- 
sinn hat,  als  die  beiden  andern. 

In  Fig.  130  z.  B.  handelt  es  sich  um  6  gleichwertige  Wirbel 
mit  festgehaltenem  Centrum,  von  denen  die  drei  inneren  entgegen- 
gesetzten Drehungssinn  haben,  wie  die  äufseren. 

Auf  die  entsprechenden  elektromagnetischen  Deutungen  kommen 
wir  noch  ausführlicher  zu  sprechen. 

200)  Übergang  von  den  Mehrpunktproblemen  durch 
das  Yertauschungsproblem  zu  den  Fourierschen  Wärme- 
problemen. Liegen  mehrere  punktförmige  Elektroden  auf  einer 
Geraden,  so  gehört  die  Gerade  selbst  zu  den  Stromlinien.  Diese 
Zusammengehörigkeit  bleibt  bei  jeder  konformen  Abbildung,  z.  B.  bei 
der  durch  Inversion  geschehenden,  erhalten.  Bei  letzterer  geht  die 
Gerade  z.  B.  in  einen  im  Endlichen  liegenden  Kreis  über.     Folglich: 

Holzmüller,  Ing.- Math.  II ,  Potentialtheori«.  1 8 
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Liegen  sämtliche  Elektroden^  die  positiven  wie  die  nega- 
tiven,  auf  einem  Kreise,  so  gehört  dieser  zu  den  Strom- 
linien. Damit  nehen  dem  Kreise  nicht  auch  noch  der  unendlich 
ferne  Punkt  Elektrode  sei,  mufs  die  Summe  der  einströmenden 
Elektrizitäten  gleich  Null  sein.  Während  gegen  die  obige  Gerade 
Synmietrie  der  Strom-  und  Niveaulinien  stattfindet,  ergiebt  sich  hier 
Reciprozität  des  Kreisinnem  und  des  Kreisäufsem.  Man  braucht 
sich  also  nur  mit  dem  Kreisinnem  zu  beschäftigen  und  darf  die 
Kreisscheibe  ausschneiden,  ohne  dafs  sich  etwas  ändert. 

Ein  Blick  auf  die  nachstehende  Figur  zeigt  nun,  dafs  sich  das 
Vertauschungsproblem  folgendermafsen  formulieren  läfst:  Als  Elek- 
troden mit  der  Einströmungssumme  Null  betrachte  man 
die  aufeinanderfolgenden  Teile  des  Kreisumfangs.  Dabei 
werden  sich  weder  die  Strom-  noch  die  Niveaulinien  ändern. 
Nur  die  Vertauschung  beider  Gruppen  findet  statt. 

Hierbei  wird  allerdings  fingiert,  dafs  jede  bandförmige  Elektrode 
in  ihrem  ganzen  Verlaufe  konstantes  Potential  habe,  was  nach 
Margules  (Bericht  der  Wiener  Akademie  vom  11.  Mai  1877)  nicht 
absolut  genau  sein  wird,  jedoch  kann  das  ideale  mathematische 
Problem  die  betreffende  Voraussetzung  machen.  Dasselbe  gilt  auch 
von  Wärmeeinströmungen  in  dem  Sinne,  dafs  die  einzelnen  Kreis- 
bogen auf  konstanten  Temperaturen  gehalten  werden,  wobei 
die  Isothermen  und  Stromlinien  dieselbe  Gestalt  behalten, 
wie  vorher. 

Damit  gelangt  man  wiederum  auf  die  Fouri  er  sehen  Probleme 
mit  Randbedingungen,  und  zwar  auf  solche,  die  mit  elementaren 
Hilfsmitteln  vollständig  lösbar  sind.  Dabei  soll  von  einer  speziellen 
Aufgabe  ausgegangen  werden,  die  sich  leicht  verallgemeinem  läfst. 
Wenn  den  Punkten  dabei  eine  regelmäfsige  Lage  gegeben  wird,  so 
geschieht  dies  nur,  um  das  Zeichnen  der  beiden  Kurvensysteme  zu 
erleichtem.  Da  übrigens  durch  drei  Punkte  stets  ein  Kreis  gelegt 
werden  kann,  ist  bei  dieser  Anzahl  der  Kreis  stets  Stromlinie. 

201)  Aufgabe.  Drei  Punkte  Aj^,  A^,  A^  einer  Ebene  mögen 
ein  gleichseitiges  Dreieck  bilden.  In  A^  ströme  Wärme 
oder  Elektrizität  ein,  in  A^  und  A^  ströme  sie  in  gleichen 
Teilen  aus.     Das  Stromnetz  soll  untersucht  werden. 

Auflösung.  Nach  Nr.  175  werden,  da  die  ein-  und  ausströmenden 
Massen  sich  wie  2 :  —  1 :  —  1  verhalten,  die  Gleichungen  der  Niveau- 
linien von  der  Form 

1)  21gri  — Igrjj  — lgr3  =  o 

oder 
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.« 


1*) 


»•i*'. 


=^, 


die  der  Stromlinien  von  der  Form 


2) 


2^1  — '^2  —  '^»  =  y- 


Die  Zahl  der  von  A^  ausgehenden  Stromkanäle  ist  doppelt  so 
grofSy  wie  die  der  in  A^  oder  A^  endenden.  Aus  Symmetriegründen 
gehört  der  Durchmesser  AD  zu 

den    Stromlinien.      Unter    den  ^*«  **« 

Niyeaulinien  spielen  die  Kurven 
DF  und  DE,  durch  welche  die 
rechten  Winkel  bei  D  halbiert 
werden,  eine  Ausnahmerolle. 

202)  Das  zugehörige 
Vertauschungsproblem.  Der  L 
Bogen  A^  A^  werde  durch  Wärme- 
zufuhr auf  konstanter  Tem- 
peratur t^  gehalten,  -^2-^8  ^^^ 
fg,  A^Ai  auf  t^.  In  der  Figur 
ist  die  Zahl  der  zwischen  A^  A,^ 
und  A^A^  liegenden  Niveau- 
streifen   doppelt   so    gi'ofs,    als 

die  der  zwischen  A^A^  und  A^A^  bezw.  zwischen  A^A^  und  A^A^ 
liegenden.  Dasselbe  gilt  von  der  Anzahl  der  Wärmeabstufungen 
oder  Potentialdiiferenzen.  Der  Wärmeunterschied  zwischen  A^A^  und 
A^  A^  mufs  also  (absolut  genommen)  doppelt  so  grofs  sein,  als  der 
Wärmeunterschied  zwischen  A^^A^  und  ^2^43  bezw.  zwischen  A^A^ 
und  A^Ai,  wenn  die  beiden  Probleme  identisch  bleiben  sollen. 

Dem  wird  genügt,  wenn  man 


oder  noch  einfacher 


^3  =  +  ^.  '3  —  ^  =  —  2  X 


*i        h  —  I7     h        h  —  1;     ^3        ^1  — 


2 


setzt.    Die  letzte  Gleichung  ist  jedesmal  eine  Folge  der  beiden  ersten, 
und  es  ist  in  jedem  Falle 

Dem  genügen  z.  B.  die  Temperaturen  2^,  P,  0®,  ebenso  die  Tempera- 
turen 16«,  8^  0«. 

Jetzt  erhalten  die  Niveaulinien  (Isothermen)  die  Gleichung 

18* 
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1)  2»,-»,-»,  =  y, 
die  Stromlinien  die  Gleichung 

2)  21gri  —  Igrg  —  Igr^  =  c. 

Man  beachte,  wie  in  der  Zeichnung  der  Bogen  A^F  seine 
Wärme  nach  EA^  schickt,  der  Bogen  FA^  nach  A^D,  der  Bogen 
DAq  nach  A^E^  so  dafs  die  geknickte  Kurve  FDE  die  einzelnen 
Bereiche  voneinander  scheidet.  Die  Isothermen  haben  von  A^A^ 
aus  gezählt  z.  B.  die  Temperaturen  16<^,  14»,  12^,  lO*^,  8«,  6«,  4«,  2<>,  Q^, 
Das  Centrum  liegt  auf  der  Isotherme  A^D  von  8®,  was  die  mittlere 

Temperatur   ^^3        =  y  ist. 

Handelt  es  sich  um  beliebige  Bogen  AiA^  =  h^,  ^^  =  K 
A^Aj^  =  63  und  um  die  Temperaturen  t^,  ^,  ^3,  so  gehen  die 
Gleichungen  über  in 

3)  (t,  -  Q  ^,  -  (t,  -  t,)  ^,-{t,-t,)^,  =  y, 

4)  (^1  —  (3)  lg»"i  —  (^  —  ^1)  lg^2  —  (^8  —  0  Ig^s  =  c 

Die  Temperatur  in  der  Mitte,  die  gleichweit  von  sämtlichen  Bogen- 
teilen entfernt  ist,  wird 

Handelt  es  sich  um  n  Bogen  b^,  h^,  b^,  .  .  .,  bn  und  um  konstante 
Temperaturen  t^,  t^,  fg,  .  .  .,  tn  im  obigen  Sinne,  so  gehen  die  Glei- 
chungen über  in 

6)  (^1  —  Q  ^1  —   (^2  —  ^i)  ^2  +  .  •  .  +  (^n  —  tn-l)  ^n  =  r 

6)     (^1  —  tn)  Igri  +  (^2  —  ^1)  lg^2  +  •  •  •  +  (tn  —  tn-l)  lgr„  =  C, 

Qx  ,  t,b,+t,b,  +  ..,  +  tnb^ 

^>>  ^^  = 27;^ 

Durch    Abbildung    mittels     irgend    welcher    Funktionen    komplexen 

Arguments,  z.B.  durch  die  lemniskatische  Abbildung  Z=y0  (vgl. 
Ingenieur-Mathematik  I  Seite  175)  kann  man  von  den  Randproblemen 
des  Kreises  zu  anderen,  z.  B.  zu  denen  der  Lemniskate  übergehen. 
An  Stelle  der  Bogen  mit  konstanten  Temperaturen  kann  man  Elek- 
troden von  konstantem  Potential  und  konstanter  Ergiebigkeit  t^,  ^, 
.  .  .  tn  setzen,  wobei  die  Gleichungen  dieselben  bleiben.  [In  der 
Zeitschrift  für  Math.  u.  Phys.  Jahrgang  1897,  Seite  218  bis  246  ist 
das  betreffende  Problem  vom  Verfasser  ausführlicher  behandelt  und 
mit  anderen  Gebieten  der  math.  Physik  in  Beziehung  gesetzt  worden.] 
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203)  Andere  Fouriersche  Probleme.  Handelt  es  sich  um 
eine  endliche  Anzahl  von  Kreisbogen  auf  konstant  gehaltener  Tem- 
peratur^ so  gehen  die  Stromlinien  überall,  mit  Ausnahme  der  Grenz- 
punkte;  senkrecht  Yon  der  Kreisperipherie  aus,  die  selbst  zu  den 
Niyeaulinien  gehört. 

Anders  ist  es,  wenn  die  einzelnen  Bogen  unendlich  klein  sind, 
selbst  wenn  die  Änderungen  der  Temperatur  von  einer  Randstelle  zur 
andern  stetig  Yor  sich  gehen.  (Es  ist  der  Fall  unendlich  vieler 
Elektroden.) 

Um  dies  zu  verstehen,  schlage  man  z.  B.  im  lemniskatischen 
Zweipunktprobleme  der  Ebene  einen  Kreis,  der  die  beiden  Quell- 
punkte ausschliefst.  Die  Strom-  und  Niveaulinien  sind  überall  die 
des  Zweipunktproblems,  auch  im  Innern  des  Kreises.  Denkt  man 
sich  jetzt  diesen  aus  der  Umgebung  herausgelöst,  hält  man  aber  jeden 
Punkt  des  Randes  auf  der  ihm  zukommenden  Temperatur,  so  bleiben 
die  Niveaulinien  dieselben,  die  sie  vorher  waren.  Der  Kreis  aber 
gehört  nicht  zu  ihnen. 

In  ähnlicher  Weise  kann  man  der  Kreisperipherie  Temperaturen 
geben,  die  jedem  beliebigen  anderen  Punkt-  oder  Linearproblem  ent- 
sprechen, dessen  Lösung  bereits  vorliegt.  Die  QueUpunkte  mögen 
dabei  vorläufig  ausgeschlossen  sein,  damit  weder  auf  dem  Rande, 
noch  im  Innern  Diskontinuitäten  auftreten.  Die  Behandlung  der 
letzteren  ist  nicht  ohne  Schwierigkeiten,  besonders  wenn  sie  sich  auf 
endlichem  Raum  zu  unendlicher  Zahl  häufen.  Die  Untersuchung  ge- 
hört dann  nicht  mehr  der  Elementarmathematik  an. 

Wir  können  hier  nur  Probleme  besprechen,  deren  Lösungen  nach 
der  früheren  Betrachtung  bereits  bekannt  sind.  Die  allgemeinste 
Fouriersche  Aufgabe  kann  allerdings  grundsätzlich  als  bereits  gelöst 
betrachtet  werden,  jedoch  sind  geschlossene  Lösungen,  bei  denen  nicht 
erst  noch  unendliche  Reihen  summiert  werden  müssen,  nur  in  einer 
Anzahl  von  Fällen  vorhanden,  die  im  wesentlichen  mit  den  hier 
synthetisch  als  lösbar  angedeuteten  zusammenfallen.  (Zu  den  letzteren 
sind  auch  die  mit  den  elliptischen  Funktionen  zusammenhängenden 
zu  rechnen.) 

204)  Bemerkungen  über  Periodizität. 

a)  Mit  Hilfe  zweier  orthogonaler  Parallelenscharen  kann  man 
die  Ebene  in  oo^  Quadrate  von  endlichen  Dimensionen  einteilen. 
Jede  Abbildung  mit  Hilfe  algebraischer  Funktionen  verwandelt 
ein  solche  Einteilung  wiederum  in  eine  solche,  bei  der  die  Anzahl 
der  Quadrate  unendlich  grofs  2*®'  Ordnung  ist.  SoU  die  Abbildung 
auf  oo*  Quadrate  führen,  so  sind  transscendente  Funktionen 
nötig,  die  einfache  Periodizität  besitzen.     Soll  nur  eine  endliche  An- 
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zahl  Yon  Quadraten  entstehen;  so  sind  doppeltperiodische  Funk- 
tionen erforderlich. 

b)  Mit  Hilfe  des  Strahlenbüschels  durch  einen  Punkt  der  koncen- 
trischen  Kreisschar  erhält  man  oo^  „Quadrate"  von  endlichen  Dimen- 
sionen. Durch  algebraische  Abbildung  der  Zeichnung  ergeben  sich 
IsothermenschareU;  die  ebenfalls  cx>^  Quadrate  geben.  Zum  Übergänge 
Ton  Gruppe  a)  nach  Gruppe  b)  dient  z.  B.  die  Abbildung  2^  =  r, 
oder  auch 

Z  =  — 4i =  cos  z.    Z= —. —  =  sin  z. 

u.  s.  w.  Diese  Abbildungen  müssen  wegen  des  Überganges  von  oo*  zu 
<x>^  Quadraten  einfach  periodisch  sein,  ihre  Umkehrungen  unendlich 
vieldeutig.  Bei  Z=  e*  ist  die  Periode  imaginär,  nämlich  gleich  2««, 
bei  Z  =  cos;2?  und  Z'=  sin^  ist  sie  reell,  gleich  2;r.  Auch  Kombi- 
nationen von  transscendenten  und  algebraischen  Funktionen,  wie  die 
unten  zu  behandelnde  Z  =  j?  -f-  e',  ebenso  algebraische  Funktionen 
von  transscendenten  Funktionen  teilen  die  Eigenschaft  der  einfachen 
Periodizität  bezw.  einfach  unendlichen  Vieldeutigkeit. 

Auch  bei  algebraischen  Funktionen,  z.  B.  bei  den  irrationalen, 
kommt  Vieldeutigkeit  vor,  diese  ist  aber  im  allgemeinen  eine  end- 
liche. Den  Übergang  bilden  Wurzeln  mit  irrationalem  Exponenten, 
der  ebenfalls  auf  unendliche  Vieldeutigkeit  führt. 

Will  man  also  die  Einteilung  der  Ebene  in  eine  endliche  Anzahl 
von  Quadraten  ermöglichen,  so  mufs  man  zu  den  doppeltperiodischen 
Funktionen  übergehen,  welche  die  reelle  Periode  der  goniometrischen 
Funktionen  und  die  imaginäre  Periode  der  Exponentialfunktion  in  sich 
vereinigen.  Die  wichtigsten  und  einfachsten  der  damit  zusammen- 
hängenden Isothermenscharen  findet  man  nebst  Litteraturangaben  in 
des  Verfassers* „Theorie  der  isogonalen  Verwandtschaften".  Die  dortigen 
Figuren  klären  über  das  Notwendigste  auf.  Sie  stehen  nicht  nur  in 
Beziehungen  zur  Potentialtheorie,  sondern  auch  zur  Festigkeitslehre 
und  sonstigen  Gebieten.  Einige  Bemerkungen  dazu  sind  schon  in 
Bd.  I  der  Ing.- Mathematik  Seite  199  gemacht  worden.  Sie  schliefsen 
sich  an  den  Fall  des  Quadrates  und  der  quadratischen  Weltkarte  von 
Peirce  an. 

205)  Grenzlinien  für  den  elementaren  Ausbau  der 
Ingenieur-Mathematik  und  Potentialtheorie.  Zur  Behandlung 
der  Gruppen  a)  und  b)  ist  höhere  Mathematik  im  allgemeinen  zu 
entbehren,  obwohl  die  elementare  Behandlung  unbequem  werden  kann. 
Aber  schon  die  Behandlung  der  Kurven  gleicher  Intensität  und  gleicher 
Stromrichtung  macht  die  Anwendung  der  höheren  Analjsis  wünschens- 
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w^ert.  Gruppe  c)  aber  tritt  Yollständig  aus  der  Möglichkeit  elementarer 
Behandlung  heraus.  Die  Grenzlinie  der  letzteren  ist  also  festgelegt 
durch  die  einfacheren  transscendenten  Funktionen^  die  als  goniometrische 
und  Exponentialfunktionen  bezw.  cyclometrische  und  logarithmische 
Funktionen  auftreten.  So  grofse  Fortschritte  durch  die  höheren 
Funktionen  auch  erzielt  werden  können  ^  man  bleibt  nach  einem 
Ausspruche  von  Dubois-Reymond  doch  auf  das  Strandwasser  des 
Ozeans  der  Funktionentheorie  beschrankt. 

Als  Beispiele  von  Problemen,  die  sich  an  jener  Grenzlinie  be- 
finden, sind  im  folgenden  einige  herausgegriffen.  Obwohl  die  höhere 
Analysis  vermieden  ist,  sind  sie  doch  nur  für  vorgeschrittene  Leser 
bestimmt.  Andere  mögen  sie  überschlagen.  Aufgenommen  wurden  sie 
aus  dem  Grunde,  weil  durch  sie  die  Theorie  der  Kondensatoren  imd 
der  Schutzringe  verfeinert  wird,  und  weil  sie  zweitens  in  die  berühmten 
Arbeiten  von  Helmholtz  und  Kirchhoff  über  die  Theorie  der 
freien  Ausflufsstrahlen  einführen  und  ein  neues  Licht  auf  die 
schon  vielfach  besprochenen  hydrodynamischen  Analogien  werfen. 
Man  wird  daraus  entnehmen,  von  welcher  Bedeutung  die  Methode  der 
konformen  Abbildung  für  viele  Teile  der  mathematischen  Physik  ist. 
Auf  diesem  Gebiete  findet  sich  noch  mancherlei  lohnende  Arbeit  für 
den  angehenden  Forscher. 

206)  Die  Abbildung  Z  =  0  -^  e*.  Diese  Abbildung  ist  zuerst 
von  Helmholtz  für  hydrodynamische  Zwecke  behandelt  worden.  Sie 
giebt  aber  auch  die  Theorie  der  ebenen  Kondensatoren  und  des  Schutz- 
ringes am  Thomsonschen  Elektrometer.  Sie  soll  hier  ganz  elementar 
behandelt  werden. 

Aus 

oder 

X-\-Yi=(x-^'yi)-{-ef'-^v'^=x-^yi+&'e^*=X'{'yi+€F(co8y-^i8iny) 

folgt  durch  Gleichsetzung  der  reellen  und  ebenso  der  imaginären  Teile 

1)  X  =  a:  +  c*  cos  y , 

2)  Y=y  +  €^9iny. 

Für  jeden  Punkt  x,  y  der  jgr- Ebene  kann  man  also  die  Koordinaten 
X,  Y  des  ihm  entsprechenden  der  Z- Ebene  berechnen  und  so  durch 
Rechnung  die  Abbildung  ausführen. 

Es  fragt  sich,  was  für  Kurven  den  Geraden  x  =  a  und  y  =  ft  in 
der  J^Ebene  entsprechen.  Setzt  man  in  beiden  Gleichungen  a;  =  a,  so 
erhalt  man 

X  =  a  +  ^  cos  y ,     F  :=  y  +  e*  sin  y. 
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Aus    der   ersteren   kann   man   cosy   berechnen^    daraus   y   und  einy 

=  y  1  —  cos^  bestimmen  und  beides  in  die  zweite  einsetzen.  Man  erhält 
als  Gleichung  der  den  Graden  a;  =  a  entsprechenden  Kurven 


r=arccoB^  +  .-]/l-(^) 


oder 

3)  r  =  arc  cos  ^^  +  i/e^«— (X-a)l 


e« 


Dafür  kann  man  auch  schreiben 

3*)  X  =  ^  cos  [r  — ye2a_(x_a)«]  +  a. 

Der  Geraden  x  =  o  z.  B.  entspricht  die  Kurve 

4)  r  =  arc  cosZ  +  yi  —  Z* 

4*)  x  =  cos[r— yi  — X«]. 

Setzt  man  dagegen  y  =  &  in  die  Gleichungen  1)  und  2)  ein,  so  entsteht 

X  =  a;  +  e*  cosft;     Y=  6  +  e*  sin 6. 

Aus  der  zweiten  kann  man  e*,  also  auch  x  berechnen  und  beides  in 
die  erste  einsetzen.  Man  erhält  als  Gleichung  der  den  Geraden  y  =  i 
entsprechenden  Kurven 

X  =  Iff       .     ,      H r-i-  COS  6 

^   sinö     '      sino 
oder 

wofür  man  auch  schreiben  kann 

5*)  r  =  sin  6  [e'""*^]  +  6. 

Ist  z.  B.  6  =  0 ,  so  ist  auch  Y=  o,  d.  h.  die  X-Achsen  beider  Ebenen 
entsprechen  einander.  Ist  femer  6  =  +  ;r,  so  ist  auch  F=  +  ^, 
so  dafs  auch  die  Geraden  y  :=  +  ;r  und  Y=  +  tc  einander  entsprechen. 

Man  hat  nun  zu  untersuchen,  auf  welche  Strecken  hin  dieses 
gegenseitige  Entsprechen  der  Geraden  stattfindet. 

Setzt  man  y  =  o  und  geht  man  dann  in  der  ;er-Ebene  von  a;  =  —  oo 
bis  x  =  0  und  von  da  nach  a:  =  -j-  oo ,  so  geht  man  nach  1)  in 
der  Z-Ebene  von  —  oo  -\-  e"^^  coso  oder  —  oo  nach  o  +  ^  cosy  =  -f- 1 
und  von  da  nach  oo  +  e^^  cos  o  =  +  cx).  Beide  Geraden  entsprechen 
einander  in  ihrer  ganzen  Länge,  nur  entspricht  dem  Punkte  x  =  o 
der  Punkt  X  =  +  1. 
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Setzt  man  dagegen  y  ^  «  und  macht  man  in  der  2-Ebene  wieder 
den  Weg  von  x  ^  —  ao  über  x  =  o  nach  3;  =  +  oc  auf  dieser 
Linie,  so  geht  man  in  der  Z- Ebene  auf  der  Geraden  Y=%  von 
X— •  —  00  -j-e~'''''C083i  ■"  —  00  nach  0  -f-  c"-  cos3r  =  —  1  und  dann 
nachoo  +  eOO-co8;r  =  co  — eoo— 00  — (l +  ^  +  ^- +  ^  +  .  .  ■) 
=  —  00.  Dem  Wege  von  —  <x>  über  0  nach  -j-  00  in  der  i-Ebene 
entspricht  also  jetzt  der  Weg  von  —  00  nach  —  1  und  von  da  zurück 
nach  —  00.  Der  Funkt  mit  den  Koordinaten  Y  ^  x  und  i  ^  —  1 
ist  also  eine  singulare  Stelle^  deren  Bedeutung  noch  näher  auseinander 
zu  setzen  ist. 

Ebenso  ist  ea  aus  Synunetri^ründen  mit  den  Geraden  y  =  —  a 
bezw.  Y^  —  X,  so  dafs  auch  der  Punkt  1^=  —  ic,  X  =  —  l  von 
singularer  Bedeutung  ist. 

Man     beschränke     die     Be-       i-Kten».  ^'*'  ****" 

trachtung  in  der  ^-Ebene  zuimchst 
auf  einen  horizontalen  Streifen 
Ton  der  Breite  27t,  der  von  den 
Geraden  y  =  +  jt  eingeschlossen, 
aber   im  übrigen   unbegrenzt   ist. 

Wie  die  Abbildung  Z  =  C 
diesen  Streifen  auf  die  gesamte 
^Ebene  übertri^,  ist  dies  auch 
bei  unserer  Abbildung  Z=  z-\-e' 

der  Fall,    aber  in  anderer  Weise.     In  Fig.  144   ist   das  g^enseitige 
Entsprechen    för   die   vier   Quadranten   des    Streifens   zunächst   ganz 
roh  dargestellt,  wobei  die  Pfeile 
andeuten,    dafs    die   Linien   sich     z-Ebone  s 

bis  ins  Unendliche  erstrecken.  In 
der  Z- Ebene  ist  die  Schraffierung 
nach  aufsen  bis  ins  Unendliche 
fortzusetzen,  der  weifs  gelassene 
Streifen  ist  jedoch  von  der 
Kurve  BCÄ  begrenzt,  deren 
Gleichung  in  Nr.  4  gegeben  war. 

Denkt  man  sich  den  Streifen 
der   i^-Ehene    in    24   horizontale 

Parallelstreifen  zerlegt  und  dann  von  x  ^  0  aus  durch  Senkrechte  in 
regelrechte  Quadrate  eingeteilt,  so  giebt  die  Berechnung  der  den  Eck- 
punkten der  Quadrate  in  der  andern  Ebene  entsprechenden  Punkte 
die  Fig.  144c. 

Unter  den  Kurven,  die  den  horizontalen  Parallelen  entsprechen, 
sind   zwei   von  besonderer  Bedeutung,   die  den  Parallelen  y  ^  +  "^ 
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entsprechenden.     Setzt  man  diesen  Wert  ein,  so  geht  Gleichung  5*) 
über  in 


6) 


sr 


Y=  e^-^  -y    bezw.  Y=  —  e^ — -^ 


Z- Ebene. 


Dies  sind  die  Gleichungen  zweier  logarithmischen  Linien.  (Rechts 
von  der  X-Achse  aus  nach  oben  und  unten   gezählt  handelt  es  sich 

um  die  Hh  6*«  Kurve.)  Die 
^*g  1^0.  erstere  unterscheidet  sich  nur 

dadurch     von      der     Kune 

Y=  e^,  dafs  sie  um  -^  nach 

oben  verschoben  ist.  Die 
andere  ist  das  Spiegelbild 
der  verschobenen  Kurve  in 
Bezug     auf     die     X-Achse. 

Setzt  man  aber  y  ==  +  2  ^ 
so  geht  die  Gleichung  1)  über 

in  X  =  a;  +  6*  •  cos  f+ 2) 
oder  in 

X  =  Xj 

d.  h.  die  Punkte  auf  den 

Geraden  j/  =  -|-  ^  und  die 

entsprechenden  auf  den 
durch  6)  dargestellten 
logarithmischen  Linien  haben  übereinstimmende  Abscissen. 
Fällt  man  also  von  den  in  Fig.  144  c  durch  die  Quadratteilung 
markierten  Punkten  der  beiden  logarithmischen  Linien  Lote  auf  die 
X-Achse,  so  wird  diese  in  gleiche  Stücke  eingeteilt,  die  denen  der 
a:-Achse  nach  Gröfse  und  Lage  entsprechen. 

Man  kann  also  die  Zeichnung  vereinfachen,  indem  man  in  der 
Z-Ebene  von  den  drei  Geraden  ausgeht,  die  beiden  symmetrischen 
logarithmischen  Linien,  die  sich  nach  Nr.  161  elementar  konstruieren 
lassen,  einträgt,  die  Einteilung  der  x- Achse  hilfsweise  auf  die  X-Achse 
überträgt.  Lote  errichtet  und  so  auf  den  logarithmischen  Linien  die 
Schnittpunkte  der  den  Linien  x  =  a  entsprechenden  Kurven  aufträgt? 
die  eine  quadratische  Einteilung  geben. 

Die  Punktion  Z  =  ^  +  e'  ist  eine  einfach  periodische  mit  dß' 
Periode  2  7t y  ihre  Umkehrung  also  unendlich  vieldeutig.  Es  fragt  sieb, 
was  den  sich  anschliefsenden  Parallelstreifen  der  ;ef-Ebene  entspricht- 
Die  Antwort  ergiebt  sich,  sobald  man  y  z.  B.  gleich  c  +  2;r,    sr  -f  ^^^ 
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—  5r  +  2n:,     —  +  23r,     —  —  2;r  setzt.   Dem  nächsten  oberen  Streifen 

der  j8?- Ebene  von  Breite  2ä  entspricht  dieselbe  Figur  noc}i  einmal, 
jedoch  um  2  sr  nach  oben  verschoben.  Man  kann  sich  diese  zweite  Ebene 
mit  ihrer  Zeichnung  als  eine  zweite  Schicht  denken,  die  über  der  andern 
liegt.  Dasselbe  kann  man  mit  der  Verschiebung  um  —  2%  machen 
und  diese  Schicht  unter  der  ursprünglichen  denken,  und  so  kann  man 
mit  +^^?  +63r,  HhSsr...  fortfahren.  Dadurch  erhalten  sämtliche 
an  den  horizontalen  Grenzlinien  scheinbar  unterbrochenen  Kurven  ihre 
Fortsetzungen.  Zeichnet  man  diese,  so  sind  sämtliche  Geraden  ]r=  +  wjt 
Symmetrieachsen  der  Gesamtzeichnung. 

Die  Kurve,  die  der  Geraden  x  =  o  entspricht,  geht  dann  ähnlich, 
-wie  die  als  Cykloide  bezeichnete  Rollkurve  des  Einheitskreises  auf 
der  Linie  X  =  —  1  nach  oben.  Sie  ist  in  der  That  eine  Cykloide. 
Die  Gleichung  einer  solchen  wird  in  den  Lehrbüchern  mit  Hilfe  einer 
dritten  Variabelen  w  in  der  Regel  durch  die  Gleichungen  x  =  w  —  sinw; 
und   y  =  1  —  cos  w  dargestellt.     Elimination   von  w  giebt  dort  als 

Gleichung  x  ==  arc  cos  (1  —  y)  — y  1  —  (1  —  yf.  Wegen  der  Drehung 
um   90^  ist  hier  x  und  y  zu  vertauschen,  was 


y  =  arc  cos  (1  —  x)  —  y\  —  (1  —  x)^ 

giebt.  Das  Koordinatensystem  ist  aber  gegen  das  unsrige  um  1  ver- 
schoben.    Setzt  man  a;  ==  X  +  1 ,  so  wird  die  Gleichung 

r=  arc  cosX— yi  — X«,     oder     X  =  cos(r  +  )/l  —  X»), 

was  mit  6)  bis  auf  das  unwesentliche  Wurzelzeichen  (beide  Zeichen  sind 
richtig)  übereinstimmt.  Die  Kurve  ABC  ist  also  in  der  That  eine 
Cykloide. 

In  gleicher  Weise  sind  die  übrigen  Wellenlinien  und  Ovale  ge- 
dehnte bezw.  verschlungene  Cykloiden.  Die  Gleichung  der 
letzteren  wird  in  der  Regel  durch 

X  ==  tv  —  c  Hinw 
y  =  l  —  c  cos  tv 

dargestellt.     Elimination  von  w  ergiebt  als  Gleichung 


X  =  arc  cos —  cl/l  —  ( -\  • 

oder  bei  Vertauschung  von  x  und  y 


y  =  arc  cos cl/l  —  ( 1  • 
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Setzt  man  1  —  x  =  X  —  a,  also  a;  =  1  +  a  —  X,  ein,  so  wird  die 
Gleichung 

r  =  arc  cos c  1/  1  —  ( j  • 

Man  hat  nur  noch  c  =  e*  zu  setzen,  um  die  Übereinstimmung  mit 
Gleichung  3)  bezw.  3*)  herbeizuführen.  Folglich:  Sämtliche  Nireau- 
linien  sind  gedehnte  bezw.  verschlungene  Cykloiden,  deren 
Bollkreis  den  Radius  1  hat,  so  dafs  ihre  Periode  gleich  2.t 
wird. 

Hieraus  ergiebt  sich  eine  Pulle  von  geometrischen  Beziehungen, 
auf  die  nicht  näher  eingegangen  werden  soll.  Wir  gehen  viebnehr 
vor  weiteren  Untersuchungen  zu  physikalischen  Deutimgen  über. 

207)  Hydrodynamische  Deutung.  Man  denke  sich  einen  überall 
gleich  tiefen  langsam  fliefsenden  Strom  zwischen  parallelen  Molen  weit 
in  einen  überall  gleich  tiefen  See  geleitet.  Reibungs-  und  Beharrungs- 
störungen werden  als  nicht  vorhanden  angenommen,  so  dafs  die  Strom- 
bewegung etwa  der  verlangsamten  des  elektrischen  Fluidums  entspricht. 
Die  Zeichnung  stellt  die  Stromlinien  und  die  Linien  gleichen  Ge- 
schwindigkeitspotentials  dar.  Die  Geschwindigkeiten  sind  umgekehrt 
proportional  den  Dimensionen  der  Quadrate.  An  jeder  Stelle  der 
Molen  herrscht  innen  eine  gröfsere  Geschwindigkeit,  aulsen  eine  weit 
kleinere.  Dem  Innen-  und  Aufsenpunkte  jeder  Stelle  entsprechen 
zwei  getrennte  Stellen  der  Grenzlinie  des  Streifens  der  jer-Ebenen,  di^ 
man  durch  einfaches  Abzählen  der  Stromlinien  bis  zur  Cykloide  hin 
bestimmen  kann.  Man  kann  auch  die  betreflfenden  Niveaulinien  bis 
zur  logarithmischen  Linie  verfolgen  und  dann  die  Schnittpunkte  auf 
die  X-Achse  projizieren,  was  ebenfalls  die  beiden  Abscissen  gi^^t. 
Dadurch  hat  man  gewissermafsen  eine  graphische  LösungsmeÜi^"^ 
der  transscendenten  Gleichung 

X  =  a;  +  c*  cos  Ä    oder     X  =  x  —  c*, 

wobei  X  gegeben,  x  berechnet  werden  soll.  Diese  Methode  ist  ebenso 
genau  wie  die  übliche  arithmetische  Annäherungsmethode,  nach  welcher 
man  zur  Auffindung  des  ersten  Wertes  zu  schreiben  hat 

1)  oj,  =  X  +  e^i  =  X  -f  e^+^^  =  X  -f  e^H-'*  +  ^*  =  •  •  • 

Den  zweiten  Wert  findet  man  mit  Hilfe  der  Gkichung  c*»  =  —  X  +  '^^ä 
oder 

2)  a;,  =  lg(-X  +  xO  =  lg[-X  +  lg(-X  +  ^)] 

=  lg{-X  +  lg[-X  +  lg(-X  +  a;,)]} 
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Damit  ist  zugleich  die  Fn^e  nach  der  XJmkehmng  der  Abbildung 
-Z  =  jßf  +  ^  beantwortet,  bei  der  analoge  Gleichungen,  wie  1)  und  2), 
jedoch  für  z  aufzustellen  sind.  Sind  Z^  und  Z^,  ebenso  g^  und  z^ 
unendlich  benachbarte  zusammengehörige  Werte,  so  findet  man  för 

^x-Z,  _  {z,  +  e*0  ^  U  +  e^)  _  z,--z,  _j_  e^^-e*'^  j  _^  ^ 

=  1  +  c'+y*  =  1  +  e*  (cosy  +  i  siny), 

wo  s  =  X  '\-  yi  der  Mittelpunkt  der  unendlich  benachbarten  e^  und  jsTj 
ist.  Statt  (Zj  —  Zj)  =  {z<^  —  jefg)  (1  -f-  ^)  tann  man,  wenn  die  Punkte 
Z^  und  Zj  auf  dem  Molenrande  liegen,  schreiben 

(Xj  4-  üti)  —  (Xjj  +  5ri)  =  [(a?!  +  j;ri)  —  {x^  +  :jri)] 

•  [1  +  ^  (cos  Ä  +  i  sin  ä)], 
oder  einfacher 

(X,  -  2,)  =  (a?!  _  a^)  .  [1  -  e«]. 

So  erkennt  man,  dafs  die  kleine  Molenstrecke  (X^ — X^)  das  (1 — c')fache 
der  entsprechenden  kleinen  Strecke  der  Streifengrenze  ist.  Mit  anderen 
Worten:  Man  hat  das  Vergröfserungsverhältnis  (1  — e*) 
zwischen  den  an  den  Molo  anstofsenden  Quadraten  und  den 
zugehörigen  des  Streifens  der  ;Ef-Ebene  gefunden. 

Für  x  =  —  oo  handelt  es  sich  um  1 —  =  1.    D.  h.  je  gröfser  der 


e^ 


negative  Abstand  vom  Nullpunkte  der  je^-Ebene  ist,  um  so  mehr  stinmien 
die  Quadrate  in  der  Gröfse  überein.  Für  x  =  o  ist  das  Vergröfserungs- 
Terhältnis  das  (1  —  c*»)  =  (1  —  1)  =  öfache,  d.  h.  an  den  kritischen 
Stellen  A  und  B  werden  die  Quadrate  der  Z-Ebene  unendlich  klein 
gegen  die  der  jer-Ebene.  Auf  der  Aulsenseite  nehmen  dann  nach  links 
hin  die  Quadrate  schnell  zu,  z.  B.  gilt  für  x==\  der  absolut  zu  nehmende 
Betrag  des  Ausdrucks  (1  —  e*)  als  Vergröfserungsverhältnis,  so  dafs 
es  sich  um  das  {(^  —  1)  =  1,718 . . .  fache  handelt,  bei  rr  =  10  um  das 
(e^^ —  1) fache,  bei  a:  =  c»  um  das  {fP^  —  1)  oder  (»fache.  Durch  die 
reciproken  Werte  sind  die  Geschwindigkeiten  bestimmt.  An  den 
Stellen  A  und  B  wird  die  Geschwindigkeit  unendlich  grofs,  was  bei 
gewöhnlichen  Flüssigkeiten  ohne  ein  Zerreifsen  des  Zusammenhangs 
nicht  denkbar  ist.  Der  Molo  ist  übrigens  keine  mathematische  Linie, 
sondern  ein  Körper.  Abrundung  hebt  diese  Schwierigkeit  auf.  Für 
Helmholtz  war  die  Bemerkung  über  die  unendliche  Geschwindigkeit 
der  Anlafs,  seine  Theorie  diskontinuierlicher  Flüssigkeitsbewegungen 
und  die  der  freien  Ausflufsstrahlen  im  zweidimensionalen  Räume  an- 
zubahnen, worin  ihm  dann  Kirchhoff  gefolgt  ist. 
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208)  Elektrostatische  Deutungen  für  zwei  Halbebenen 
als  Kondensatoren.  Der  eine  Molo  stellt  eine  normal  zur  Zeich- 
nungsebene stehende  Platte  dar^  also  eine  Halbebene,  die  im  übrigen 
unbegrenzt  ist,  der  andere  eine  parallele  Halbebene.  Ladet  man  die 
eine  mit  positiver  Elektrizität,  so  entsteht  auf  der  anderen  nach  Ab- 
leitung zur  Erde  dieselbe  Menge  negativer  Influenzelektrizität.  (Vgl. 
Nr.  74  und  75.)  Nach  den  früheren  Betrachtungen  sind  die  elektrischen 
Belegungen  derartig  angeordnet,  dafs  auf  die  an  den  Kondensator 
anstofsenden  Quadrate  der  Zeichnung  gleiche  Mengen  kommen,  d.  h. 
die  Dichtigkeit  der  Belegungen  ist  umgekehrt  proportional 
den  Dimensionen  der  Quadrate. 

Daraus  geht  hervor,  dafs  nicht  nur  die  Innenseite,  sondern 
auch  die  Aufsenseite  der  oberen  Kondensatorplatte  mit 
positiver  Elektrizität  belegt  ist.  Nach  links  hin  wird  die  Be- 
legung im  Innern  sehr  bald  homogen,  im  Aufsem  nimmt  die  Dichtigkeit 
allmählich  zu  Null  ab.  In  den  kritischen  Punkten  A  und  B  aber 
wird,  wenn  die  Platte  unendlich  dünn  ist,  die  Dichte  unendlich  grofs. 
Da  aber  in  Wirklichkeit  die  Platte  eine  endliche  Dicke  hat  und  bei 
A  und  B  abgerundet  sein  kann,  ist  man  imstande,  die  daraus 
folgenden  übergrofsen  Spannungen  und  Büschelentladungen  zu  ver- 
meiden. 

Der  Schwerpunkt  für  je  zwei  gegenüberliegende  elektrische  Teil- 
chen beider  Platten  liegt  in  unendlicher  Entfernung.  Dasselbe  gilt 
also  überhaupt  von  den  Belegungen  jedes  Doppelstreifens  des  Konden- 
sators. Folglich:  Die  Asymptoten  der  einen  Kurvengruppe 
schneiden  die  X-^Achse  in  unendlicher  Entfernung.  Von 
denen  der  beiden  logarithmischen  Linien  ist  dies  bekannt. 

Entfernt  man  die  Platten  weit  voneinander,  wobei  sich  nur  die 
Ordinaten  ihrer  Punkte  ändern  sollen,  so  erhält  man  an  jeder  Platte 
Kraft-  und  Niveaulinien,  die  zwei  Scharen  konfokaler  Parabeln 
darstellen.  Da  dieses  Symmetrie  giebt,  ist  allmählich  die  Belegung 
auf  beiden  Seiten  gleich  grofs  geworden.  Dies  giebt  einen  Einblick 
in  die  Influenzbewegungen  der  Elektrizität  beim  Nähern  oder  Ent 
fernen  der  einen  Platte  von  der  ruhenden  anderen. 

209)  Thomsonscher  Schutzring.  Man  bringe  die  Platten  in 
die  alte  Lage  zurück,  denke  sich  aber  in  der  einen  irgendwo  links  von 
A  eine  durchgehende  kleine  Unterbrechung,  wobei  jedoch  eine  leitende 
Verbindung  bestehen  bleiben  soll,  dann  tritt  nur  ein  sehr  kleines  Bündel 
von  Niveaulinien  durch  die  Unterbrechung  hindurch,  im  übrigen  aber 
bleibt  alles  unverändert,  d.  h.  die  quadratische  Einteilung  bleibt  im 
wesentlichen  dieselbe,  insbesondere  bleibt  die  Belegung  links  von  der 
Unterbrechung  fast  vollständig  homogen.     So  erkennt  man  die  Ein- 
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Wirkung  des  Thomsons  eben  Schutzringes  zunächst  f&r  unendlich 
grofse  Kondensatorplatten  bezüglich  der  Festhaltung  der  Homogenität 
des  zwischen  den  Platten  liegenden  Feldes.  Die  Deformationen  der 
Geraden  nehmen  erst  in  gröfserer  Entfernung  rechts  von  der  Unter- 
brechung wahrnehmbare  Gröfse  an.    Vgl.  Nr.  76. 

210)  Die  Cylinder  der  logarithmischen  und  anderer 
Linien  als  Kondensatorplatten.  Da  nach  obigem  auf  Linienstücke 
(bezw.  Flächenstücke);  deren  Projektionen  auf  die  X-Achse  gleich  lang 
sind;  gleiche  Belegungen  kommen ^  so  ist  das  entsprechende  Problem 
als  vollständig  gelöst  zu  betrachten  ^  sowohl  für  die  beiden  logarith- 
mischen Linien^  als  auch  für  eine  von  ihnen  und  eine  der  drei  Geraden 
der  Figur.  Auch  das  Influenzproblem  zwischen  Halbebene  und  ganzer 
Ebene  (X-Achse)  ist  gelöst.  Auch  mit  den  übrigen  Kurven  kann  man 
entsprechendes  leisten. 

Auf  Wärme-,  Elektrizitätsströmungen  u.  dgl.  soll  jetzt  nicht  ein- 
gegangen werden ;  auch  nicht  auf  die  nahe  liegenden  Yertauschungs- 
probleme  bezw.  die  etwas  unbequemer  zu  behandelnden  Diagonal- 
probleme.    Sämtliche  Aufgaben   bieten    instruktives    Übungsmaterial. 

[211)  Beispiel  zur  Theorie  der  freien  Ausflufsstrahlen 
vonHelmholtzundKirchhoff.  Vorgeschrittenere  Leser  mögen  ihre 
Kraft  an  einer  ebenfalls  elementar  zu  behandelnden  Abbildungsaufgabe 
versuchen,  von  der  nur  die  Resultate  der  Einzelrechnungen  angegeben 
werden  sollen.  An  dieser  soll  die  neuere  Theorie  der  freien  Aus- 
flufsstrahlen erläutert  werden. 

Es  sei  wiederum  Z  =  X  +  Yi  und  is  =  x  -{-  yi.  Die  abbildende 
Funktion  ist 

1)  Z=l—e-'  —  }/e-^  -^  +  arctan  j/e^'^rz.T. 

Es  soll  untersucht  werden,  welches  Flächengebiet  der  ^-Ebene  einem 
unb^enzten  horizontalen  Parallelstreifen  der  ;er-Ebene  von  der  Breite 
yc  entspricht,  z.  B.  dem  von  den  Linien  y  =  o  und  y  =  n  begrenzten, 
und  zwar  soll  der  negative  (linke)  Teil  des  Streifens  zuerst,  der 
positive  (rechte)  Teil  zuletzt  betrachtet  werden. 
Setzt  man  y  =  o,  so  geht  1)  über  in 


2)  X  =  1  —  e-'  —  1/^2'  —  "i  +  arctan  ]/e-2'  —  1. 

Von   a;  =  —  oo    bis   x  =^  o   bleibt  der  Ausdruck  reell,    so  dafs   der 
imaginäre  Teil  von  Z  für  diese  Strecke 

2*)  Y=o 
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ist.     Die  Strecke   von  A   über   (7  bis  —  oo   der  £r-Ebene  entspricht 
also  der  Strecke  von  A  über  (7  bis  —  oo  der  Z-Ebene. 

Wird  aber  x  positiv,  so  treten  in  2)  imaginäre  Teile  auf.    Dabei 
ist  zu  beachten,  dafs 

arctan  ia  =  tt  Iff  ^ 

2  °  1  — a 

ist.     Trennung  der  reellen  und  imaginären  Teile  giebt 
3)  X=l  — e-* 

3*)  Y=  yi^^v^-  —  I  lg  ^^^^^^ 


—  2x 

e 


-■j/l-c- 


Sx 


Durch  2,  2*)  und  3,  3*)  ist  es  möglich,  für  jeden  Punkt  der  ir-Achse 
in  der  jsr-Ebene  die  Koordinaten  der  entsprechenden  Punkte  der 
Z-Ebene  zu  finden.  Der  Strecke  —  (X>,  C,  A,  H,  -j-  oo  in  der 
j?-Ebene  entspricht  in  der  Z-Ebene  die  Gerade  —  (x>,  C,  A  und  die 
Kurve  AH  u.  s.  w.  Für  ic  =  +  oo  folgt  aus  3)  X  =  1,  T=  —  «, 
so  dafs  die  Gerade  X  =  1  die  senkrechte  Asymptote  der  Kurve  AH 
wird. 

Setzt  man  dagegen  y  =  yt,  so  geht  1)  über  in 


Z  =  1  —  e-^'+^O  —  Ye-^^+^'^  —  1  +  arctan  y<j-2(*+«0  — l 
oder 


Z  =  1  —  e~'  (cos  7t  —  i  siuijt)  —  ye~^*  (cos  2ic  —  i  8in2;r)  — 1 

+  arctan  ye~  **  (cos  2n  —  i  sin  2  sr)  —  1. 

Für  die  Strecke  von  o  bis  —  oo  giebt  die  Zerlegung  in  den  reellen 
und  imaginären  Teil 


4)  X  =  1  +  e-'  +  ye-^'—\  +  5r  —  arctan  Ye-^'  —  l, 
4*)        r=o, 

insbesondere  entsprechen  einander  x  =  —  oo  und  X  =  -f-  oo,  a:  =  <> 
und  X  =  2  +  ;r. 

Da  jedoch  für  positives  x  die  Wurzeln  imaginär  werden,  so  ist 
für  solches  eine  andere  Zerlegung  gültig.     Man  erhält 

5)  X=l+e-*  +  :r, 

6)  r=)/l_e  2._±igi+Vi-^-^' 


i->^i- 


—  «* 


9 


wobei  wiederum  die  Formel  für  arctan  ia  Anwendung  gefunden  hat. 
Der  Geraden  y  =  st  von  —  oo   über  D,  £,  J  nach  -f-  cx>  ent- 
spricht also  die  X-Achse  von  -|-  oo  über  D  nach  B,  wo  X  —  2  +  * 
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ist,   dann   kommt  eine  Kurve  von  B  Ober  J  nach   dem   nneudlk'heii 
Bereiche  mit  der  Asymptote  X  ^  1  +  w. 

Der  symmetrisch  teilenden  Geraden  «/  =»  ~  entspriclit  dii' 
Symmetrieachse  X  ^  1  -)-  "■  Fij;.  145  erläutert  diesu  Boziehunn^-n 
in   hinreichender  Weise.     Die  linke  Hälfte  des  Streifens  der  2-Ebene 


entspricht  der  oberen  Häill,el<.;rie  d<;r  ZVM.uf  mit  \n<"»-},\nW  i\wr 
filäche  AFB,  deren  ttreiiz«;  Aht  '«erad*:»  x  ^--  </  i-nt-pricht,  Ifa  t'lr 
X  ^  a  (Jleicbnng  1 '  in 


oder  in 

X-\-  Yi=l  —  (coB  y  —  i  sin  y)  —  Y(cos  2y  —  i  ain2  y)  —  1 

-{-  arctan  ]/(cos  2  y  —  i  sin  2  y)  —  1 

überseht,  ao  bestimmen  sich  die  Koordinaten  der  Punkte  jener  Grenz- 
kurren  aus  der  Gleichsetzung  der  reellen  und  im^inären  Teile,  wobei 
die  Wurzel  und  der  Ausdruck  mit  Arcus  tangens  zunächst  in  einen 
reellen  und  imaginären  Teil  zerl^  werden  müssen. 

Es  wird  nun  behauptet,  die  an  die  Bogen  ÄH  und  BJ  ^n- 
stofsenden  Quadrate  der  quadratischen  Einteilung  hätten 
überall  dieselben  Dimensionen,  wie  im  Streifen  der  z-Ebene. 

Der  Beweis  erfordert_  die  Kenntnis  des  Grenzwertes  von  '_  "^ 
fQr  unendlich  kleine  einander  entsprechende  Differenzen.  (Analytiscli 
handelt  es  sich  um  den  Differentialquotienten  der  in  1)  dargestellten 
Funktion,  der  sich  elementar  bilden  lÖTst.)  Es  et^ebt  sich  als 
solcher  Z'  =  e-'  +  ]/e-*'—  1. 

Jetzt  werde  die  Abbildung 

£  =  C-'  +  Ve=^"— 1     oder     g  =  w  +  Vw*— 1, 

wo  e~'  ^  tv  gesetzt  ist,  herangezogen.     Sämtliche  Transformationen, 
auch  die  ümkehrung 


-i(i  +  ^ 


sind    schon    ausführlich    be- 
handelt worden. 
J  Die  doppelt  zu  denkende 

Gerade    von    x  ^  —  1    bis 
X  =  -\-  l  der  w- Ebene  ent- 
spricht    dem     vollständigen 
Einheitskreise    der   g-Ebene. 
Die  einfach  gedachte  w-Ebene, 
Ton  X  ^  —  1   bis  .x  ■=  +  1 
aufgeschnitten,  entspricht  dem 
Äufseren  (oder  Inneren)  des 
Einheitskreises.    Der  ganzen 
X-Achse   der   w-Ebene   ent- 
spricht die  der  J-Ebene,  nur 
ist    der    Einheitskreis    an    Stelle    des    Stückes    von    X  =  —  1    bis 
X  ^=  -j-  1  zu  setzen.    Dem  Einheitskreise  der  ic-Ebene  entspricht  ein 
durch  x  =  +  1  gehender  Kreis  der  f-Ebene  auf  zweierlei  Art.     Uns 
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interessiert  nur  die  in  Fig.  146  hervorgehobene  Sichel.  Durch  die 
Abbildung  w  =  €~'  geht  die  einfach  gedachte  tc^-Ebene  in  einen 
Farallelstreifen  von  der  Breite  2;r  über,  die  Halbebene  in  den  hier 
untersuchten  Parallelstreifen  von  Breite  n.  Durch  Buchstaben  und 
Zahlen  ist  das  gegenseitige  Entsprechen  der  Z-Ebene,  der  j?-Ebene 
und  der  f-Ebene  hinreichend  klargelegt,  das  Strömen  ist  durch  Pfeile 
angedeutet. 

Der  absolute  Betrag  von  S  =  S  +  *^  =  P  (cos  -ö*  -(-  t  sin  -d*)  ist 
gleich  Q.  Bezeichnet  mfili  also  die  Länge  von  Z^  —  Z^  als  Z^Z^^  die 
von  jETj  —  z^  als  z^z^y  so  ist 


*   *  =  p     oder     Z^Z^  =^  Q ' z^z^. 


z,z^ 


(Vgl.  Einf.  in  die  isogonalen  Verwandtschafken  §  39.)  Für  den 
Einheitskreis  ist  aber  ^  ==  1,  also  ist  für  diesen  und  die  entsprechenden 

Punkte  der  Grenzkurve  in  der  Z-Ebene  Z^^Z^  =  z^z^^  d.  h.  die  Längen 
der  Quadratseiten  in  der  jer-Ebene  sind  gleich  denen  der  an  die  Grenz- 
kurven AH  und  BJ  der  Z-Ebene  stofsenden  Quadratseiten.  Damit 
ist  die  Gleichheit  der  Dimensionen  nachgewiesen. 

Denkt  man  sich  also  eine  Wasserströmung  im  Streifen  der 
£-Ebene  und  vergleicht  man  sie  mit  der  Strömung  aus  der  oberen 
Hälfte  der  Z-Ebene  in  den  zunächst  mit  festen  Vi^änden  versehenen 
Ausflufskanal,  der  von  AH  und  BJ  begrenzt  ist,  so  sind  die  Ge- 
schwindigkeiten an  den  Wänden  des  letzteren  eben  so  grofs 
wie  an  der  Streifengrenze.  Dabei  ist  die  Figur  nur  als  Grund- 
rifsfigur  der  entsprechenden  Ebenen  zu  denken,*  die  Öflnung  AB  also 
als  ein  unendlich  langer  Parallelschlitz. 

Der  konstante  Charakter  der  Randgeschwindigkeit  ist,  wie  §  212 
zeigen  wird,  von  hervorragender  Bedeutung  für  die  Theorie  der  freien 
Ausflufsstr^en.] 

[212)  Deutung  des  Problems  im  Helmholtzschen  Sinne. 
Man  denke  sich  in  der  ;8r-Ebene  parallele  Wände  DB  und  CA,  die 
links  bis  ins  Unendliche  reichen  und  darin  ein  Strömung  von  links 
nach  rechts  in  den  übrigen  wassererfüllten  Raum.  Ist  die  Bewegung 
langsam  imd  sieht  man  von  der  Beharrung  ab,  so  würde  Fig.  144c 
mafsgebend  sein.  Bei  dieser  Figur  wurde  darauf  aufmerksam  gemacht, 
dafs  an  der  Grenze  des  Ausflusses  unendliche  Geschwindigkeiten  er- 
forderlich sein  würden,  so  dafs  dort  der  Zusammenhang  der  Flüssigkeit 
gestört  werden  müfste.  Die  Beobachtung  zeigt  daher  auch  ganz 
anderes.  Der  Strahl  schiefst  zunächst  kompakt  in  die  ruhende 
Flüssigkeit  des  Gesamtraums  hinein,  um  sich  um  so  später  und  in  um 

19* 
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so  gröfserer  Entfernung  in  Wirbeln  aufzulösen,  je  gröfser  die  Ge- 
schwindigkeit ist.  Man  hat  also  dann  auf  eine  längere  Strecke 
bewegte  und  ruhende  Flüssigkeit  nebeneinander,  beide 
durch  scheinbar  feste  Wände  begrenzt.  Dazu  ist  aber  nötig, 
dafs  die  Differenz  zwischen  v  und  0  grofs  genug  ist,  den  Zusammen- 
hang zwischen  der  ruhenden  und  bewegten  Flüssigkeit  aufzuheben 
bezw.  unmöglich  zu  machen.  Jetzt  möge  v  gerade  die  Grenzgeschwindig 
keit  sein. 

In  der  Z-Ebene  handelt  es  sich  dann  itm  folgendes:  Man  denke 
sich  zwei  Gefäfse,  die  durch  die  Ebenen  CA  und  BD  begrenzt  sind, 
so  dafs  aus  dem  oberen  in  das  untere  durch  den  Schlitz  AB  Wasser 
überströmen  kann.  Die  Theorie  verlangt,  dafs  den  Strom-  und 
Niveaulinien  der  ^-Ebene  solche  der  Z-Ebene  entsprechen.  Da  aber 
der  Zusammenhang  zwischen  der  ruhenden  und  bewegten  Flüssigkeit 
bei  einer  bestimmten  Geschwindigkeit  v  aufgehoben  wird,  so  mufs 
die  Grenzlinie  des  Strahles  so  beschaffen  sein,  dafs  sie 
erstens  eine  Stromlinie  ist,  die  auf  die  ruhende  Flüssigkeit 
keinen  Druck  ausübt,  dafs  zweitens  die  Geschwindigkeit  in 
ihr  überall  gleich  jenem  v  ist.  Änderte  sich  nämlich  in  der  die 
Grenze  bildenden  Kraftlinie  die  Geschwindigkeit,  so  würde  eine  Ein- 
engung oder  Verbreiterung  stattfinden  wollen,  was  einen  negativen 
oder  positiven  Druck  auf  die  ruhende  Flüssigkeit  geben  würde.  — 
Die  Abbildung  z  =  f{z)  hat  also  so  zu  geschehen,   dafs  der  absolute 

Betrag  o  von  — gleich  1  ist.    Dies  war  im  obigen  Beispiele  der 

Fall.  Jene  Aufgabe  ist  also  als  gelöst  zu  betrachten.  Wichtig  ist 
bei  dieser  Theorie,  dafs  man  das  wirkliche  Mafs  der  Kontraktion  des 
Strahles  erhält.] 

[213)  Andere  Beispiele  freier  Ausflufsstrahlen.  Gelingt 
es,  einen  unbegrenzten  Parallelstreifen  so  auf  eine  Fläche  eindeutig 
abzubilden,  dafs  ein  Teil  der  Begrenzung  der  letzteren  in  den  Dimen- 
sionen der  anstofsenden  Quadrate  mit  denen  der  Quadrate  des  Streifens 
übereinstimmt,  so  ist  im  allgemeinen  ein  Problem  für  freie  Ausflufs- 
strahlen gelöst.  (In  der  Sprache  der  Analysis  würde  die  Methode 
folgendermafsen  zu  charakterisieren  sein:  Man  bildet  den  Streifen 
der  ;8?-Ebene  eindeutig  auf  eine  Fläche  der  f-Ebene  ab,  zu  deren 
Grenzen  ein  Stück  des  Einheitskreises  gehört.  Darauf  sucht  man  das 
Integral  Z  der  Funktion  ^  =  f(z).  Die  Funktion  Z  löst  dann  das 
Problem.)  In  der  22.  Vorlesung  von  Kirchhoffs  Mechanik  findet 
man  mehrere  Beispiele.  Hat  z.  B.  ein  sehr  tiefes  Gefäfs  einen  der 
Fig.  147  entsprechenden  Ausflufsschlitz,  der  weit  höher  li^,  als  der 
Boden^  so  geschieht  der  Ausflufs  nicht  direkt  an  den  inneren  Wänden, 
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sondere  so,  daXe  die  gezeichneten  Kurven  die  freien  Grenzen  sind. 
Der  schräg  schr&Merte  Raum  kann  ruhende  Flüssigkeit  enthalten. 
Die  lösende  Funktion 


z iir'-  +  «-:  +  «-  y«-"  _  1  _  i„  («-.  +  T/^'-f  -  1) 

ist  Ton  Helmholtz  als  erstes   Beispiel  für  diese  Theorie  bestimmt 
worden.     Liegen  die  Grenzen   (Fig.  148)  nicht  in  gleicher  Höhe,   so 


wird  die  Mittellinie  des  Strahles  schräg,  so  dafs  er  gegen  die 
Wand  anschlägt,  was  Störungen  verursacht.  Wird  das  Ausströmen 
durch  eine  in  Fig  149  dai^estellte  Platte  gehemmt,  so  sind  die 
dort  gezeichneten  die  Grenzen  der  Ausströmung.  Die  abbildende 
Funktion  ist 


=  2yz-\-  g  y\—  1  +  »""c  sin  V7 . 


Die  physikalischen  Annahmen  dieser  Theorie  sind  am  ausführ- 
lichsten in  der  Helmholtzschen  Abhandlung  über  diskontinuierliche 
Flüssigkeitsbewegungen  vom  23.  April  1868  dargestellt,  die  in  seine 
gesammelten  Werke  aufgenommen  ist. 

Die  Besprechung  der  Theorie  ist  hier  erfolgt,  um  irrtümliche 
Deutungen  der  früheren  Betrachtungen  zu  vermeiden.] 

214)  Übertragiingen  auf  krumme  Oberflächen.  Gelingt  es, 
eine  gekrümmte  Oberfläche  in  ein  quadratisches  Netz  einzuteilen,  so 
läfst  sich  jede  der  beiden  Kurvengruppen  als  ein  System  von  Strom- 
linien für  gewisse  Probleme  stationärer  Strömung  betrachten.  Dasselbe 
gilt  von  den  Diagonalkurven  des  Netzes.  Wie  in  der  Ebene,  so  sind 
auch  auf  jeder  Oberfläche  unendlich  viele  Probleme  durchführbar. 
Wie  die  Probleme  der  Ebene  in  gegenseitigen  Beziehungen  stehen, 
die     durch    Abbildung    mittels    Funktionen    komplexen    Ai^ments 
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wiedergegeben  werden  können,  so  stehen  auch  die  verschiedenen 
Probleme  auf  derselben  Oberfläche,  ebenso  die  fär  yersdiiedene  Ober- 
flächen möglichen  in  gegenseitigen  Beziehungen. 

a)  Abwickelbare  Flächen.  Jeder  Sektor  der  Ebene  läfst  sich 
durch  entsprechende  Krümmung  in  einen  geschlossenen  Kegel  ver- 
wandeln. Man  rolle  z.  B.  'die  Halbebene  des  symmetrischen  Zwei- 
punktproblems so  zum  Kegel  zusammen,  dafs  der  Mittelpunkt  der 
lemniskatischen  Kurven  zur  Spitze  des  Kegels  wird.  Die  Hälften  der 
in  der  Ebene  vollständigen  Kurven  schliefsen  sich  so  zusammen,  dafs 
Eindeutigkeit  an  Stelle  der  ursprünglichen  Zweideutigkeit  tritt. 
Durch  die  Lenmiskaten  und  Hyperbeln  ist  z.  B.  folgendes  Problem 
gelöst:  In  die  Oberfläche  eines  leitenden  Kegels,  dessen 
Leitlinie  ein  Kreis,  eine  Ellipse  oder  eine  sonstige  ge- 
schlossene Kurve  sei,  werde  an  beliebiger  Stelle  Elektrizität 
eingeführt,  um  im  unendlichen  Bereiche  des  Kegels  abgeleitet 
zu  werden.  Die  Strom-  und  Niveaulinien  sind  zu  unter- 
suchen. Auch  die  Linien  gleicher  Litensität  lassen  sich  elementar 
bestimmen. 

Entsprechendes  läfst  sich  mit  jedem  symmetrischen  oder  zwei- 
und  mehrdeutigen  Probleme  symmetrischer  Art  machen,  z.  B.  auch  mit 
den  konfokalen  Ellipsen  und  Hyperbeln.  Zahlreiche  der  schon  be- 
handelten Figuren  geben  instruktive  Modelle  für  das  Verständnis  der 
Strömungen  auf  krummen  Oberflächen. 

Ahnlich  kann  man  mit  den  abwickelbaren  Regelflächen  ver- 
fahren. Gewisse  Schraubenflächen  gehören  hierher.  Das  einfachste 
Beispiel  ist  naturgemäfs  der  Cylinder,  dessen  quadratische  Oberflächen- 
einteilung benutzt  werden  kann,  Scharen  von  Schraubenlinien  herzu- 
stellen, die  ihn  ebenfalls  in  Quadrate  einteilen.  Dagegen  treten  die 
Probleme,  die  sich  auf  nicht  abwickelbare  Regelflächen  beziehen, 
z.  B.  auf  das  einmantelige  Hyperboloid  und  hyperbolische 
Paraboloid,  aus  der  elementaren  Behandlungsweise  heraus. 

b)  Die  Kugel.  Projiziert  man  die  Kugelfläche  von  einem  ihrer 
Punkte  aus  auf  die  gegenüberliegende  Tangentialebene,  so  geht  bekannt- 
lich jeder  Kreis  ihrer  Oberfläche  im  allgemeinen  in  einen  Kreis  über. 
Zwei  sich  schneidende  Kreise  verwandeln  sich  dabei  in  Kreise,  die 
sich  unter  demselben  Winkel  schneiden.  Die  Abbildung  ist  also  eine 
isogonale,  so  dafs  kleine  Dreiecke  der  Kugelfläche  in  ähnliche  Dreiecke 
auf  der  Tangentialebene  übergehen.  In  manchen  Lehrbüchern  der 
Elementarmathematik,  z.  B.  im  Method.  Lehrbuch  Bd.  H  des  Verfassers 
Stereom.  IX  werden  diese  Sätze  auf  einfachem  Wege  abgeleitet.  Für 
die  Rückprojektion  der  Tangentialebene  auf  die  Kugel  mit  Hilfe  des 
Antipodenpunktes  gilt  dasselbe.  Jede  quadratische  Einteilung  der 
Ebene  giebt  also  eine  solche  auf  der  Kugel,  und  durch  Inversion  kann 
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die  letztere  wieder  in  eine  andere  Kugelteilung  umgeformt  werden. 
Solche  Einteilungen  geben  z.  B.  die  Meridiane  und  Parallelkreise  und 
ihre  Diagonalkurven,  die  loxodromischen  Linien,  die  bei  der  obigen 
Projektion  in  logarithmische  Spiralen  übergehen.  Ähnliches  gilt  vom 
Kreisbüschel  auf  der  Kugelfläche  bei  beliebig  liegenden  Büschelpunkten. 
(Auch  die  sphärischen  Kegelschnitte  machen  eine  Quadrateinteilung 
möglich,  die  jedoch  auf  elliptische  Funktionen  führt.  Sie  vermitteln 
die  Abbildung  der  Kugelfläche  auf  Quadrat  und  Rechteck.  Vgl.  Ing.- 
Math.  S.  199:  Quadratische  Weltkarte  von  Peirce.) 

c)  Drehungsflächen.  Jede  Drehungsfläche  kami  durch  Meridiane 
und  Parallelkreise  quadratisch  eingeteilt  werden,  z.  B.  das  Drehungs- 
ellipsoid,  Drehungsparaboloid,  Drehungshyperboloid  und  verschiedene 
Ringflächen.  Dasselbe  gilt  von  gewissen  Kanalflächen  und  den  durch 
Reciprozität  aus  ihnen  entstandenen.  Manches  läfst  sich  elementar 
durchfahren.  Vergl.  die  Abhandlung  des  Verfassers  über  die  Ab- 
bildung der  Cyklide  in  Bd.  94  des  CreU.  Journals,  ebenso  die  über 
einige  Aufgaben  der  darstellenden  Geometrie  im  Progr.  1883  der 
Hagener  Gewerbeschule  und  im  14.  Jahrg.  der  Zeitschr.  für  math. 
Unterricht.  Endlich  noch  die  Abhandl.  über  gewisse  transscendente 
Flächen,  welche  die  Cyklide  als  besonderen  Fall  enthalten  im  94.  Bande 
des  Grell.  Journals. 

d)  Schwieriger  sind  die  allgemeinen  Flächen  zweiten  Grades  zu 
behandeln,  noch  mehr  Schwierigkeiten  bieten  die  höheren  Grade.  Auch 
die  Oberflächen  von  Polyedern,  besonders  von  regelmäfsigen,  geben  zu 
interessanten  Aufgaben  Anlafs. 

Beispiele  aus  diesem  Gebiete  sollen  nicht  gegeben  werden,  da 
sie  nur  theoretischen  Wert  haben  und  in  der  Ingenieur- Wissenschaft 
kaum  Anwendung  finden.  Mit  diesen  Bemerkungen  soll  das  Kapitel 
von  den  zweidimensionalen  Problemen  abgeschlossen  werden. 


Kapitel  XL 

PhysikaHsches  über  galvanisclie  Ströme  und  ihr 

Potential. 


215)  Spanniingsreihe  der  Leiter  erster  Klasse. 
Wir   haben   bisher   die   elektrischen  Strömungen   in  Baum   und 
Ebene  untersucht,  ohne  auf  ihr  Wesen  einzugehen.     Man  lese  in  den 

physikalischen   Lehrbüchern  nach,   was   dort  über 
Flg.  150.  ^^  Fundamentalversuche  Voltas  gesagt  ist.    Es 

sei  K  eine  Kupferscheibe,  Z  eine  Zinkscheibe,  jede 
mit  einem  isolierenden  Glasstabe  versehen,  so  dafs 
man  sie  handhaben  kann,  ohne  Elektrizität  ab- 
zuleiten. Berühren  sich  beide  Platten,  und  hebt 
man  sie  dann  parallel  voneinander  ab,  so  läfst  sich 
mit  Hilfe  eines  Elektroskops  zeigen,  dafs  die 
Kupferplatte  schwach  negativ,  die  Zinkplatte 
schwach  positiv  geladen  ist,  und  zwar  sind  beide  Ladungen  gleich 
grofs. 

Ahnliches  wies  Volta  auch  von  anderen  Metallen  nach,  imd  er 
stellte  folgende  Spannungsreihe  auf 

+  I  Zink,  Blei,  Zinn,  Eisen,  Kupfer,  Silber  |  — 


Hier  bedeuten  die  Zahlen,  dafs  wenn  man  die  Versuche  mit  Platten 
von  gleicher  Gröfse  anstellt  und  die  bei  Blei  und  Zinn  gemessene 
elektrische  Menge  gleich  1  setzt,  bei  Berührung  der  übrigen  Metalle 
untereinander  die  den  beigeschriebenen  Zahlen  entsprechenden  Mengen 
entstehen.  Zweitens  wies  Volta  nach,  dafs  Zink  und  Zinn  auf  die  Menge 
5  +  1  =  6,  Zink  und  Eisen  auf  5  +  1  +  3  =  9,  Zink  und  Kupfer 
auf  5  +  1  +  3  +  2  =  11,  Zink  und  Silber  auf  5  +  1  +  3  +  2  +  1  =  12, 
Blei  und  Eisen  auf  1  +  3=4,  Blei  und  Kupfer  auf  1  +  3  +  2  =  6  u.  s.  w. 
führen.     Das  links  stehende  Metall  ist  dabei  stets  positiv,  das  rechts 
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stehende  negatiy  geladen.     Man  kann  das  Gesetz  als  das  Voltasche 
Additionsgesetz  bezeichnen. 

In  neuerer  Zeit  hat  man  die  Spannungsreihe  ergänzt  und  die 
Yerhaltniszahlen  genauer  bestimmt.  Insbesondere  ist  auch  das  obige 
Additionsgesetz  bestätigt  worden. 

Man  hat  anzunehmen^  dafs  zwischen  den  Metallen  im  Momente 
der  Berührung  eine  Potentialdifferenz  auftritt, 
die    ein   Überströmen   geringer    Elektrizitäts-  ^«'  ^^^ 

mengen   veranlafst.     Diese  Mengen  sind  pro- 


c 


c    \   z     ]^, 


portional    der    Potentialdifferenz.     Bezeichnet 

man  die  zwischen  Zink  und  Kohle  entstehende 

mit    Z^  C,    die    zwischen    Kohle   und   Platin 

entstehende  mit  C  \  Ply  die  zwischen  Zink  und  Platin  entstehende  mit 

Z  \  PI,  so  ist  nach  obigem 

1)    z\c+c\pi=z\pi  oder   {V,— Vc)  +  irc—rp)=r,— Vp, 

Verbindet  man  das  Platin  mit  einem  Zinkdraht,  der  zum  Zink  zu- 
rückfuhrt, so  entsteht  zwischen  Zink  und  Zink  die  Potentialdifferenz 

2)  Z\C+C\Pl-\-  Pl\Z 

oder  nach  1) 

Z\C-{-C\Pl  —  (Z\C+C\Pl)  =  0,^ 

d.  h.  durch  den  Draht  findet  von  B  nach  A  hin  kein  Überströmen 
Ton  Elektrizität  statt.  Indem  man  (in  nicht  geschickter  Weise)  die 
Potentialdifferenz  als  elektromotorische  Kraft  bezeichnet,  kann  man 
sagen,  die  elektromotorische  Kraft  der  geschlossenen  Metall- 
kette sei  gleich  Null. 

216)  Deutung  des  Versuchs  von  Volta.  Nach  Helmholtz 
hat  man  anzunehmen,  dafs  z.  B.  Kupfer  auf  unmefsbar  kleine  Ent- 
fernung hin  auf  die  beiden  in  der  Grenzschicht  des  Zink  enthaltenen 
Elektrizitäten  dadurch  scheidend  einwirkt,  dafs  es  die  negative  zu  sich 
herüber  zieht,  weil  sie  diese  stärker  anzieht, 
als  die  andere  Elektrizität.    Ist  A  B  gleich  l  ^'^'^^^ 

diese    unmefsbare    Entfernung,    so    ist    die      ^  ^       * 

scheidende    Anziehungskraft   j>  =  ^^  T  ^' ,         >!ttttl^tttmtl . 

wenn  Fj   und  F^  die  Potentialwerte  bei  A         i*  *     -         -         »  / 
und  B  für  die  Anziehung  des  Kupfers  auf 

die  benachbarte  negativ  elektrische  Einheit  sind.  Ebenso  wirkt  das  Zink 
auf  die  benachbarte  positive  Elektrizität  in  Kupfer  anziehend  ein.  Diese 
Scheidung  dauert  so  lange  fort,  bis  die  auf  jedes  elektrische  Teilchen 
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wirkenden  elektrischen  Anziehungen  und  Abstofsungen  eine  Resultante 
geben^  die  der  Anziehungskraft  p  des  Metalls  entgegengesetzt  gleich  ist. 
Ist  also  M^  das  Potential  sämtlicher  elektrischer  Massen  auf  die  negative 
Einheit  in.  A,  M^  der  Potentialwert  in  J?,  so  mufs  beim  Gleichgewicht 


l 


=  —  p  sein. 


d.  h.  V:^  +  ^iz:^.  ^ 


l 


l 


=  0  oder  auch 


Gleichgewicht  also  tritt  ein,  sobald  die  Potentialdiflferenzen  für  jene 
Molekularanziehung  der  Metalle  einerseits  und  für  die  elektrischen 
Anziehungen  und  Abstofsungen  andererseits  entgegengesetzt  gleich 
sind.  Welche  von  beiden  DiflFerenzen  man  imtersucht,  ist  gleichgültig. 
Die  Anordnung  der  übergeströmten  Elektrizitätsteilchen  entspricht 
etwa  der,  die  man  nach  Nr.  75  bezw.  Fig.  144  c  an  zwei  Kondensator- 
platten beobachtet.  Diese  sind  auf  der  Berührungsfläche  und  an  den 
Rändern  mit  Schellack  zu  überstreichen  und  an  den  Aufsenseiten  frei 
zu  lassen.  Die  sich  bindenden  Elektrizitäten  verbreiten  sich  über  die 
gesamte  Oberfläche  der  beiden  Platten,  jedoch  ist  auf  der  Aufsenseite 
nur  ein  verschwindend  kleiner  Teil  vorhanden.  Ahnlich  ist  die  Ver- 
teilung auch  hier.  Die  besprochenen  Molekularanziehungen 
der  Metalle  sind  es,  die  dem  Wiedervereinigen  entgegen- 
stehen, sie  übernehmen  also  gewissermafsen  die  Rolle  der 
isolierenden*  Schellackschicht. 

Besonders  die  Versuche,  die  Eohlrausch  mit  seinem  Kondensator 
angestellt  hat,  haben  das  Additionsgesetz  bestätigt  und  die  Verhältnis- 
zahlen der  Spannungsreihe  genauer  festgestellt.     Die  Platten  wurden 

aus  den  zu  untersuchenden  Metallen 
hergestellt,  oder  es  wurden,  da  es 
nur  auf  die  Oberflächen  ankommt, 
Messingplatten  galvanisch  mit  den  zu 
untersuchenden  Metallen  überzogen. 
Um  diese  Platten  direkt  als  Konden- 
satoren benutzen  zu  können,  wurden 
Innenseite  und  Rand  mit  jener 
Schellackschicht  überzogen.  Da  die 
Gröfse  und  Lage  der  Berührungs- 
fläche sich  als  gleichgültig  erwies, 
wurden  die  vom  Schellack  freien 
Aufsenseiten  durch  einen  Metalldraht  (an  isolierendem  Stäbchen  be- 
festigt), der  aus  einem  der  beiden  Metalle  hergestellt  war,  in  leitende 
Berührung  gebracht.  Augenblicklich  erfolgte  das  Überströmen  der 
Elektrizitäten  und  ihre  oben  besprochene  Anordnung.  Die  Potential- 
differenz ergab  sich  als  unabhängig  davon,  ob  man  der  einen  Platte 


Fig.  153. 
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vorher  ein  besonderes  Potential  gab.  So  konnte  man  z.  B.  die  eine 
Platte  ableitend  mit  der  Erde  verbinden,  dann  wurde  das  Potential 
der  anderen  gleich  der  Differenz  selbst,  denn  die  erstere  hatte  das 
Potential  Null.     Mit  Hilfe  der  früher  entwickelten  Formel 

wo  d  =  ^  die  Dichtigkeit,  d  die  Dicke  der  Isolierschicht  ist,  wurde 

nun  die  Differenz  V=  M^  —  M^  aus  der  am  Elektrometer  zu  messenden 
Elektrizitatsmenge  E  bestimmt  und  damit  M^  I-Mg,  die  Verhältniszahl 
der  Spannungsreihe  für  die  beiden  Metalle,  bestimmt  und  so  die  Ein- 
schaltung in  die  Reihe  ermöglicht.  Das  Nähere  findet  man  in  den 
Lehrbüchern,  z.  B.  bei  Wüllner.  Leiter,  für  welche  das  Additions- 
gesetz gilt,  heifsen  Leiter  erster  Klasse. 

217)  Leiter  zweiter  Klasse.  Bringt  man  einen  Leiter  erster 
Klasse  mit  einer  Flüssigkeit,  die  ihn  chemisch  angreift,  in  Berührung, 
so  wird  der  Leiter  elektrisch,  die  Flüssigkeit  entgegengesetzt  elektrisch. 
Um  dies  zu  zeigen,  lege  man  z.  B.  auf  die  mit  Schellack  überzogene 
Kupferplatte  des  Kondensators  eine  ebenso  gefimiste  Glasplatte,  breite 
auf  dieser  die  zu  untersuchende  Flüssigkeit  aus  und  bringe  Flüssigkeit 
und  Kupfer  mittels  eines  Kupferdrahtes  (an  Isolierstab)  in  leitende  Ver- 
bindung. Beide  werden  elektrisch.  Die  Scheidung  hört  auf,  so- 
bald die  abstofsenden  und  anziehenden  Wirkungen  der  ge- 
schiedenenElektrizitäten  die  Fortsetzung  unmöglich  machen. 
Würde  man  dagegen  die  geschiedenen  Elektrizitäten  entfernen,  so 
würde  die  Scheidung  von  neuem  beginnen. 

Taucht  man  isoliertes  Zink  in  verdünnte  Schwefelsäure,  so  er- 
scheint es  selbst  negativ,  die  Flüssigkeit  aber  positiv  elektrisch,  zugleich 
ist  folgendes  vor  sich  gegangen.  Nach  neueren  Annahmen  befinden 
sich  die  Moleküle  der  Schwefelsäure  SO^H^  schon  durch  die  Verdünnung 
im  Zustande  der  Dissociation,  so  dafs  die  Trennung  auch  durch 
sehr  schwache  Kräfte  ermöglicht  werden  kann.  Das  SO^  verbindet 
sich  mit  dem  Zink  zu  elektrisch  neutralem  Zinkvitriol  SO^Zn,  Ver- 
einzelte Wasserstoffbläschen  bleiben  am  Zink  hängen.  Es  ist  so,  als 
ob  80^  negativ  elektrisch  geladen  wäre,  und  als  ob  seine  Elektrizität 
bei  der  chemischen  Vereinigung  frei  auf  das  Zink  übergegangen  wäre. 
Dem  Ä  würde  also  eine  positive  Ladung  zuzuschreiben  sein.  Der 
elektrische  Vorgang  hört  auf,  sobald  die  negative  Ladung  des  Zink 
die  weitere  Anziehung  von  SO^^  hindert.  Entfernt  man  aber  die  freie 
negative  Elektrizität  vom  Zink,  so  kann  der  chemische  Vorgang  wieder 
beginnen. 

Bringt  man  Zink  und  Platin,  beide  zunächst  isoliert,  in  verdünnte 
Schwefelsäure,  so  geschieht  am  Zink  dasselbe  wie  vorher,  am  chemisch 
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Fig.  151. 


fast  gar  nicht  angegriflFenen  Platin  zunächst  fast  nichts.  Verbindet 
man  das  Platin  durch  einen  Zinkdraht  mit  dem  Zink,  so  hört  die 
chemische  Aktion  am  Zink  nicht  wie  vorher  auf,  sondern  sie  wird 
fortgesetzt,  die  negative  Elektrizität  des  Zink  strömt  also  nach  dem 
Platin  hin  und  hemmt  nicht  mehr  die  Zersetzung  der  Schwefelsäure, 
zugleich   strömt   dauernd  positive  Elektrizität  vom  Platin  zum  Zink. 

Es  entsteht  also  ein  dauernder  elek- 
trischer Strom.  Seine  Richtung  be- 
stimmt man  auf  Grund  geschehener 
Einigung  nach  dem  Sinne  der  Wanderung 
der  positiven  Elektrizität.  Das  freie  Ende 
des  Platin,  wo  der  Strom  in  den  Draht 
eintritt,  heifst  der  positive  Pol,  das  des 
Zinks  der  negative  Pol. 

Da  eine  dauernde  Bewegung  statt- 
findet, besteht  zwischen  den  Polen 
eine  Potentialdifferenz,  die  ver- 
schieden von  Null  ist.  Die  Flüssigkeiten 
enthaltenden  Ketten  erhalten  also  nicht,  wie  die  fiilher  besprochenen, 
als  Summe  der,  PotentialdiflFerenzen  den  Wert  Null,  sondern  einen 
andern  Wert.  Demnach  mufs  das  Additionsgesetz  für  Flüssig- 
keiten ungültig  sein. 

Handelt  es  sich  z.  B.  um  Zink,  Kupfer  und  verdünnte  Schwefel- 
säure, so  ist 


z 

^ 



5L 

PI 

:"----=:. 

i^H^-  -s      '     -  _:. 

F,— 

Vf- 

z 

F 

Vf- 

Vk^ 

F  K 

also  durch  Addition 

F,- 

n- 

Z 

F-\rF 

Wäre  nvin 

Z  F+F  K 

Z  K, 

so  würde 

Z   F-\-F 

£:  + 

K 

Z  —  O 

K 


sein,  d.  h.  der  Schlufs  der  Kette  durch  Kupferdraht  müfste  die  Potential- 
diflPerenz  Null  geben.  Sie  ist  aber,  da  ein  Strom  entsteht,  verschieden 
von  Null,  also  mufs  Z\F-^F\K  verschieden  von  Z\  K  sein,  d.  h.  das 
Additionsgesetz  darf  hier  nicht  angewandt  werden. 

Man  bezeichnet  daher  die  festen  Leiter  (Quecksilber  ist  allerdings 
eingeschlossen)  als  Leiter  erster  Ordnung,  die  Flüssigkeiten  als 
solche  zweiter  Ordnung.  Die  dissoziierten  Moleküle  der  Flüssigkeit 
denkt  man  sich  polarisiert  und  so  gerichtet,  dafs  z.  B.  das  SO^  dem  Zink, 
das  ifg  dem  Platin  bezw.  Kupfer  zugekehrt  ist.  Wird  einem  Moleküle 
durch  das  Zink  sein  JSO4  entzogen,  so  verbindet  sich  das  frei  ge- 
wordene  j^    mit    dem  SO^  des  benachbarten  Moleküls,    dessen  frei 
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werdendes  H^  mit  dem  SO^  des  folgenden,  bis  endlich  am  andern 
Metall  ein  H^  frei  wird.  Nur  handelt  es  sich  dabei  nicht  um  chemische 
Verbindung  und  Trennung,  sondern  nur  um  physikalisches  Umlagern. 
Die  Flüssigkeitsmoleküle  bilden  gewissermaisen  Ketten,  deren  Mittel- 
linien den  Kraftlinien  folgen.  In  diesen  Richtungen  erfolgt  ein  un- 
aufhörliches Auswechseln  der  chemischen  Bestandteile. 

Die  zwischen  den  Polen  bestehen  bleibende  Potentialdiflferenz 
giebt  die  Arbeit  an,  die  nötig  sein  würde,  die  Einheit  der  positiven 
oder  negativen  Elektrizität  ihrer  Strömungsrichtung  entgegen,  d.  h. 
gegen  die  wirksamen  Anziehungen  bezw.  Abstofsungen,  vom  andern 
Pole  zum  ursprünglichen  zurückzubringen.  Sie  ist  ebenso  grofs,  wie 
die  Arbeit,  die  nötig  ist,  die  elektrische  Einheit  durch  die  Widerstände 
des  Schliefsungsbogens  hindurchzuführen.  Man  bezeichnet  sie  als  die 
elektromotorische  Kraft  der  Kette. 

Setzt  man  z.  B.  Zink  |  Kupfer  =  100,  so  ergiebt  sich  nach  Kohl- 
r  au  seh  für  die  zu  nennenden  Flüssigkeiten 

Zink  I  Zinkvitriol  =  —  129,       Zink  |  Schwefelsäure  =  —  115, 

Kupfer  I  Schwefelsäure  =  —  40,25, 
Kupfer  I  Zinkvitriol  =  —  36,  Kupfer  j  Kupfervitriol  =  —  21,5, 
Amalgamiertes  Zink  |  Schwefelsäure  =  —  149, 
Platin  I  Salpetersäure  =  —  149. 

Demnach  giebt  z.B.  die  Kette  Zink-Zinkvitriol-Kupfer  beim  Schlufs 
durch  einen  Kupferdraht  folgendes: 

Zink -Zinkvitriol      =  —  129 
Zinkvitriol -Kupfer  =  -(-    36 

Kupfer-Zink  =  —  100 

zwischen         Zink  und  Zink  =  —  193  =  F,  —  F^^. 

[Dagegen  hätte  die  Kette  Zink,  Blei,  Kupfer  nach  Voltas  Zahlen  ge- 
geben Zink  I  Blei  =  5,  Blei  |  Kupfer  =  6,  Kupfer  j  Zink  =  —  11,  also 
Summe  gleich  Null,  d.  h.  F,  —  F,^  =  0.]  So  erkennt  man,  dafs  die 
Flüssigkeiten  sich  nicht  in  die  frühere  Spannungsreihe  einpassen  lassen. 
In  dieser  Eigenschaft  liegt  die  Möglichkeit  der  Erzeugung  galvanischer 
Ströme. 

Man  kann  auch  Ketten  mit  mehreren  Flüssigkeiten  bilden,  wobei 
die  letzteren  durch  poröse  Thoncylinder  voneinander  zu  trennen  sind. 
In  jede  der  Flüssigkeiten  wird  dann  ein  Leiter  erster  Klasse  gestellt. 
Hierher  gehören  das  Daniellsche  und  das  Grovesche  Element. 
Darüber  vergleiche  man  die  Lehrbücher.  —  Nennt  man  die  durch 
Addition  gewonnene  Zahl  die  Schlufszahl  der  Kette  (z.  B.  —  193), 
so  kann  man  sagen:  Die  Stromstärke  ist  proportional  der 
Schlufszahl. 


\ 
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218)  Vergleichung  von  Ketten  mit  derselben  Flüssigkeit. 
Man  kombiniere  zunächst  Zink  und  Kupfer^   dann  Zink  und  Platin, 

endlich  Kupfer  und  Platin  mit  verdünnter 
*'*8  155.  Schwefelsäure   zur   Kette.     Dann   ist   die 

\  ;  ,  Potentialdifferenz  der  ersten  Kette,   wenn 

^Zink       SÖ~H^     Ku^feT      F  die  Flüssigkeit  bedeutet 

— 1)     Zink  I  i^+  jP|  Kupfer  +  Kupfer  |  Zink, 


Zink        SO^H^      Platin  ^^^  ^^^  zweiten 

2)    Zink  I  -F  +  -F  i  Platin  +  Platin  j  Zink, 


Kupfer      SO^H^      Platin  ,.      ,        _  .^^ 

die  der  dritten 

3)  Kupfer  |  i^  +  -F  |  Platin  +  Platin  |  Kupfer. 

Aus  2)  und  1)  folgt  durch  Subtraktion 

—  F I  Kupfer  —  Kupfer  |  Zink  +  F  \  Platin  +  Platin  |  Zink 
oder 

Platin  I  Zink  +  Zink  |  Kupfer  +  Kupfer  i  -F  +  -F  |  Platin 

oder,  da  nach  den  Gesetzen  der  Leiter  erster  Klasse  für  die  beiden 
ersten  Posten  Platin  |  Kupfer  gesetzt  werden  kann 

Platin  I  Kupfer  +  Kupfer  \  F  +  F\  Platin, 

oder,  wenn  mit  Kupfer  begonnen  wird 

Kupfer  I  -F  +  i^  I  Platin  +  Platin  |  Kupfer. 

Bildet  man  zwei  Ketten  aus  demselben  Anfangsgliede  und 
derselben  Flüssigkeit,  jedoch  mit  verschiedenen  Schlufs- 
gliederTi,  so  ist  die  Differenz  der  elektromotorischen  Kräfte 
beider  Ketten  gleich  der  einer  dritten  Kette,  die  aus  den 
Schlufsgliedern  und  derselben  Flüssigkeit  gebildet  werden 
kann. 

Nach  diesem  Gesetze  kann  man  für  jede  Flüssigkeit  eine 
Spannungsreihe  der  mit  ihr  zu  kombinierenden  Leiter  erster  Klasse  auf- 
stellen.    Dazu  vergleiche  man  die  Lehrbücher. 

219)  Verbindung  gleichartiger  Ketten  hintereinander. 
Drei  Ketten  aus  Zink,  Kupfer  und  verdünnter  Schwefelsäure  sollen 
hintereinander  geschaltet  werden  werden,  so  dafs  jedesmal  der  Kupfer- 
draht vom  Kupfer  der  einen  zum  Zink  der  andern  führt.  Dann  sind 
die  aufeinander  folgenden  Differenzen 

+  F,\K,-\-K,\Z, 
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oder 

Z\F+F\K+K\Z-{-Z\F-\'F\K'i-K\Z'\'Z^F'^F\K+K\Z. 

Die  gesamte  elektromotorische  Kraft  ist  also  gleich 

S(Z\F+I\K+K\Z), 

d.  h.  dreimal  so  grofs,  wie  die  der  ersten  Kette.  Die  Potentialdifferenzen 

bleiben        nämlich 

trotz    der    Verbin-  ^^- *^ß- 

dangen       erhalten. 

Folglich: 

Die   Verbin- 


rrgi 


^2.\p.\jL\ \  2.\iL  \x:\ 


düng  von  n  gleichen  Ketten  hintereinander  giebt  die  wfache 
Potentialdifferenz  oder  die  wfache  elektromotorische  Kraft. 
Im  folgenden  soll  diese  Schaltangs  weise  als  Säalenschaltung  be- 
zeichnet werden. 


Fig.  157. 


r 


1 


Z  \  ^  \  K 
Z  \  T  \  K 
Z     \    F    \     K 


220)  Verbindang    gleichartiger   Ketten    nebeneinander. 
Die  ^von   Zink  za   Zink   gehenden    Kupferdrähte 

geben  die  Potentialdifferenzen  Z\K-\- K\Z^=0, 
ebenso  geben  die  von  Kupfer  zu  Kupfer  gehenden 
keinen  Beitrag.  Die  Potentialdifferenz  der  Kette 
ist  also,  wie  die  der  einfachen,  gleich 

Z\F-{-F\K'\'K\Z. 

Nebeneinanderschaltung  bringt  also  keine 

Steigerung  der  Potentialdifferenz  hervor. 

Im   folgenden  soll  diese  Schaltung,  weil  sie  nur 

eine  Vergröfserung  der  Platten  bedeute^,  als  Oberflächenschaltung 

oder  Parallelschaltung  bezeichnet  werden. 

221)  Vergleich  beider  Schaltungsarten.  Nach  dem  Ohm  sehen 
Gesetze  ist  die  Stromstärke  proportional  der  Summe  sämtlicher  Potential- 
differenzen und  umgekehrt  proportional  der  Sunmie  sämtlicher  Wider- 
stände. Ist  D  die  Summe  der  Potentialdifferenzen,  Wt  die  der  inneren 
Widerstände  (in  der  Flüssigkeit  und  den  Metallen),  Wt  die  der 
äufaeren  Widerstände  im  Schliefsungsbogen,  so  ist  abgesehen  von 
einem  konstanten  Faktor  x,  die  Stromstärke  oder  Intensität 


J=^r. 


D 


Es  fragt  sich  nun,  wann  Säulenschaltung  und  wann  Oberflächenschaltung 
anzuwenden  ist. 
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a)  Säulenschaltung.  Sind  D,  Wi  die  Potentialdifferenz  bezw. 
der  innere  Widerstand  für  ein  Element  (Becher),  so  hat  man  bei 
Säulen  Schaltung  für  n  Elemente  die  Stromstärke 

T—  __!L?__ 

denn   dabei   wächst  die  elektromotorische  Kraft  von  D  auf  «D,  aber 
es  ist  der  innere  Widerstand  von  n  Bechern  zu  überwinden. 

Zwei  Grenzfalle  sollen  betrachtet  werden,  der,  dafs  Wt  ver- 
schwindend klein  gegen  n  Wi  ist,  und  der,  dafs  n  Wi  verschwindend 
klein  gegen  Wt  ist.    Im  ersteren  Falle  setze  man  Wb  =  0.    Man  findet 

nl)  D 


J  = 


nW.         W^  ^ 


d.  h.  die  Intensität  bleibt  bei  n  Bechern  dieselbe,  wie  bei  einem  Becher. 
Im  anderen  Falle  setze  man  n  Wi  =  0.     Man  findet 

d.  h.  die  Intensität  steigt  auf  das  nfache.     Folglich: 

Säulenschaltung  ist  unzweckmäfsig  bei  geringem  Wider- 
stände im  Schliefsungsbogen,  sie  ist  zweckmäfsig  bei  starkem 
Widerstände  im  Schliefsungsbogen. 

b)  Oberflächenschaltung.  Hier  bleibt  nach  obigem  D  bei  der 
Vermehrung  der  Becherzahl  unverändert  dasselbe.  Da  aber  der  Wider- 
stand eines  Leiters,  auch  der  einer  leitenden  Flüssigkeit,  umgekehrt 
proportional  dem  Querschnitte  der  Leitung  ist,  da  femer  die  Ver- 
gröfserung  der  Plattenflächen  einer  solchen  Querschnittsvermehrunf? 
entspricht,  so  wird  der  innere  Widerstand  Wi  auf  den  «**■*  Teil  reduziert. 

So  wird 

D 


J  = 


n 


Wiederum  sind  die  beiden  Grenzfälle  zu  betrachten.    Ist  Wi,  sehr  klein 

gegen  —  Wi,  so  setze  man   Wb  =  0.     Man  erhält 

j         1)  fiD 

d.  h.  die  Intensität    steigt  auf  das  w  fache.     Ist  dagegen  -  Wi  klein 
gegen   Wb,  so  folgt 

d.  h.  die  Intensität  ist  unverändert  geblieben.     Folglich: 
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Oberflächenschaltung  ist  nnzweckmäfsig  bei  grofsem 
Widerstände  im  Schliefsnngsbogen,  sie  ist  sehr  zweckmäfsig 
bei  geringem  Widerstände  im  Schliefsungsbogen. 

222)  Vergleich  der  möglichen  Kombinationen.  Hat  man 
24  Becher  gleicher  Konstruktion^  so  sind  acht  ordnungsmäfsige  Kom- 
binationen Äiöglich,  die  durch  1  •  24,  2-12,  3  8,  4-6,  6-4,  8-3, 
12-2,  24-1  gegeben  sind,  wo  jedesmal  der  erste  Faktor  die  Anzahl 
der  Säulen  bedeutet,  der  zweite  die  der  Plattenpaare  angiebt.  Bei 
gleichem  Wt  ergeben  sich  folgende  Intensitäten,  bei  denen  D  wiederum 
die  PotentialdiflFerenz  für  einen  Becher^  Wt  den  inneren  Widerstand 
fElr  einen  Becher  bedeutet. 


124    24ir,+  >r,^ 


J= 


^12    l.?^Tr,+  Tr,      ^^,  +  ^.' 


8        2 

24 


^  82) 


^  6D 


8 
24 


J  = 


4 


4        4         t     '  o 


J= 


**7> 


,t       1  .  ^  TT,  +  W,        0,667  W,  +  W,  ' 


6       6 

24 


J  = 


s^  37) 


8  8       i-.^TT.+  TT,        0,376  TT,  +  >r,^ 


J  = 


8       8 

12 


^  22) 


n.,      iy*W,+  W,        0,161  W,+  W,' 

12      12        «     ■  0 


24 

24 


^D  ^ 


223)  Der  Maximaleffekt.  Für  irgend  eine  dieser  Zusammen- 
stellungen sei  nun  Wb  gleich  dem  gesamten  inneren  Widerstände  TF,-, 
D  die  gesamte  elektromotorische  Kraft,  also  die  Intensität 

D jD_ 
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Macht  man  dann  bei  gleicher  Becherzahl  die  Kombination  zu  einer 
anderen  y  indem  man  z.  B.  die  Zahl  der  Säulen  n  mal  so  grois  macht, 
die  der  Plattenpaare  aber  auf  den  n*^^  Teil  reduziert,  so  wird  nach 
obigem  die  neue  Intensität 


j,= 


D 

n  D  D 


J*+^»       iw,  +  nW,        W,(n  +  l) 


Macht  man  der  Reihe  nach  w  =  2,  3,  4,  .  .  .,  so  wird  der  Reihe  nach 
-^^«l-^i^^'  W.-f^y  ^r(^,  ••.  dh.  bei  jeder  Ver- 

mehrong  der  Säulenzahl  nimmt  die  Stromstärke  ab. 

Reduziert  man  dagegen  die  Anzahl  der  Säulen  auf  den  n**"  Teil 
und  macht  man  die  der  Plattenpaare  nmal  so  grofs,  so  erhält  man 

y  D  n 

e/,  = 


^» 


'  + 


"      ÖJ 


W,[l+n] 


Für  n  gleich  2,  3,  4,  . .  .  also  erhält  man  auch  jetzt  die  ent- 
sprechende Schwächung.     Polglich: 

Für  jede  Anzahl  von  Bechern  ist  diejenige  Kombination 
die  günstigste,  bei  welcher  der  Widerstand  im  Schliefsungs- 
bogen  gleich  dem  inneren  Widerstände  ist. 

Die  Anzahl  der  Säulen,  die  sich  daraus  berechnen  laust,  könnte 
aber  eine  gebrochene  werden.  Also  mufs  man  den  Satz  dahin  be- 
schränken, dafs  die  Kombination  um  so  günstiger  ist,  je 
näher  Wb  dem  inneren  Widerstände   Wi  ist. 

224)  Aufgabe.  Gegeben  seien  m  Becher,  jeder  von  der 
elektromotorischen  Kraft  D  und  von  einem  inneren  Wider- 
stände Wi]  der  äufere  Widerstand  sei  Wb-  Welche  Kombi- 
nation ist  die  günstigste? 

Auflösung.  Wählt  man  eine  Säule  mit  m  Plattenpaaren,  so  wird 
die  Intensität 

wählt  man  n  Säulen  mit  n^  =  —  Plattenpaaren,  so  erhält  man 

n    n 
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Die  höchste  Intensität  ergiebt  sich  bei  -|  TFi  =  Wb,  also  ergiebt 
sich  die  günstigste  Anzahl  der  Säulen  aus 


«  =  ■(/: 


die  zugehörige  Anzahl  der  Plattenpaare  aus 


Die  Kenntnis  von  D  ist  für  die  Lösung  nicht  nötig. 

Beispiel.  Hat  man  8  Becher,  jeden  von  einem  inneren  Wider- 
stände von  15  Widerstandseinheiten  und  sind  im  äufseren  Schliefsungs- 
bogen  40  Widerstandseinheiten  zu  überwinden,  so  wählt  man  als  An- 
zahl der  Plattenpaare  die  nächste  ganze  Zahl  zu 


^ 


8 


d.  h.  die  Zahl  4,  für  die  Anzahl  der  Säulen  also  ^  =  2. 
Probe:  Die  Intensität  wird 

7=  __Ä^__  =  -— ®— -    =         ^^  =  '  7) 

8*^4       l.iTT.+  TT,        ^W]+^W\        4.15  +  2-40        85^- 

Eine  Säule  mit  acht  Plattenpaaren  würde  geringere  Intensität 
geben,  nämlich 

18         8  Tr,+ TT,  — 8.16  +  40         20^- 

Vier  Säulen  mit  je  2  Plattenpaaren  würden  geben 

j^  ~i^  ^ 8^ ^  82)  ^  ±  7) 

4,       i.ATK.+  TT,        2Tr.  +  4Tf;        2.15  +  4.40        95^- 

was   ebenfalls  weniger  ist.     (Es  stimmt  mit   J  nicht   überein,   weil 

1-8 

2-4  nur  die  angenähert  günstigste  Kombination  war.) 

225)  Graphische  Darstellung  der  Strömung  in  einer 
Kette.  Der  Vorgang  in  der  aus  Zink,  Kupfer  und  verdünnter 
Schwefelsäure  gebildeten  Kette  kann  man  sich  mit  HiKe  der  in  Nr.  217 
gegebenen  Zahlen  Zink  |  Schwefelsäure  =  — 115,  Kupfer-Schwefelsäure 
=  —  36,  Zink  |  Kupfer  =  +  100  (also  Kupfer-Zink  =  —  100)  leicht 
yeranschaulichen,  sobald  man  nur  den  Querschnitt  jedes  Leiters  über- 

20* 
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all  als  konstant  annimmt  ^  so  dafs  das  Potentialdiagramm  für  jeden 
durch  eine  schräge  Gerade  begrenzt  wird,  aus  der  sich  das  GefiUe 
als  Tangente  des  Neigungswinkels  ergiebt.  So  bedeutet  z.  B.  die 
Neigung  von  ED  das  Potentialgetälle  im  Kupferdraht,  DC  =^  —  100 
den  durch  die  Berührung  Kupfer-Zink  entstehenden  Potentialabsturz 
100,  die  Neigung  von  CB  das  Potentialgefälle  im  Zink,  BÄ  den 
durch  die  Berührung  Zink-Schwefelsäure  entstehenden  Potentialab- 
sturz 115,  die  Neigung  von  AJdsLS  Potentialgefälle  in  der  verdünnten 
Schwefelsäure,  JH  den  plötzlichen  Potentialaufstieg  durch  die  Berührung 

Schwefelsäure-Kupfer,  die 
Fig.  168.  Neigung    von    HG    das 

Potentialgefalle  in  der 
Kupferplatte,  die  von  GF 
das  stärkere  GeföUe  in 
dem  grölseren  Widerstand 
leistenden  Drahte 

Um  die  Wanderung 
der  negativen  Elektri- 
zität zu  veranschaulichen, 
denke  man  sich  die  Schräg- 
linien des  Potential- 
diagramms als  schiefe 
Ebenen,  deren  Reibung 
so  grofs  gemacht  wird, 
dafs  ein  herabgleitender 
Körper  auf  jeder  mit  einer 
konstanten  Geschwindig- 
keit herabgleiten  kann,  deren  Projektion  auf  die  Horizontale  der  Ge- 
schwindigkeit in  der  Mittellinie  jedes  Teils  der  oberen  Figur  entspricht. 
Der  Körper  wird  z.  B.  von  Ä  nach  B  gehoben,  gleitet  abwärts  nach  C, 
wird  gehoben  von  C  nach  D,  gleitet  von  D  nach  E  und  von  dem 
sich  anschliefsenden  F  nach  G,  sodann  von  G  nach  H  und  trotz  des 
Potentialsturzes  von  U  nach  J  gleitet  er  nach  Ä  zurück,  lun  dann 
die  Wanderung  zu  wiederholen.  Betrachtet  man  die  Figur  von  oben 
her,  so  kann  man  ebenso  die  Wanderung  der  positiven  Elektrizität 
veranschaulichen.  Der  unterste  Teil  der  Figur  veranschaulicht  durch 
die  Rechtecke  die  geleisteten  Arbeiten,  die  im  Überwinden  der  Wider- 
stände beruhen,  die  in  den  verschiedenen  Teilen  die  durch  die  Recht- 
eckshöhen veranschaulichte  Gröfse  haben. 

226)  Verallgemeinertes  Ohmsches  Gesetz.  Durch  Rechnung 
ergiebt  sich,  wenn  Va  und  Vd  die  Potentialwerte  an  den  Enden  des 
Kupferdrahtes,  V^  und  F^  die  an  den  Enden  des  Zinks,   F^  und  F^ 


J 
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die  an   den  Enden   der  Flüssigkeit,    F«   und    Vit  die  an   den  Enden 

der  Kupferplatte  geltenden  Potential  werte  bedeuten,   von  links  nach 

V V 

rechts  hin  eine  Reihe  von  Gleichungen,  wie  z.  B.  Gd  = y — 'y  ^-  ^• 

Potentialgefälle  im  Zink  gleich  Potentialdifferenz  durch  Plattenlänge. 
Da  femer  die  Strommenge  in  allen  Querschnitten  F  dieselbe  ist,  so 
folgt,  wenn  die  x  die  Leitungsfahigkeiten  bezeichnen 

XdFdGti  =  x:F^G^  =  7C(pFtpG(p  =  XyFttGl, 

Endlich  sind  noch  Gleichungen  wie  Vd  —  V^=  K  \  Z  vorhanden. 
Die  Gleichungen  sind: 

1)  y^^-hGd^Td 

2)  Fi— Fc  =  ir|  z 

%^F^ 

3)  Ff  +  l^  — ^-  Gd  =  y}.     Hier  ist  der  zweite  Posten  aus  l^G^  ent- 
standen, und  zwar  mit  Hilfe  der  Gleichung  XdFdGd  =  x^I^G^. 

4)  r^—r^  =  z\F 

^)  y<p  +  ^9 — v'  "^  ^r    ^^®^  ^®*  ^^^  zweite  Posten  ebenso,  wie  in 
3)  entstanden. 

6)  r;—r,  =  F\K 

7)  T^x  +  C~^Gd=  F;    Vgl.  Nr.  3. 

8)  Fx  —  Fx  =  0.     Zwischen  Kupfer   und  Kupfer    ist    die  Potential- 
differenz gleich  Null. 

Durch  Addition,  bei  der  sich  vieles  weghebt,  erhält  man  daraus 
die  Gleichung 

hG,  +  k*^  +  l^^  +  h~  =  K\Z+Z\F-\-F\K, 
oder 

Hier  ist  XdFd  Gd  die  Stromstärke  im  Kupferdraht  oder  die  Strom- 
stärke eT^der  Kette  überhaupt.  Nach  dem  Ohm  sehen  Gesetze  ist  ferner 
der  Widerstand  im  Kupferdraht  proportional  der  Länge  la,  umgekehrt 
proportional  dem  Querschnitte  Fd   und  umgekehrt  proportional  dem 

Faktor  Xd  der  Leitungsfähigkeit,  d.  h.  es  ist  der  Widerstand  Wd=  ~~y~- , 
ebenso    W:  =  — ^  u.  s.  w.     Also  hat  man 
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folglich  ist 

Q.       j         K\Z+Z\F+F\K  Summe  der  elektromotoriachen  Kräfte 

^)     ^  —  w^+  W^+  W^+  W^  ~  Summe  der  Widerstände  ' 

oder 

Q,  ...  ,      Summe  der  PotentiaJunterschiede  an  den  Berfihrungsstellen 

Summe  der  Widerstände 

Die  Gleichung  9)  ist  weiter  nichts^  als  das  auf  die  gesamte  Kette 
ausgedehnte  Ohmsche  Gesetz. 

Eine  der  Potentialgröfsen  in  den  addierten  Gleichungen,  z.  B.  V^ 
oder  Va,  kann  man  beliebig  annehmen,  da  es  gleichgültig  ist,  Ton 
wo  aus  man  das  Potential  zählen  will  (die  Gleichgültigkeit  des  Null- 
punktes bei  Thermometern,  z.  B.  bei  Celsius  und  Fahrenheit,  ist  etwas 
Entsprechendes).  Mit  Hilfe  der  Gleichungen  1)  bis  8)  ergeben  sich 
dann  die  Potentialwerte  für  die  Grenzstellen,  ebenso  sind  sie  för  die 
zwischenliegenden  Stellen  mittels  Gleichungen  ersten  Grades  leicht  zu 
berechnen. 

Die  Potentialdifferenz  zwischen  zwei  beliebigen  Stellen 
der  Kette  ist  gleich  der  Differenz  der  zwischen  beiden 
Punkten  geleisteten  Arbeiten  und  der  etwa  zwischen  beiden 
liegenden  „Potentialstürze"  an  den  Berührungsstellen. 

In  Fig.  158  hat  man  von  C^  bis  G^  die  Arbeit  zur  Überwindung 
des  wesentlichen  oder  inneren  Widerstandes,  aufserhalb  dieser  Strecke 
die  Arbeit  zur  Überwindung  des  äufseren  Widerstandes. 

Im  Beispiele  ist  der  Wert  des  Zählers  in  Gleichung  9) 

^|Z+Z|F-f-l^|ir=  —  100-  115  +  36=  -  179, 
wenn  Z\  K==  100  Potentialeinheiten  gesetzt  wird. 

227)  Stromverzweigung.     Der  Schliefsungsbogen  einer  galva- 
nischen    Kette     spalte 
^i»- 169  sich  bei  A^  in  mehrere 

Teile,  die  sich  bei  Ä^ 
wieder  vereinigen.  Es 
.  fragt  sich,  welcheStrom- 
stärke  in  den  einzelnen 
Drähten  herrscht.  Ist 
die  PotentialdiflFerenz 
zwischen  den  Stellen  A^  und  A^  gleich  F, —  F^,  so  herrscht  in  den 

einzelnen  Drähten  das  Potentialgeiälle  *T"  -,  *T"  %  ^T  *,  also 
sind  die  Strommengen 
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Nach  vorigem  Abschnitt  sind  aber  die  Widerstände  in  den  Drahten 


also  ist  auch 


w  =  -i-       W ^•-       W -^ 


Demnach  ist 

T       T       T  —     ^         1         1 

e/iie/gre/,— ^:^-:-^^. 

Folglich  gilt  der  Satz:  Bei  jeder  Stromverzweigung  verhalten 
sich  die  Stromstärken  wie  die  umgekehrten  Werte  der  Wider- 
stände in  den  Einzeldrähten.     Man  kann  auch  schreiben: 

Dabei  ist  die  Gesamtstärke  wieder 

J  =  e/i  +  Jg  +  J^. 

Soll  man  die  drei  Drähte  durch  einen  einzigen  so  ersetzen^  dafs  aufser- 
halb  Ä^A^  sich  nichts  ändert^  so  ist  sein  Widerstand  TT  so  zu 
wählen^  dafs  die  Stromstärke 

V  V        V  V        V V        V  V 

W    '~    "TT,       "^       TT,       "^       TF, 
wird.     Es  mufs  also  sein. 

^    — J--U    ^    4-    ^ 


W        W,  ^  TT,    •     TTg ' 

der  Ersatzdraht  mufs  demnach  einen  Widerstand  haben, 
dessen  umgekehrter  Wert  gleich  der  Summe  der  umgekehrten 
Werte  der  Einzelwiderstände  ist. 

Aus  J=  -  * Z.   \  Ji=    *^    '     ^^^^  zugleich    y  =  -^.    Für 

die  Strömungen  und  Widerstände  im  Ersatzdraht  und  in  den  Einzel- 
drahten gelten  also  die  Gleichungen 

d.h.  die  betreffenden  Stromstärken  verhalten  sich  umgekehrt 
wie  die  Widerstände. 

228)  Die  Kirchhoffschen  Sätze  über  Stromverzweigung, 
a)  Treffen  bei  stationärer  Strömung  mehrere  Drähte  in  einem 
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Punkte  Ä  zusammen,  so  mufs  die  Summe  der  Stromstärken 
gleich  Null  sein.  Wäre  dies  nämlich  nicht  der  Fall,  so  würde 
sich  in  dem  Punkte  positive  oder  negative  Elektrizität  anhäufen,  so 
dafs  von  stationärem  Zustande  keine  Rede  sein  könnte.    (Fig.  160.) 

Fig.  161. 


Fig.  160. 


b)  Durch  drei  Punkte  A,  B  und  C  (Fig.  161)  mögen  Drähte  gehen 
und  so  ein  geschlossenes  Dreieck  bilden,  in  dessen  Ecken  Elektrizität 
zu-  bezw.  abströmt.  Die  Strömung  sei  eine  stationäre,  so  dafs  das  Poten- 
tial an  jeder  Stelle  konstant  bleibt.  Scheidungskräfte,  welche  Potential- 
stürze TJa,  Üb,  Uc  geben,  mögen  in  Ä,  B  und  C  wirken.  Auf  dem 
ersten  Draht  sei  in  A  der  Potentialwert  F^,  er  verwandelt  sich  bei  B 
in  Fi+  ^1^1?  wenn  G^  das  Gefälle,  Z,  die  Länge  ist,  beim  Übergange 
auf  den  zweiten  Draht  entsteht  aber  das  Potential 

welches  bis  C  hin  sich  in  Fg  +  G^l^  verwandelt.  Der  Übergang  auf 
den  dritten  Draht  giebt 

2)  V,+  G^l,^Uc=V,. 

Dies  verwandelt  sich  bis  A  hin  in  Fj -|-  f^^h-  ^^^  Übergang  nach 
A  mufs  aber  das  alte  Potential  F^  wiedergeben,  wie  es  der  stationäre 
Charakter  verlangt,  d.  h.  es  ist 

3)   .  y,+(},k-Ua=^v^. 

Durch  Addition  bilde  man  aus  den  drei  Gleichungen  eine  neue.  Diese 
wird 

4)  G^\  +  G^l,  +  G,l^=  Ua+Ub+  Uc. 

Nun  ist  im  ersten  Drahte  die  Stromstärke  J^  =  ^i^iG^j  wenn  1\ 
sein  Querschnitt  ist.    Zugleich  ist  nach  Ohm  der  Widerstand  in  ihm 
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TFj  =  -^p-  •     Bildet  man  das  Produkt,  so  folgt  J^  W^  =  l^  G^.     Ent- 

sprechendes  gilt  für  die  anderen  Drähte.  Einsetzung  des  Wertes  von 
l^G^  in  die  Gleichung  4)  giebt  schliefslich 

Man  übersieht  leicht,  dals  diese  Gleichung  ganz  allgemein  gilt,  wenn 
Drähte  ein  geschlossenes  Polygon  bilden,  auch  wenn  beliebige  anders- 
liegende Stellen  mit  Scheidungskräften  und  Potentialstürzen  angebracht 
werden.  Demnach  lautet  der  zweite  Kirchhoff  sehe  Satz  folgender- 
malsen: 

Bilden  Drähte  eine  geschlossene  Figur  und  findet  in 
ihnen  eine  stationäre  Strömung  statt,  so  ist  die  Summe  der 
elektromotorischen  Kräfte  (d.h.  der  Potentialdifferenzen  an 
den  Scheidungsstellen)  gleich  der  Summe  der  Produkte  aus 
den  Stromstärken  und  Widerständen  in  den  einzelnen 
Drähten. 

Sind  keine  Scheidungskräfbe  Yorhanden,  so  ist 

In  dieser  Form  enthält  der  Satz  den  vorigen  als  besonderen  Fall  in 
sich.  Man  hat  nur  nötig,  das  Vieleck  auf  einen  Punkt  zurückzuführen. 
Durch  die  von  Ohm  und  Kirchhoff  aufgestellten  Gesetze  ist 
die  rechnende  Theorie  der  Ströme  zu  einem  gewissen  Abschlüsse  ge- 
bracht. Bei  Kirchhoff  handelt  es  sich  besonders  um  die  Theorie 
der  Nebenschlüsse.  Nach  seinem  ersten  Gesetze  ist  klar,  dafs,  wenn 
ein  Draht  sich  in  zwei  Teile  spaltet  und  in  dem  einen  Teile  sich  ein 
grofser  Widerstand  befindet,  der  Hauptteil  "des  Stromes  durch  den 
andern  Draht  geht,  denn  die  Stromstärken  sind  umgekehrt  proportional 
den  Widerständen.  Wie  dies  bei  der  Dififerentiallampe  und  anderen 
Vorrichtungen  Anwendung  findet,  darüber  vergleiche  man  die  Lehr- 
bücher, ebenso  über  die  höchst  wichtigen  Widerstandsvergleichungen. 
Auch   erkennt  man,  dafs   es  möglich  ist,  starke  Ströme  dadurch  zu 

messen,  dafs  man  nur  ^^ ,  -^^ ,  ^~  davon  durch  Nebenschlüsse  in  einen 

Draht  leitet  und  den  schwächeren  Strom  am  Galvanometer  mifst. 
Nur  um  einige  Beispiele  anzudeuten,  geben  wir  hier  einen  Einblick 
in  die  Lehre  von  den  Strombrücken. 

229)  Brücke  von  Wheatstone.  Ein  Strom  von  der  Intensität 
J  verzweige  sich  so,  wie  es  Fig.  162  darstellt.  Nach  dem  ersten 
Kirchhoff  sehen  Satze  gelten  für  die  Punkte  A,  B,  C,  D,  wenn  man 
die  ankommenden  Ströme  positiv,  die  abgehenden  negativ  einsetzt, 
die  Gleichungen 
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1)  J—J^  —  J^  =  0.       2)  Ji  — j;  — ^5  =  0.       3)  Jg  +  eTj  — J=0. 

4)  J,  +  J,  -  J3  =  0. 

Für  die  Stromkreise  ÄBD  und  BCD  gelten  unter  Berücksich- 
tigung der  Richtungen  nach  dem  zweiten  Eirchhoffschen  Satze  die 
Gleichungen 

5)  Ji  Fl  +  J5  TTs  -  J,  F,  =  0.       6)  /,  TT,  -  J,  TT,  -  J»  TT«  =  0. 


Man  berechne  J^  aus  1)  und  setze  den  Wert  in  5)  ein.  Ebenso 
berechne  man  Jg  aus  3)  und  setze  den  Wert  in  6)  ein.  Aus  der 
ersten  neuen  Grleichung  berechne  man  J^,  aus  der  zweiten  neuen  Jj 
und  setze  beide  Werthe  in  2)  ein.  Dann  kann  man  J^  berechnen. 
Das  Resultat  ist 

T  _  r___ w,W,^W,W, 

'~      (TT,  +  W,)  (TT,  +  W,)  +  W,  {W,  +  W^+W,  +  W^ 

Soll  nun  durch  die  Brücke  5  kein  Strom  gehen,  so  mufs  der  Zahler 
des  Bruches  gleich  Null  sein,  d.  h.  es  muls  sein 

W^  TF^  —  Fl  TT«  =  0    oder     W^:W^=W^i  TF,. 

Macht  man  endlich  noch  die  Widerstände  W^  und  W^  gleich,  dann 
mufs,  wenn  die  Brücke  keinen  Strom  giebt,  auch  TFs  =  W^  sein. 
Geht  man  von  W^  =  W^  aus,  so  erleichtert  sich  natürlich  die 
obige  Rechnung.  Um  festzustellen,  ob  durch  5  ein  Strom  geht,  bringe 
man  etwa  in  der  Mitte  von  5  ein  Galvanometer  an,  dessen  Ausschläge 
den  Strom  anzeigen.  Will  man  nun  den  Widerstand  in  irgend  einer 
Art  von  Metalldraht  messen,  so  setzt  man  ihn  als  Draht  4  in  den 
aus  bereits  gemessenem  Drahte  bestehenden  Apparat  ein  und  ändert 
die  Länge  /^  so  lange,  bis  das  Galvanometer  keinen  Ausschlag  mehr 
zeigt.  Ist  dies  der  Fall,  so  ist  W^  =  TFj  und  damit  gezeigt,  wie  die 
beiden  Arten  von  Drähten  sich  bezüglich  der  Widerstände  verhalten. 
Über  die  Verfeinerungen  des  Apparates  und  seinen  Schutz  g^en 
störende  Induktionsströme  vergleiche  man  die  Lehrbücher  der  Physik. 

230)  Thomsonsche  Doppelbrücke.  In  Fig.  163  bedeutet  E 
das   Element,  B  den  Rheostat.     Der   Strom   geht  von  E  aus  nach 
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A  und  spaltet  sich  dann  m  AB  und  AG.  Das  erstere  spaltet  sich 
in  BG  und  BD,  das  letztere  in  GG  und  GF,  Von  G  gehen  BG 
und  G  (7  vereinigt  weiter 

nach   D,    wo    sie    mit  Fig.  lea. 

BT)  zusammentreffen 
und  mit  ihm  nach  F 
gehen.  Dort  mit  GFzu- 
sammentreffend  gehen 
sie  nach  12  imd  zum 
Elemente  zurück.  AB 
sei  der  zu  untersuchende 
Draht,  BF  der  be- 
kannte Normaldraht. 
Man  sorgt  wieder  dafür, 
dafs  durch  GG  der 
Strom  Null  geht,  so 
dafs  die  Kenntnis  von 
W^  überflüssig  ist. 

Nach  dem  ersten 
Satze  Yon  Kirchhoff 
ist  bei  Aj  J5,  G  u.  s.  w. 

J—J^  —  J,  =  0,     J^  —  J^  —  J^  =  0,    e7,  +  0  — J3  =  0, 

Nach  dem  zweiten  Satze  von  Kirchhoff  geben  die  Stromkreise  folgende 
Gleichungen: 

«^0 TTo  —  J, TT,  -  J, Ty,  =  0,    J,W,-\-J,W^-OW,-J,W,  =  0, 

Ji  Fl  -  Js  Fj  +  0  .  TT,  +  J,  TT,  =  0. 

Durch  Elimination  der  J  findet  man,  dafs,  wenn  die  Brücke  G  G  keinen 
Strom  erhält,  die  Proportion 

Fs  :  F,  =  [W,  (Fo  +  TT,  +  FJ  +  W^ F,] 

:  [W,  (Fo  +  F,  +  FJ  +  Fo  F,] 

erfüllt  ist.  Ist  nun  TT^  =  W^  gemacht,  so  wird  das  dritte  Glied 
gleich  dem  vierten.  Ist  ferner  W^  =  W^  gemacht,  so  folgt  aus 
dieser  Gleichheit  W^  —  W^.  Das  Instrument  hat  den  Vorteil,  dafs 
man  die  Widerstände  TT,,  W^  W^,  W^  so  grofs  wählen  kann,  dafs 
die  tjbergangswiderstände,  die  bei  unvollkommenem  Kontakt  an  den 
Stellen  A,  By  D  und  F  auftreten,  dagegen  verschwinden.  Dies  war 
bei  der  Wheatstonschen  Brücke  nicht  möglich.  Übrigens  hat  man 
die  Doppelbrücke  dahin  verfeinert,  dafs  die  Kontaktstörungen  sich 
gegenseitig  ganz  aufheben. 
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Über  die  Einrichtung  der  eigentlichen  Apparate  und  über  die 
Methode  der  Widerstandsbestimmungen  vergleiche  man  besonders  das 
Handbuch  von  Kittler. 


231)  Messung   der   elektromotorischen  Kraft.     Nur   eine 
Methode,  die  von  Poggendorf,  sei  skizziert.    ÄC  ist  ein  Platindraht 

von   bekanntem  Widerstände  a,   auf 
Pig  164.  dem  der  Kontakt  5  verschoben  werden 

A  kann.     E^  sei  ein  bekanntes,  E^  ein 

zu  messendes  Element,  wobei  die 
Buchstaben  zugleich  die  elektro- 
motorische Kraft  bedeuten.  Nach 
Kirchhoff  ist  für  den  Punkt  B 

1)  Ji  +  J2-Jo  =  0. 

Im  Stromkreise  Ei  A,  B,  C,  E^  ist  der 

Widerstand  von  C  bis  Ä  gleich  W^j, 

von  Ä  bis  B  gleich  (Ä  —  TFo),  wenn 

A   den    Gesamt  widerstand,    Wq  den 

der  Strecke  BC  bedeutet,  von  B  bis 

C  gleich   Wq,  die  Intensität  ist  aber 

von  E^  über  A  bis  B  gleich  J^,  von 

B  bis  C  gleich  J^?   ^^^  ^  ^^^  E^  gleich  J^,  da  ebenso  viel  aus  Ei 

zurückgehen  mufs,  wie  aus  E^  hervorging.    Für  diesen  Kreis  also  ist 

nach  Kirchhoff 

2)  J^Wi  -^  Ji{A-  W,)  +  JoWo  =  El, 
für  den  andern  Stromkreis  ist  einfacher 

3)  J, W,  -\-J^Wo  =  E,. 

Der  "Kontakt  B  werde  nun  so  lange  verschoben,  bis  die  Nadel  auf 
Null  zeigt,  so  dafs  das  Element  E^  die  Strömung  J^  =  0  giebt.  Die 
Gleichungen  gehen  dann  in   einfachere  über.     Aus  1)  folgt  Jq  =  Jv 

aus  2)  folgt  durch  Einsetzung  dieses  Wertes  J^  =  j-^ ,  aus  3)  folgt 

durch  Einsetzung  beider  Werte 

E,  =  J,Wo  =  J^Wo  =  j^^^E 

Da  Aj  Wiy  Wq  und  Ei  bekannte  Gröfsen  sind,  so  ist  die  unbekannte 
elektromotorische  Kraft  E^  als  T"rV  ^^  bestimmt  worden. 

Ist    z.  B.  El    ein  Daniellsches  Element   und  setzt  man  dessen 
elektromotorische  Kraft  gleich  1,  so  kann  man  daraus  die  des  Bunsen- 
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Elements  =  1,7,  des  Groveschen==l,7,  des  Chromsäure-Elements  =  1,8 
bestimmen. 

232)  Das  Joulesche  Gesetz  und  der  Stromeffekt.  Die 
PotentialdiflTerenz  V^  —  V^  für  ein  Drahtstück  von  der  Länge  l  be- 
deutet die  Arbeit,  die  nötig  sein  würde,  die  freie  elektrische  Einheit 
der  Stromrichtung  entgegen  fortzubewegen  und  zugleich  die  Arbeit, 
die  von  den  elektrischen  Kräften  ausgeübt  wird,  um  die  Einheit  durch 
die  Widerstände  dieser  Strecke  hindurchzuführen.  Geht  also  sekund- 
lich durch  den  Drahtquerschnitt  nicht  die  Einheit  der  Elektrizitäts- 
menge, sondern  die  Menge  J,  so  ist  die  im  Drahtstück  l  sekundlich 
geleistete  Arbeit  oder  die  Leistung,  oder  der  StromeflFekt 

1)  L  =  (r,-r,)j. 

Also:  Sekundenleistung  gleich  dem  Produkte  aus  Poten- 
tialdifferenz und  Stromstärke. 
Im  Drahtstück  ist  aber 

j=-'^^S  also   r^-r.^jw, 

Einsetzung  in  1)  giebt 

2)  L  =  J^W, 

d.  h.  Sekundenleistung  gleich  dem  Produkte  aus  dem  Wider- 
stände und  dem  Quadrate  der  Stromstärke. 

Besteht  nun  die  Kette  aus  verschiedenen  Teilen  gleichen  Quer- 
schnitts, wie  z.  B.  in  Fig.  158  aus  Z,  F,  K  und  Ä^,  d.  h.  aus  Zink, 
verdünnter  Schwefelsäure,  Kupferplatte  und  Kupferdraht  ((Z),  so  ist 
die  Sekundenleistung  in  den  einzelnen  Teilen  bei  den  dortigen  Be- 
zeichnungen 

Die  gesamte  Sekundenleistung  also  ist 

3)  L  =  {W^  +  W^ -\-  W, -\- Wa)  J^  =  WJ^, 

WO   W  den  gesamten  Widerstand  der  Kette  bezeichnet. 
Nun  ist  aber 

j_  K\  Z+Z\  F+F\  K  _  E 
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wo  E  die  gesamte  elektromotorische  Krafk  bedeutet^  also  kami  man 
in  Gleichung  3)  JW  =  E  setzen.     So  wird 

4)  L  =  JE, 

Daher  lautet  das  von  Joule  aufgestellte  Gesetz: 

Der  Stromeffekt  oder  die  sekundliche  Leistung  des 
Stromes  ist  gleich  dem  Produkte  aus  der  Stromstärke  und 
der  gesamten  elektromotorischen  Kraft. 

Beispiel.  Ist  eT'  =  30  Ampfere,  E  =  20  Volt,  so  ist  die 
Sekundenleistung    gleich    30  •  20  =  600   Volt-Ampere  =  600   Watt, 

also  der  Stromeffekt  gleich  600  Joule  =  ^  Pferdestärken  =  61,1  mkg 

pro  Sekunde.  Setzt  man  425  mkg  =  1  Kalorie,  so  ist  der  Strom- 
effekt, in  Kalorien  ausgedrückt,  gleich  0,14  Kalorien  in  der  Sekunde. 
In  den  Einheiten  des  Centimeter-Gramm-Sekundensystems  würde 
man  das  dortige  mechanische  Äquivalent  der  Grammkalorie  z.  B.  gleich 
Ä  (Arbeit)  setzen,  und  so  als  Wärmemenge  für  die  Sekunde  erhalten 

5)  _  «-?-^". 

oder  wenn  man  -7  =  C  setzt 

A 

6)  Q  =  CJE=CWJ^. 

233)  Der  nutzbare  Teil  des  Stromeffektes.  Die  Arbeit 
zur  Überwindung  des  zwischen  den  Klemmschrauben  des  Schliefsungs- 
bogens  befindlichen  Widerstandes  kann  man  durch  irgend  eine  Nutz- 
arbeit von  entsprechender  Gröfse  ersetzen,  ohne  dafs  im  Innern  der 
Kette  sich  etwas  ändert,  d.  h.  der  äufsere  Stromeffekt,  d.  h.  die 
Sekundenleistung  im  Schliefsungsbogen,  kann  als  Nutz- 
effekt bezeichnet  werden. 

Ist  E  die  gesamte  elektromotorische  Kraft;  der  Kette,  Eb  die 
Potentialdifferenz  des  Schliefsungsbogens  zwischen  den  Klemmschrauben, 
so  ist  naturgemäfs 

Et:E—Et=  WtiWi, 

denn  Ef,  wird  aufgebraucht  durch  Überwindung  des  Bogenwiderstande« 
Wb.     Daraus  folgt  als  Bogenwiderstand 

^^        E  —  Ef, 

Die   sekundliche    Arbeit   im    Schliefsungsbogen   ist   gleich   Potential- 
differenz mal  Stromstärke,  also  ist  der  Nutzeffekt  gleich 

E  E,E  E^(E^E^) 

U  =  ±.öJ  =  J^ö  -^  _^  ^F  =  ^^  —         ^- 
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Hier  sind  Wi  und  E  gegebene  Gröfsen.  Es  fragt  sich,  wann 
(theoretisch  genommen)  der  Nutzeffekt  seinen  Höchstwert  erhält. 
Man  setze  das  veränderliche  Et  =  x,  so  dafs  es  sich  im  Zähler  um 
x{E  —  x)  handelt.  Setzt  man  dies  gleich  irgend  einer  Gröfse  a,  so 
hat  man  in  x{E —  x)  =  a  die  Gleichung,  durch  deren  Lösung  man 
erfährt,  welches  x  auf  diesen  Wert  a  führt.     Aus  x^  —  Ex  ==  —  a 

folgt  aber  x  =  —  +  1^(ö)  —  ^-  ^^^  Lösung  wird  imaginär,  wenn 
a  >  (^j    ist.     Der  höchste  mögliche  Wert  von  a  ist  also  a  =  (~j , 

und  dieser  wird  erreicht  bei  ^  =  0"  i  l/v^)  —  \~9)  ^^  "2  * 

Man  erhält  demnach  den  theoretischen  Maximaleffekt, 
"wenn  Et^=jE  ist,    d.  h.    wenn   der  äufsere  Widerstand  der 

Kette  gleich  dem  inneren  Widerstände  ist,  oder  wenn  die 
Klemmspannung  gleich  der  Hälfte  der  gesamten  elektro- 
motorischen Kraft  ist. 

Ob  freilich  mit  diesem  theoretischen  Maximaleffekte  auch  ökono- 
misch der  höchste  Nutzeffekt  erzielt  wird,  das  ist  eine  andere  Frage. 
Man  vergleiche  dazu  das  über  die  Becherkombination  in  Nr.  223 
Gesagte,  wo  derselbe  Satz  auftrat. 


234)  Temperatur  des  Schliefsungsbogens.  In  jedem  Teüe 
des  Schliefsungsbogens  wird  eine  Sekundenleistung  L  =  J-  E^  =  tP  •  W, 
geliefert,  wobei  J  die  Intensität,  E^^  die  Potentialdifferenz  des  Stückes, 
JVi  sein  Widerstand  ist.  Bei  Drähten  von  gleicher  Länge  ist  der 
Widerstand  umgekehrt  proportional  den  Querschnitten  oder  den 
Quadraten  der  Durchmesser.  Dasselbe  gilt  also  auch  von  der  Leistung 
und  der  gelieferten  Wärmemenge  in  ihnen,  d.  h. 

Ihre  Massen  aber  verhalten  sich  wie  die  Quadrate  der  Durch- 
messer, gleiche  Wärmemengen  geben  also  Temperaturerhöhungen,  die 
sich  wiederum  umgekehrt  wie  die  Quadrate  der  Durchmesser  verhalten. 
Wärmemengen  also,  die  sich  umgekehrt  wie  die  Quadrate  der  Durch- 
messer verhalten,  geben  Temperaturerhöhungen,  die  sich  umgekehrt 
we  die  vierten  Potenzen  der  Durchmesser  verhalten.    Demnach  ist 

Die  Erwärmung  dauert  so  lange  fort,  bis  die  Ausstrahlung  im 
stände  ist,  die  weitere  Temperaturerhöhung  zu  verhindern.    Die  Aus- 
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Strahlung    ist    proportional    der   Oberfläche^    also    proportional   dem 
Durchmesser.     Daher  gilt  für  die  Schlufstemperatur  der  Satz: 

Man  könnte  also^  wenn  man  von  der  Ausstrahlung  absieht^  sich 
dahin  ausdrücken,   die  Erwärmung  sei  umgekehrt   proportional  dem 

—)    des    Drahtquerschnitts,    unter    Ein- 

rechnung  der  Ausstrahlung  dagegen,  sie   sei  umgekehrt  proportional 

dem  polaren  Querschnittsmodul  oder  Widerstandsmomente  [-7^)  d^ 

Draht querschnitts  bezüglich  der  Festigkeit.    Vgl.  Ingen.-Math.  I. 

Wo  Erwärmung  des  Drahtes  nicht  erwünscht  ist,  bedeutet  sie 
einen  Effektverlust,  der  ebenfalls  vom  Querschnitte  des  Drahtes  ab- 
hängig ist,  und  zwar  umgekehrt  proportional  dem  Quadrate  des 
Durchmessers.  Dabei  ist  aUerdings  angenommen,  dafs  die  AusstraMung 
proportional  dem  Temperaturüberschufs  sei,  eine  Annahme,  die 
höchstens    annäherungsweise  auf  Gültigkeit  Anspruch  erheben  kann. 

Jedenfalls  aber  erkennt  man,  dafs  dünne  Drähte  leicht  zum 
Glühen,  sogar  zum  Schmelzen  gebracht  werden  können,  während 
solche  gröfseren  Durchmessers  bei  demselben  Strome  verhältnismäfsig 
kalt  bleiben. 

Dasselbe  Resiütat  ergiebt  sich  folgendermafsen.  Die  im  Schliefsungs- 
bogen  sekundlich  gelieferte  Wärmemenge  ist 

wo  Wi  der  Widerstand  des  Schliefsungsbogens,  also  z.  B.  TF^  =  ^j-  c 

T* 

ist,  wo  l  die  Länge,  d  der  Durchmesser,  c  eine  Widerstands-  oder 

Leitungskonstante  ist.    Die  Gleichung  geht  also  über  in 

Bei  denr  Temperaturüberschufs  t  über  die  Umgebung  ist  nach  obiger 
Annahme  fQr  den  stationären  Zustand  das  Ausstrahlungs-  oder  Emis- 
sionsvermögen des  Drahtes  proportional  der  Gröfse  t  und  der  Ober- 
fläche, also  die  ausgestrahlte  Menge 

Q^  =  dytlety 

wo  €  eine  vom  Material  des  Drahtes  und  seiner  Umgebung  abhängige 
Konstante  ist.  Soll  die  Ausstrahlung  Q^  gleich  der  durch  den  Strom 
hervorgebrachten  Wärme  sein,  so  ist 

dTClst  =  —3^ — 
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zu  setzen.    Daraus  folgt  aber  als  Temperaturüberschufs 


t  = 


d^itW 


womit  sich  das  obige  Gesetz  bestätigt.  Der  Temperaturüberschufs 
ist  proportional  dem  Quadrate  der  Stromstärke  und  umge- 
kehrt proportional  der  dritten  Potenz  desDrahtdurchmessers. 

235)  Erhaltung  der  .Energie  der  Kette.  Helmholtz  hat 
zuerst  den  Satz  ausgesprochen,  dafs  die  gesamte  im  Strome  er- 
zeugte Wärmemenge  proportional  der  durch  die  chemischen 
Prozesse  in  der  Kette  frei  werdenden  Wärme  sein  müsse. 
Ist  also  «7  die  Intensität,  Q  die  von  dem  (der  Stromeinheit  entsprechenden) 
chemischen  Prozesse  entwickelte  Wärmemenge,  so  ist  JQ^  die  durch 
den  vorliegenden  chenuschen  Prozefs  entwickelte.  Diese  ist  nach 
Helmholtz  gleich  der  Jouleschen  Menge  CJE  zu  setzen,  so  dafs 
CJE  =  JQ^  ist.    Daraus  folgt 

d.h.  die  elektromotorische  Kraft  ist  proportional  der  durch 
die  Stromeinkeit  chemisch  entwickelten  Wärmemenge. 

Thomson  spricht  den  Satz  Ton  der  Erhaltung  der  Energie 
folgendermafsen  aus: 

Die  elektromotorische  Kraft  eines  elektrochemischen 
Apparats  ist  (in  absolutem  Malse)  gleich  dem  mechanischen 
Äquivalent  der  chemischen  Aktion,  der  ein  elektrochemisches 
Äquivalent  der  in  dem  Apparat  enthaltenen  Substanz  unter- 
liegt. 

Man  kann  also  elektromotorische  Kräfte  oder  Potentialdifferenzen 
durch  rein  kalorimetrische  Methoden  bestimmen.  Man  kann  sogar 
chemische  Affinitätskräfte  in  absolutem  Mafse  ausdrücken. 

Über  die  experimentelle  Prüfung  des  Gesetzes  vergleiche  man  die 
Lehrbücher,  ebenso  über  alles  das,  was  von  dem  elektrischen  Licht- 
bogen, seiner  Temperatur  und  Leuchtkraft,  vom  Glühlicht,  von  der 
Anwendung  auf  Entzündung  von  Minen,  über  elektrisches  Löten 
und  Schweifsen,  über  Galvanokaustik  u.  dgl.  gesagt  ist. 
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Magnetismus. 


^36)  Grundbegriffe.  Unter  Hinwels  auf  die  gebräuchlichen 
Lehrbücher  der  Elementarphysik  mögen  zunächst  die  wesentlichen 
örundanschauungen  über  den  Magnetismus  kurz  zusanunengestellt 
werden. 

a)  Jeder  Magnetstab  ist  polarisiert.  Die  Stellen,  von  denen  die 
magnetischen  Kräfte  hauptsächlich  auszugehen  scheinen,  bezeichnet 
man  als  Nord-  und  Südpol.  Um  einfache  Veranschaulichungen  zu  ge- 
winnen, betrachtet  man  diese  Stellen  oft;  als  Punkte^  den  Stab  als 
eine  gerade  Linie.  Gleichnamige  Pole  stofsen  einander  ab,  ungleich- 
namige ziehen  einander  an,  Nord-  und  Südmagnetismus  yerhalten  sich 
also  wie  entgegengesetzte  elektrische  Ladungen  isolierter  Konduktoren. 
Die  Menge  der  hypothetischen  magnetischen  Materie,  die  als  Ladung 
eines  Poles  ebenso  wirken  würde,  wie  der  Pol  eines  wirklichen 
Magnets,  nennt  man  die  Polsiärke.  Die  magnetischen  Wirkungen 
nehmen  mit  wachsender  Polstärke  zu,  mit  zunehmender  Entfernung  ab. 

b)  Zerbricht  man  einen  Magnetstab  in  der  Mitte^  so  erhält  man 
nicht  zwei  Stäbe  mit  alleinigem  Nord-  bezw.  Südmagnetismus,  sondern 
zwei  polarisierte  Magnetstäbe,  jeden  von  etwa  derselben  Polarstärke 
wie  vorher.  Fortsetzung  der  Teilung  fuhrt  auf  die  Annahme,  jeder 
Magnetstab  bestände  aus  einer  Reihe  polarisierter  Molekularmagnete. 
Eine  der  in  Fig.  75  oder  101  dargestellten  Molekülreihen  veran- 
schaulicht dies  in  hinreichender  Weise,  nur  hat  man  statt  -j-  und  — 
die  Zeichen  N  und  S  für  Nord-  und  Südmagnetismus  einzuschreiben. 

c)  Auch  der  Erdkörper  verhält  sich  wie  ein  Magnet.  Der  Um- 
drehung entsprechend  (die  selbst  eine  Art  von  Polarisation  bedeutet) 
hat  man  die  Pole  in  der  Nahe  der  geographischen  Pole  zu  suchen, 
wenn  die  Polarisation  als  regelmäfsig  angenommen  wird.  Kompaß, 
magnetische  Meridiane  und  ihre  Orthogonalkurven,  magnetischer 
Nord-  und  Südpol  sind  in  den  Lehrbüchern  besprochen.  Der  Erd- 
magnetismus veranlafst  bei  schwimmenden  Magneten  nicht  eine  fort- 
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schreitende  Bewegung,  sondern  nur  eine  Drehungsbewegung  und  eine 
der  Polarisation  entsprechende  Einstellung  nach  einer  Reihe  yon 
Schwankungen.  Demnach  wirkt  auf  den  Magnet  ein  blofses  Kräfte- 
paar. Da  die  Summe  der  beiden  Resultanten  gleich  Null  ist,  mufs 
man  annehmen,  beide  Pole  des  Magnets  seien  von  gleicher  Polstärke. 

d)  Dafs  die  beiden  Resultanten  an  den  Polen  anzugreifen  scheinen, 
erklärt  sich  folgendermafsen.  Die  entgegengesetzten  Magnetismen 
benachbarter  Moleküle  heben  einander  auf.  Nur  die  an  den  Stabenden 
liegenden  Magnetismen  werden  nicht  neutralisiert  und  geben  die  ent- 
gegengesetzten Kräfte  des  Kräftepaars  für  die  erdmagnetische  Ein- 
wirkung. Ist  jede  der  beiden  Kräfte  absolut  genommen  gleich  jp,  so 
ist  pl  das  Moment  in  der  Lage  Ost-West.  Ist  allgemeiner  a  die 
Abweichung  von  der  Normalstellung  Nord-Süd,  so  ist  das  drehende 
Moment  gleich  pl  sina.  Daraus  folgt  für  a=  0  bezw.  a  =  180^  die 
sta>bile  und  die  labile  Gleichgewichtslage. 

Der  schwimmende  Magnet  zeigt  aber  nur  die  Horizontalkompo- 
nente der  Kräfte  an.  Magnetisiert  man  eine  Stahlnadel,  die  ur- 
sprünglich bei  horizontaler  Achsenlagerung  sich  horizontal  einstellte, 
so   senkt  sie  sich  mit  der  Nordspitze  auf  der  nördlichen  Halbkugel 

der  Erde  um  einen  Winkel  ß  nach  unten.  Statt  p  ist  daher  - --^  als 

der  wahre  Wert  der  erdmagnetischen  Kraftwirkung  anzunehmen.  Die 
InkUnation  ß  ist  dieselbe  in  allen  Punkten  der  sogenannten  Isoklinen, 
wozu  man  die  Karten  über  den  Erdmagnetismus  vergleichen  möge. 

Ist  m  die  Polstärke  des  Magnetstabes,  {  seine  Länge,  so  bezeichnet 
man  den  Ausdruck  M  =  ml  als  sein  magnetisches  Moment.  Aus 
diesem  leitet  sich  z.  B.  das  Maximimi  der  erdmagnetischen  Wirkung 
ab.  Die  Gröfse  der  letzteren  läfst  sich  mit  Hilfe  der  horizontalen 
Pendelbewegungen  des  Stabes  (Kompafs)  nach  später  zu  erörternder 
Methode  bestimmen.  Vorläufig  sei  nur  gesagt,  dafs,  je  stärker  der 
Erdmagnetismus  wirkt,  um  so  schneller  die  Schwingungen  sind.  Die 
Linien  auf  der  Erdoberfläche,  die  alle  Punkte  gleicher  Intensität  des 
Erdmagnetismus  verbinden,  heifsen  die  Isodynamen. 

An  verschiedenen  Stellen  der  Erdoberfläche  weicht  die  Einstellung 
der  Magnetnadel  vom  geographischen  Meridian  in  verschiedenem  Mafse 
ab.  Die  Linien,  welche  Orte  gleicher  Abweichung  miteinander  ver- 
binden, heifsen  die  Isogonen. 

e)  Weiches  Eisen  läfst  sich  leicht  magnetisieren.  Dies  kann 
z.  B.  durch  regelmäfsiges  Streichen  mit  einem  Stahlmagnet  geschehen. 
Da  dieser  dabei  von  seiner  Kraft  nichts  einbüfst,  so  ist  anzunehmen, 
dafs  die  beiden  Arten  des  Magnetismus  im  Eisen  bereits  vorhanden 
waren.  Während  aber  die  Elektrizität  im  Eisen  wandern  kann,  ist 
der  Magnetismus  an  die  Moleküle  des  Eisens  gebunden,  ähnlich  wie 

21* 
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die  Elektrizitäten  an  die  Moleküle  des  Dielektrikums.  Entweder  sind 
also  bereits  polarisierte  Moleküle  in  die  gesetzmäfsige  Lage  gedreht 
worden,  oder  es  hat  durch  Verschiebung  der  magnetischen  Massen  in 
jedem  Molekül  eine  Polarisierung  stattgefunden.  Das  Magnetisieren 
kann  auch  durch  Induktion  oder  Influenzwirkung  eines  Magnets  auf 
weiches  Eisen  geschehen.  Dabei  ist  die  Stärke  der  Polarisierung 
proportional  der  Polstärke  des  wirkenden  Magnetstabes,  aufserdem 
nimmt  sie  mit  zunehmender  Entfernung  beider  Stäbe  ab.  Andere 
Magnetisierungsarten  sind  ebenfalls  aus  den  Lehrbüchern  bekannt. 

Über  die  Abhängigkeit  magnetischer  Wirkungen  yon  der  gegen- 
seitigen Entfernung  zweier  Pole  mufs  hier  besonders  gesprochen 
werden.  Die  nötigen  Bemerkungen  über  Schwingungsbewegungen  sind 
Yorauszuschicken. 

237)  Schwingungszahl  der  Magnetnadel  im  homogenen 
Felde  des  Erdmagnetismus.  Die  Elementarmechanik  zeigt,  dafs 
das  mathematische  Pendel  für  die  einfache  Schwingung  die  Zeitdauer 

V    g  f    mlg  V  gm 

nötig  hat,  wo  T  das  Trägheitsmoment,  M  das  statische  Moment  des 
Massenpunktes  in  Bezug  auf  den  Drehungspunkt  bedeutet.  Bei 
mehreren  Massenpunkten  in  beliebiger  Anordnung  handelt  es  sich  am 


-]/T,  +  T,  +  T,  +  ..+  T^_      ^/-T 

wenn  T  die  Summe  der  Trägheitsmomente,  M  die  Summe  der 
statischen  Momente  der  Massen  bedeutet.  Versteht  man  jedoch  unter 
M  nicht  das  Moment  der  Masse,  sondern  das  Maximahnoment  der 

Schwerkraft,  die  an  dieser  wirkt,  so  handelt  es  sich  um  ^  =  ^1/^* 

Dabei  ist  der  Abstand  der  Drehungsachse  vom  Massenschwerpunkt 
als  horizontal  liegend  angenommen. 

Ganz  ebenso  ist  die  Schwingungsdauer  einer  M^netnadel  t  =  a'T/  ^, 

wenn  T  das  Trägheitsmoment  der  Nadel  in  Bezug  auf  die  senkrechte 
Drehungsachse,  M  =  pl  das  Maximum  des  Drehmomentes  ist^ 
welches  der  Erdmagnetismus  auf  die  Nadel  (in  der  Ost- 
West  läge)   ausübt.     Ist   n   die  Anzahl   der  Schwingungen   in    der 

Sekunde,  also  n  =  -  ,  so  folgt  n  =  —  1/^  >  ^^^  hieraus  ergiebt  sich 

für  die  auf  dem  Nord-  beziehungsweise  Südpol  wirkende  Kraft  des 
Erdmagnetismus  als  absoluter  Wert  der  Horizontalkomponente 
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p  =  -j-  w*  =  X  •  n*. 

Die  Horizontalkomponente  des  Erdmagnetismus  ist  also 
proportional  dem  Quadrate  der  Anzahl  der  sekundlichen 
Schwingungen. 

Das  genannte  Oesetz  ermöglicht  nicht  nur  die  Bestimmung  des 
Erdmagnetismus^  sondern  es  fuhrt  auch  auf  das  Newton-Ooulomb- 
sche  Gesetz.  Nachdem  dieses  behandelt  ist,  soll  noch  einmal  Ton 
•  diesen  Pendelschwingungen  gesprochen  werden. 

238)  Das  Newton-Coulombsche  Gesetz.  Will  man  mit  HiKe 
der  Magnetnadel  die  Stärke  eines  Poles  messen,  so  ist  die  Einwirkung 
des  Erdmagnetismus  zu  berücksichtigen.  Ist  die  Nadel  in  richtiger 
Lage  zur  Ruhe  gekommen  und  nähert  man  ihrem  Nordpol  den  Südpol 
eines  im  magnetischen  Meridian  gelagerten  Magnetstabes  von  Norden 
her^  so  summieren  sich  die  Wirkung  p  des  Erdmagnetismus  und  die 
des  Stabes  p^.     LäTst  man  also  die  Nadel  schwingen,  so  wird  jetzt 

p  +  Px  =  -j^%=^n^y 
also 

S  /    8  S\ 

p^  =  xn^  — p  =  X  ^n^  —  n  l. 
Für  eine  andere  Lage  hat  man 

8  /    8  8\ 

P%  =  xn^  —p  =  X  (nj^  —  n  j. 
Durch  Division  folgt 

Pi'P%= K — ^0  •  K ""  ^y 

Coulomb  fand  nun  durch  direkte  Messung,  dals  f&r  zwei  Entfernungen 
r^  und  r^  der  einander  genäherten  Pole  mit  hinreichender  Genauigkeit 
die  Schwingungen  das  Gesetz 

8         2  /    8  2\       /    8  2\ 

ergaben.     Aus  beiden  Proportionen  folgte 

i^i=-P8  =  ^2-^- 

So  ergiebt  sich,  dafs  die  Einwirkung  zweier  Pole  aufeinander 
umgekehrt  proportional  dem  Quadrate  der  gegenseitigen 
Entfernung  ist. 

Hansteen  und  Gaufs  haben  weit  genauere  Methoden  angewandt, 
die  Geltung  des  Newton-Coulombschen  Gesetzes  zu  beweisen.  (Man 
vergL  dazu  z.  B.  Wüllner,  III  Seite  91  bis  107.)    Hier  ist  auf  die 
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gegenseitige  Einwirkung  sämtlicher  Molekularmagnete  aufeinander  nicht 
hinreichende  Rücksicht  genommen.  Trotzdem  soll  von  jetzt  ab  die 
gegenseitige  Einwirkung  zweier  magnetischer  Massen  m^  und  tn^  auf- 
einander als 

bezeichnet  werden.  Setzt  man  hier  w^  =  1,  m,  =  1  und  r==  1,  und 
mifst  man  die  zugehörige  Einwirkung  p^,  so  ist  die  Konstante  x  =p^ 
bestimmt,  und  nun  kann  mit  magnetischen  Kräften  gerechnet  werden. 
Vor  allem  ist  damit  gezeigt,  dafs  das  Potential  eines  magnetischen 
Poles  niy.  bezogen  auf  einen  in  der  Entfernung  r  befindlichen  Pol  von 

Polstärke  1 

Fm 

r 

ist.  Die  entsprechende  Anziehung  ist  absolut  genommen  von  der 
Gröfse  x-j,  diese  soll  als  Feldstärke  in  der  betreffenden  Entfernung 

bezeichnet  werden.     Wie  firüher,  so  ist  auch  hier 

m           F,  -  F, 
jp  =  x-5  =  x-^^ ? 

wo  Fl  und  Fg  benachbarte  Potentialwerte  sind,  während  w  der  normal 
gemessene  Abstand  der  zugehörigen  Niveauflächen  an  der  betreffenden 
Stelle  ist. 

Wählt  man  die  magnetische  Masseneinheit  so,  dafs  x  gleich  1  ist, 
so  kann  man  x  weglassen.  Wir  wollen  also  unter  magnetischer 
Masseneinheit  diejenige  Menge  magnetischer  MaBse  ver- 
stehen, die  auf  eine  gleich  grofse  magnetische  Masse  in  der 

*    •  •  1  i 

Entfernung  1  cm  die  Kraft  1  Dyne  ausübt.    Jetzt  ist  l=xy,-, 

d.  h.  X  =  1. 

239)  Kraftlinien  und  Niveauflächen.  Für  mehrere  punkt- 
förmige Pole  von  den  Massen  (Polstärken)  w^,  m^,  m,,  ...  ist  das 
Potential  wiederum 

die  Niveauflächen  haben  die  Gleichung 


n        •  ^     '     »'s 


Bei  Anordnung   der  Punkte   in   einer  Ebene   ist   die  Gleichung  der 
Kraftlinien  gegeben  durch 

m^  cos  -^1  +  wig  cos  -ö-g  +  mj  cos  -ö-j  -j-  •  •  •  =«  c. 
Unter  den  Polen  können  auch  solche  von  negativer  Polstärke  sein. 
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Fig.  165. 


Je  länger  und  dünner  ein  Magnetstab  ist,  umsomelir  hat  man  das 
Recht,  von  punktförmigen  Polen  zu  sprechen.  Bei  den  in  der  Praxis 
üblichen  Magnetstäben  zeigen  sich,  wie  die  bekannten  Versuche  mit 
Eisenfeilspänen  oder  Magnetnadeln  nachweisen,  schon  erhebliche  Ab- 
weichungen gegen  die  früher  behandelte  Oestalt  der  Niveau-  und  Kraft- 
linien. So  müfsten  z.  B.  die  Kraftlinien  für  einen  Magnetstab  ebenso,  wie 
für  einen  Hufeisenmagnet,  der  Form  der  Fig.  70  folgen,  in  Wirklich- 
keit fallen  sie  so  aus,  wie  die  verschiedenen  Lehrbücher  sie  darstellen. 
Ebenso  müfsten  die  Kraft-  und  Niveaulinien  zweier  gleich  starker 
Nordpole  parallel  und  gleichgerichteter  Magnetstäbe  in  jedem  Meridian- 
schnitt  der  Zeichnung  65  ent- 
sprechen. In  Wirklichkeit  ist  dies 
nicht  genau  genug  der  Fall.  Ahn- 
lich ist  es  mit  Magnetstäben,  deren 
Achsen  in  dieselbe  Gerade  fallen 
und  deren  Nordpole  einander  ge- 
nähert werden. 

Immerhin  bleibt  alles  bestehen, 
was  vorher  über  das  Verhalten 
der  Kraftlinien  in  abgekürzter 
Redeweise  gesagt  war.  Gleich- 
gerichtete Kraftlinien  stofsen  einander  ab,  entgegengesetzt 
gerichtete  ziehen  einander  an. 

In  Fig.  165  ist  angedeutet,  wie  zwei  gleichgerichtete  Magnet- 
stäbe sich  in  dieser  Hin- 
sicht verhalten.  Entfernt 
man  die  Drähte  von- 
einander, so  treten  auch 
die  zusammengedrängten 
Kraftlinien  des  zwischen 
beiden  befindlichen  Rau- 
mes wieder  auseinander. 

In  Fig.  166  dagegen 
ist  gezeigt,  wie  bei  ent- 
gegengesetzt gerichteten 
Magnetstäben  die  im 
Zwischenräume  befind- 
lichen Kraftlinien  aus- 
einander   getreten    sind. 

Die  des  einen  sind  teilweise  mit  denen  des  anderen  verschmolzen. 
Ein  Grenzpaar  durchkreuzt  sich.  Entfernt  man  die  Stäbe  voneinander, 
so  trennt  sich  dieses  Paar,  und  ein  Nachbarpaar  übernimmt  seine  Rolle. 
Ein  Hin-  und  Herbewegen  bringt  also  wechselnde  Vereinigungen  und 


Fig.  166. 
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Abschnürungen   hervor.     Ein   ähnliches   Abschnüren   der   Kraftlinien 
erfolgt  bei  den  Hertzschen  Schwingungen.    (Siehe  unten.) 

Es  ist  lehrreich;  die  mathematische  Konstruktion  der  Kraftlinien 
für  den  Fall  der  Punktpole  bei  solcher  Lagerung  durchzuführen  und 
die  Kurven  mit  den  praktisch  gefundenen  Linien  zu  vergleichen. 

240)  Schwingungen  der  Magnetnadel  im  magnetischen 
Felde.  Ist  ein  homogenes  Feld  von  der  Feldstärke  +-F,  so  heifst  dies, 
dafs  an  jeder  Stelle  auf  die  Einheit  des  entgegengesetzten  Magnetismus 
die  anziehende  Kraft  F  ausgeübt  wird^  auf  m  solcher  Einheiten  dagegen 
die  Kraft  Fm.  Hat  nun  die  Mc^etnadel  von  Polstärke  m  die  Länge  /, 
so  ist  das  Maximalmoment  gleich  Fml.  Dabei  steht  die  Nadel  senk- 
recht gegen  die  Kraftlinien  des  Feldes.  Li  jeder  anderen  Lage  handelt 
es  sich  um  Fml  sin«  als  Gröfse  der  Direktionskraft.  Die  Schwingungs- 
dauer ist  nach  Nr.  237  t  =  ^1/ f~T^  ^^®'  wenn  man  das  magnetische 
Moment  M=^ml  der  Nadel  einführt, 


t 


MF' 

die  Schwingungszahl  für  die  Sekunde  also 

MF 


l-i/MF 


Nun  kann  im  allgemeinen  jedes  magnetische  Feld  für  einen  sehr 
kleinen  Bezirk  als  homogen  betrachtet  werden.  Eine  sehr  kleine 
Magnetnadel  wird  also  im  Bereiche  der  Feldstärke  F  nach  dem  an- 
gegebenen Gesetze  schwingen.  Kennt  man  also  das  magnetische  Moment 
3f  =s  m2  und  das  Ti^heitsmoment  der  kleinen  Nadel,  so  kann  man 
die  Feldstärke  bestimmen  als 


JF  = 


M 


In  gewissen  Fällen  läfst  sich  aber  die  Stärke  eines  Feld^  auch 
theoretisch  ohne  Schwierigkeit  bestimmen,  wenn  zunächst  von  der 
Einwirkimg  des  Erdmagnetismus  abgesehen  wird. 

241)  Aufgabe.  Ein  Magnetstab  von  der  Länge  21  und  der 
Polstärke  m  hat  auf  der  Achse  in  Entfernung  r  vom  Mittel- 
punkte welche  Feldstärke? 

Auflösung.  Die  Feldstärke  bestimmt  sich  aus  der  Differenz  der 
Feldstärken  der  beiden  Pole,  da  die  Kraftrichtungen  in  dieselbe  Gerade 
fallen.     Es  ist  demnach 


.^^^^ 


F  =  F^  —  F^  =  -. 57-,  —  7 — ;— =7-,  =  m 
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(r«  —  ]«)« 


(r*  — ZV 


r 


•(-Ä   -('-f:)' 


In    grofserer   Entfernung    kann    man    -^    yemacliläsBigen.     Dort 

wird  also 

4m; 


2^  = 


.a    > 


d.  h.  dort  ist  die  Feldstärke  umgekehrt  proportional  der  3***^  Potenz 
der  Entfernung,  nimmt  also  sehr  schnell  ab.    (Vgl.  Störungsgesetz.) 

242)  Aufgabe.  Eine  kleine  Magnetnadel  von  der  Länge 
2?2  und  der  Polstärke  m^  befinde  sich  auf  der  Achse  eines 
Magnetstabes  von  der  Länge  2?^  und  der  Polstärke  w^,  und 
zwar  in  der  (grofsen)  Entfernung  r  von  der  Mitte.  Um  wie- 
viel wird  sie  aus  der  normalen  Stellung  abgelenkt,  wenn 
der  Stab  senkrecht  gegen  den  magnetischen  Meridian  liegt? 


Wg.  167. 


JV 


C^ 

^*:d^.. 

f- 

2l, 

^■-.^ 

Jir,      M. 

s. 

i^N 

• 

AnnöBnng.    Bei  gröfeerer  Entfernung  sind  die  richtenden  Kräfte 
als  parallel  zur  Achse  anzunehmen.    Die  Feldstärke  ist  nach  Nr.  241 

4  tu  "Lt 

als  — ^  anzunehmen,  bei  der  durch  a  angedeuteten  Gleichgewichts- 
stellung also  ist  das  die  Nadel  richtende  Moment  des  Stabes  gleich 
— J-^  Wj?,  cosa.     Ist  nun  E  die  Feldstärke  des  Erdmagnetismus,  so 

ist  ihr  richtendes  Moment  bei  derselben  Lage  Em^l^  sina.  Im  Gleich- 
gewichtszustande sind  beide  Momente  gleich  zu  setzen.  Daraus 
ergiebt  sich 

tana  =  ^. 

Bemerkung.    Man  kann  die  letztere  Formel,  bei  der  Länge  und 
Polstärke  der  Nadel  gleichgültig  sind,  benutzen,. um  mit  Hilfe  der 
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bekannten  Feldstärke  des  Erdmagnetismus  die  Polstärke  von  Magnet- 
stäben zu  bestimmen.  Ist  E  =  0,2,  so  ergiebt  sich  als  Polstärke 
des  Magnetstabes 

0,2  r« 


f»i 


^h 


tan  CK. 


Fig.  168. 


[Im  Jahre  1893  war  für  Mitteleuropa  unter  50®  nördlicher  Breite 
und  15®  östl.  von  Greenwich  E,  in  Einheiten  des  Centimeter-Gramm- 

Sekundensystems  gemessen,  gleich  0,198.  Anfangs  1896 
war  der  Wert  von  E  in  Wien  0,2065,  in  Paris  0,1942, 
in  Berlin  gleich  0,183.  Die  jährliche  Zunahme  ist 
durchschnittlich  0,00015.  Über  die  Bestimmung  von  E 
vergleiche  die  Lehrbücher.] 

243)  Aufgabe.  Die  Feldstärke  eines  Magnet- 
stabes für  die  Entfernung  r  auf  seinem  mag- 
netischen  Äquator  zu  bestimmen. 

Auflösung.     Der  Nordpol   giebt  p^  =  ^  =  ^,     ^, , 

der    Südpol    ein    ebenso    grofses  jp,.     Die    horizontale 
Diagonale  des  Rhombus  beider  Kräfte  wird 


p  =  2  pn  sin  a  =  -i 


2  m      l 


2ml 


2  ml 


2ml 


r*  +  P    e        (^1  +  2«)y^«  _|_  z« 


(r«  +  Z«) 


Für    gröfsere  Entfernungen   kann   -j  vernachlässigt  werden, 
und  man  hat 


l* 


■{•+s 


F  = 


2  ml 


Wie  im  vorigen  Beispiel  nimmt  dort  die  Feldstärke  umgekehrt 
proportional  der  3*®"*  Potenz  der  Entfernung  ab. 

244)  Aufgabe.  Die  Feldstärke  eines  kleinen  Magnetstabes 
für  einen  beliebigen  Punkt  zu  finden. 

Ente  Auflösung.  Auf  dem  Wege  von  Nr.  86  ergiebt  sichi?,  wenn 
rj  und  rg  die  Entfernungen  des  Punktes  von  den  beiden  Polen  sind,  aus 

j L  J-  JL  _-  2  cos  (^,  —  ^^) 

•P  ^  "*"  ^  r*r* 

Auch  die  Richtimg  ist  auf  dem  dortigen  Wege  leicht  zu  bestimmen. 
Setzt  man  p  =  c,  so  hat  man  die  Gleichung  der  Linien  gleicher  Feld- 
stärke (Intensität)  für  das  in  Nr.  92  behandelte  Problem.  Um  jedoch 
an  Potentialbetrachtungen  zu  gewöhnen,  wird  noch  eine  zweite  Lösung 
gegeben.  • 
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Zweite  Auflösung.    Das  Potential  in  P  ist  die  Arbeit,  die  man 
nötig  hat,    um   die  magnetische  Poleinheit  von  dort   in  den  Bereich 
zu   bringen,   wo   der   Poten- 
tialwert    gleich     Null     ist.  ^»s- 1«9 
Diesen   Wert    erreicht    man 
aber  auch  dadurch,  dals  man 
z.  B.    S   unter    der    Gegen- 
wirkung der  Menge  1   in  P 
allein  nach  N  bringt.    Da  es 
sich   um  einen   kleinen  Stab 
(Elementarmagnet)     handeln 
soll,    kann  man  PS  =  PN 
=ss  PO  =  r  setzen.    Von  der 

Gegenkraft  -|  ist  nur  die  Horizontalkomponente  -^  cos  g)  zu  über- 
winden. Da  der  Arbeitsweg  gleich  21  ist,  handelt  es  sich  um  die 
Arbeit  -^  cos  9  2  2.  Hier  ist  2ml  das  magnetische  Moment  M  des 
Stabes,     also     ist     der     gesuchte    Potential  wert    angenähert     gleich 


'^m 


F  = 


M  COSqp 


Man  hat  diesem  Ausdrucke  eine  eijgentümliche  geometrische 
Deutung  gegeben,  indem  man  sich  in  der  Aquatorialebene  eine  Kreis- 
fläche vom  Inhalte  r^  =  31  =  2  ml,  also  vom  Radius  r  =  l/—  mit 

0   als  Mittelpunkt   angebracht   dachte.     Diese   erscheint  von  P  aus 
gesehen  ebenso,  wie  der  Normal- 
schnitt   des   zugehörigen   Kegels,  f*s  i7o. 
dessen  Fläche  gleich  31  cos  q>  ist. 
Durch    Reduktion    auf    die   Ent- 
fernung PÄ  =  1  erhält  man  den 

zugehörigen  körperlichen  Winkel 
Jtfcosjp        y     ^ 

Der  Potentialwert  eines 
Elementarmagnets  in  einem 
beliebigen  Punkte  P  ist 
gleich  dem  räumlichen  Win- 
kel, unter  dem  man  von  dort 

aus  eine  kreisförmige  Hilfsfläche  erblickt,  die  mit  der 
Aquatorebene  des  Magnets  zusammenfällt  und  deren  Inhalt 
durch  den  Wert  des  magnetischen  Moments  dargestellt  wird. 

Aus  diesem  Ausdrucke  mufs  nun  die  Feldstärke  nach  Gröfse  und 
Richtung  abgeleitet  werden.    Sie  kann  in  eine  Komponente  j}^  in  der 
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^    COS  g)^  =  — ^ ,  also  die  Arbeit 


Tangente  des  um  0  geschlagenen  Ej-eises  und  in  eine  in  den  Badius 
fallende  p^  zerlegt  werden.  (Vgl.  Fig.  171.)  Bewegt  man  die  Einheit 
von  P  aus  in  der  Tangente  um  einen  beliebigen  Weg  PPi,  so  ist 
nach  obigem  die  geleistete  Arbeit 

Pi  •  PPi  =  — ,  COS  9  —  ^  COS  9?i  =  ^  (cos  9  —  cos  g> J , 

denn  r  bleibt  ungeändert,  wenn  der  willkürliche  Weg  sehr  klein 
genommen  wird.    Hier  ist  cos  9?  =  — ^ 

gleich 

M    OQ^OQ^        M    ^^        MSP       MPP.     . 
_ .     X  ^  ==-,Q^Q=  —-^  =       ^s       Sine. 

Setzt  man  dies  wieder  gleich  p^  •  PP^,  so  hebt  sich  der  willkürliche 
Weg  PPi,  und  es  bleibt  als  Komponente  der  Feldstärke  bestehen 

M    . 
Pt  =  ^'Sing>, 

Bewegt  man  jetzt  die  Einheit  auf  dem  Radius  um  eine  willkürliche 
Strecke  PP^,  so  ist  die  Arbeit 

T>  ^         M  cos  qp        Mcosw    •    Tt^  / 1         1  \ 

P,'PP,  =  —^ ^  =  Jf  COSy^-.  -  -jpj 

zu  leisten^  denn  jetzt  bleibt  9  umgeändert.    Man  kann  dafür  schreiben 
Jf  cos  9 -^^  =  Jlf  cos  9  ^^ii^^^^'*  =  Jf  cos  g)  ^^  PP,. 


^^ 


♦^♦1 


Kg.  171. 


9.     9 


Setzt  man  dies  wieder 

gleiches '  -P-P»?  so  hebt 
sich  der  Weg  PP^ 
weg,  und  es  bleibt 
stehen 

Ä  =  JlfC0B9-^. 

Nimmt  man  die  will- 
kürliche Länge  des 
Weges  unendlich  klein, 
so   kann  man  r^  =  r 


2  9*  2 

setzen,  an  Stelle  des  Bruches  tritt  also   —  =  -3?  ^^d  ^s  wird 


ft  = 


2itf  cosqp 
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die  andere  Komponente.    Die  Resultante,  d.  h.  die  Feldstärke  ergiebt 
sich  als 


M  ^j  . — ö \ — ~ä £ —        M 


Die  Neigung  gegen  den  Radius  r  ergiebt  sich  aus 

M   . 

*^^«  =  J;  =  ^5 =;tan9>. 

*       -^  cos  9 

Die  Neigung  ß  =  a  -{-  <p  ergiebt  sich  aus 

ox    X      z,       X      /      ,       N         tana  +  tany  ytanqp  +  tanqp  g^^ 

2)    tan/J  =  tan(a  +  flp)  =  -  — — ^— — ^  = =  - — r— ,—  • 

^     '      ^  V    n-V'y        i—tanatanqp      'i—Atanytany       2— tan'qp 

Damit  ist  die  Feldstarke  für  jeden  Punkt  nach  Gröfse  und  Richtung 
bestimmt.  Dabei  ist  zu  bemerken,  dafs  nur  die  öröfse  von  M  ab- 
hängig ist,  nicht  aber  die  Richtung. 

Für  Punkte  der  Achse  ist  g)  =  o,  also  wird  dort 

i>  =  -sYl  +  3  cos«ö  =  -^  =  -^, 

wie  schon  oben  gezeigt  war.    Der  zugehörige  Potentialwert  ist 

Mcoso 2inl 

Für  Punkte  der  Aquatorebene  ist  9?  =  90®.     Dort  wird 

ilfcos90®  •    •        • 

Der  Potentialwert  ist  5 —  =  0.     Auch  dies   stimmt  zum  obigen 

Resultate. 

Damit  ist  eine  wesentliche  Ergänzung  zu  Abschnitt  92  für  den 
Fall  kleiner  Magneten  gegeben.  Auch  kann  man  von  hier  aus  dazu 
übergehen,  das  Potential  einer  Reihe  von  Elementarmagneten,  die  einen 
Stab  von  unendlicher  Länge  bilden,  mit  gröfserer  mathematischer 
Strenge  zu  untersuchen.  Dies  würde  jedoch  aus  der  elementaren  Be- 
handlung heraustreten. 

245)  Magnetische  Doppelschale  oder  Blatt.  Der  folgende 
Abschnitt  macht  es  nötig,  auch  auf  die  Theorie  der  magnetischen 
Doppelschale  einzugehen.  Man  versteht  darunter  eine  sehr  dünne 
Schale  (Blatt),  welche  dadurch  entsteht,  dafs  ein  irgend  wie  gestaltetes 
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Stück  einer  krummen  Flache  (Kalotte)  einer  ParaUelyerschiebung 
unterworfen  wird,  worauf  die  der  Anfangslage  entsprechende  Fläche 
homogen  mit  Nordmagnetismus,  die  der  Schlufslage  entsprechende  in 
derselben  Dichte  mit  Südmagnetismus  belegt  wird.     Ist  z.  B.   1    die 

Dichtigkeit  der  einen   Belegung, 
Fig.  172.  so  kann  man  die  der  andern  mit 

—  1  bezeichnen. 

In  Fig.  172  ist  AB  die  mit 
Nordmagnetismus,  Ä^B^^  die  mit 
\       Südmagnetismus   belegte  Flache. 
\  Auf    die    imendlich   kleinen 

;  Teüe  ^^^C  und  BBj^D^  braucht 
/  keine  Rücksicht  genommen  zu 
werden.  Die  Länge  des  kleinen 
Verschiebungsweges  sei  w.  An- 
genommen in  C  befände  sich  die 
Masseneinheit,  so  erfordert  die 
Aufgabe,  diese  ins  Unendliche  zu  entfernen,  ebenso  viel  Arbeit,  wie 
die,  bei  festgehaltenem  C  die  Schale  ins  Unendliche  zu  entfernen. 
Angenommen,  das  Entfernen  der  Schale  AB  ins  Unendliche  erfordert 
die  Arbeit  Ay  dann  erfordert  das  Entfernen  der  Schale  A^B^  erstens 
die  zur  Verschiebung  um  w  nötige  Arbeit  und  auTserdem  die  Arbeit 
—  A,  Das  Potential  der  Doppelschale  ist  also  für  einen  Punkt  C  die 
Arbeit,  die  nötig  ist,  unter  alleiniger  Einwirkimg  der  in  C  koncentrierten 
Masseneinheit  die  eine  der  beiden  Schalen  um  die  Strecke  «?  zu  ver- 
schieben. Denn  A  und  — A  heben  bei  der  Gesamtbewegung  einander  auf. 
Man  denke  sich  jetzt  aus  der  Kalotte  AB  und  dem  Punkte  C 
einen  Kegel  gebildet,  aufserdem  um  C  die  Einheitskugel  gelegt,  so 
dafs  ein  geschlossener  Raum  J.JB(rJP  entsteht,  dessen  sämtliche  Flächen 
in  der  Dichte  1  mit  Masse  belegt  gedacht  werden  soUen.  Nach  dem 
Laplaceschen  Satze  erfährt  dieser  Raum  durch  die  aufsen  liegende 
Masse  C  die  Spannung  Null.  Da  die  Seiten  wände  AF,  BG  u.  s.  w. 
dazu  nichts  beitragen,  ist  die  auf  die  Fläche  GF  ausgeübte  Abstolsung 
ebenso  grofs,  als  die  auf  die  Fläche  AB  einwirkende.  Ist  nun  die 
Fläche  FG  =  g>,  d.  h.  der  körperliche  Winkel,  unter  dem  AB  ge- 
sehen wird,  gleich  9,  so  ist  die  auf  diese  Fläche  einwirkende  Ab- 

stofsung,    sobald    der   körperliche   Winkel   klein   ist,   gleich  ^  =  9). 

Da  nun  w  unendlich  klein  zu  denken  ist,  so  ist  die  Anziehung  auf 
A^Bj^  ebenfalls  gleich  9,  die  zur  Verschiebung  von  A^B^  um  w  nötige 
Arbeit  ist  also  gleich  9^/,  und  ebenso  grols  ist  das  Potential  der 
kleinen  Doppelschale  in  Bezug  auf  den  Punkt  C,  Ist  die  Dichte  der 
Belegung  nicht  1,  sondern  d,  so  ist  das  Potential  gleich  ipad. 
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Ist  die  Schale  grofs^  so  zerlege  man  sie  in  kleine  Teile,  deren 
körperliche  Winkel  <Pi,  ^i,  -  -  -  g>n  sein  mögen.  Nach  Nr.  79  sind  die 
Potentialwerte  algebraisch  zu  addieren^  so  dafs  man  erhält 

WO  9  die  Summe  der  körperlichen  Winkel  bedeutet.     Folglich: 

Das  Potential  einer 
magnetischen  Doppel-  **^*  "*• 

schale  (oder  eines 
magnetischen  Blattes) 
in  einem  beliebigen 
Punkte  ist  gleich  dem 
Produkte  aus  dem  Ab- 
stände beider  Schalen, 
der  Dichte  der  Be- 
legung und  des  körperlichen  Winkels,  unter  dem  sie  von 
dem  Punkte  aus   erscheint. 

Der     Potentialwert     ist  pig.  174. 

positiv  oder  negativ,  je  nach- 
dem C  auf  der  einen  oder 
der  andern  Seite  der  Schale 
liegt. 

Nun  lassen  sich  durch 
einen  K^el  Doppelschalen 
der  verschiedensten  Gestal- 
tung   begrenzen.     Sämtliche 

haben  fiir  die  Spitze  C  denselben  Potentialwert  (vgl.  Fig.  173),  sobald 
sie  im  gleichen  Sinne  belegt  sind.  Handelt  es  sich  um  eine  ge- 
schlossene Fläche,  die  aufsen  mit  +;  innen 
mit  —  belegt  ist,  so  ist,  da  von  C  aus 
gesehen  die  beiden  Doppelschalen  in  un- 
gleichem Sinne  belegt  sind,  das  Potential 
für  C  gleich  Null.  Vgl.  Fig.  174.  Dies 
zeigte  sich  z.  B.  bei  gewissen  Influenz- 
problemen. 

Die  Doppelschale  kann  auch  eben  sein, 
z.  B.  kreisförmig.  Läfst  man  dabei  C  z.  B. 
nach  Di  rücken,  so  ist  der  körperliche 
Winkel  gleich  der  Hälfte  der  Oberfläche  der 
Einheitskugel,  d.  h.  gleich  2  1*;r  =  2jT, 
also  das  Potential  dort  gleich  2w8^.  Auf 
der  andern  Seite  bei  D  ist  es  gleich  — 2w8^y  der  Potentialunter- 
schied für  beide  Punkte  ist  also  gleich  iwöit.     Auf  welchem  Wege 


Fig.  175. 
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man  auch  die  magnetische  Einheit  —  ohne  durch  das  Blatt  selbst  zu 
gehen  —  von  D^  nach  D  führe,  stets  ist  die  Arbeit  4wd^  nötig. 

Angenommen,  die  nordmagnetische  Einheit  könnte  sich  auf  dem 
skizzierten  Kreise  bewegen,  so  würde  sie,  nach  D  gebracht,  im  Kreise 
herum  nach  D^  wandern.  Angenommen  femer,  die  Schale  könnte  sich 
um  eine  Achse  drehen,  die  im  Halbierungspunkte  von  DD^  auf  der 
Ebene  der  Zeichnung  senkrecht  steht,  die  nordmagnetische  Einheit 
aber  würde  irgendwo,  z.  B.  in  Jf  festgehalten,  so  würde  die  Schale 

sich  so  lange  drehen,  bis  die  südmagnetische 
Seite  der  nordmagnetischen  Einheit  genau 
gegenüber  steht. 

Angenommen,  die  magnetische  Doppel- 
schale sei  eine  durch  AB  begrenzte  Halb- 
ebene, die  in  Fig.  176  als  in  der  Zeichnimgs- 
ebene  liegend  dargestellt  ist,  so  würde  sie, 
von  einem  beliebigen  Raumpunkte  P  aus 
gesehen,  unter  welchem  körperlichen  Winkel 
erscheinen?  CD  FE  sei  die  durch  P  gelegte 
Normalebene  der  Geraden  AB,  dann  ist  PC 
das  von  P  aus  auf  AB  gefällte  Lot,  und  dieses  bildet  mit  der  Ebene 
den  Winkel  PCD  =  a,  während  ^ß  =  ^CPF  =  I8(y  —  a  ist. 
Handelte  es  sich  um  die  ganze  Ebene,  so  läge  AB  in  unendlicher 
Entfernung,  ^CPF  würde  gleich  180^  sein,  und  die  Ebene  würde 
unter  dem  körperlichen  Winkel  2yt  (Halbkugelfläche  2xV)  erscheinen. 
Aus  (1800—  «0)  :  180^=  9? :  2;r  ergiebt  sich  als  körperlicher  Winkel 

ip  =  o~  ^  ^ ,  oder  wenn  man  Bogen  statt  der  Winkel  schreibt, 

(p  =  — -  =  2/3.    Für  alle  Punkte  der  Ebene  AB  KL  ist  demnach  das 

Potential  der  Schale  konstant  gleich  wd2n  — rr^ö —  ^^^^  wS2ß,    Sind 

nun,  wie  hier,  die  Niveauflächen  ein  Ebenenbüschel  durch  AB,  so 
folgen  als  Kraftlinien  Kreise,  deren  Mittelpunkte  auf  AB  li^en.  Es 
handelt  sich  um  einen  besonderen  Fall  der  Fig.  144  c,  den  nämlich, 
wo  die  Entfernung  w  der  parallelen  Ebenen  verschwindend  klein  ist, 
so  dafs  zugleich  die  auf  den  AuTsenseiten  lagernde  Elektrizitätsmenge 
von  unendlich  kleiner  Dichte  ist.  Die  asymptotischen  Kurven  der 
Fig.  144  c  gehen  dann  in  ein  Strahlenbüschel,  die  Niveaulinien  in 
koncentrische  Kreise  über.  Es  handelt  sich  zugleich  um  das  zwei- 
dimensionale Problem  der  DoppeUinie,  d.  h.  um  das  Yertauschungs- 
problem  des  zweidimensionalen  Punktproblems,  so  dafs  sich  hier  ein 
neuer  Übergang  zum  Gebiete  des  logarithmischen  Potentials  eröfinet 

Durch  die  Abbildung  Z  =  ]/7  erhält  man  das  Yertauschungsproblem 
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des  lemniskatiscfaen  Zweipunktproblema,  welches  auf  dieselben  Ortho- 
gon&lscliareii  üQhrt,  wie  letzteres. 

246)  Para-  und  Diamagnetismus.  Das  von  Faraday  ent- 
deckte Verhalten  para-  und  diamagnetiacher  Körper  zwischen  zwei 
Polen  wird  in  den  Lehrbüchern  daigestellt  und  hier  als  bekannt  voraus- 
gesetzt. Da  ein  und  derselbe  Körper  bald  para-,  bald  diamagnetisches 
Verhalten  zeigt,  je  nach  dem  Mittel,  in  dem  er  sich  befindet,  so  leuchtet 
ein,  dafs  ahnhch,  wie  bei  der  Elektrizität,  das  Mittel  wesentlich  am 
Voi^nge  beteiligt  ist.  Der  Vorgang  ist  analog  dem  beim  Aufsteigen 
oder  Niedersinken  desselben  Körpers  in  Flüssigkeiten  verschiedenen 
spezifischen  Gewichtes.    (M^pietischer  Auftrieb.) 

a)  Pararaagnetismus.    Als  Beispiel  diene  weiches  Eisen.   Bringt 
man  solches  in  die  Nähe  eines  kräftigen  Nordpols,  so  zeigen  die  Kraft- 
linienversuche,  dafs  es   die  Kraftlinien  an 
sich  heran  und  zum  Teil  in  sich   hinein-  *"'•■  '"■ 

zieht,  als  ob  es  ein  Südpol  w^re.  Es 
passieren  demnach  mehr  Kraftlinien  durch 
das  Eisen,  als  durch  das  gleiche  Volumen 
Lnft  bezw.  den  gleichen  luftleeren  Raum. 
Der  Kraftflufs  wird  begünstigt.  Man 
kann  eich  den  Vorgang  mechanisch  ver- 
sinnbildlichen. Der  Funkt  S  zieht  die  Kraftlinien  NA  und  NA^ 
gewissermalsen  an,  er  wird  ebenso  stark  von  ihnen  angezogen.  Die 
Anziehungen  geben  eine  nach  N  gerichtete  Resultante.  Ebenso  ist  es 
mit  je  zwei  anderen  symmetrisch  li^enden  Kraftlinien.  Eine  pondero- 
motorische  Anziehung  findet  nun 
wirklich  statt,  natürlich  nicht  durch  *"'*  "*■ 

geometrische  Gebilde,  sondern  durch 
die  Einwirkung  der  polarisierten 
Molekülreihen  yeraulafst.  Das  Eisen 
wird  nach  den  Stellen  hingezogen, 
wo  die  ursprünglich  geradlinigen 
Kraftlinien  dichter  beisamm,en  liegen. 

Denkt  man  sich  die  Pole  punkt- 
förmig, so  erhält  man  für  die  Kraft- 
linien Gestalten,  wie  sie  in  Fig.  76 
und  77  veranschaulicht  sind.  In 
der  Wirklichkeit  nehmen  sie  etwa 
die  in  Fig.  178  skizzierte  Form  an.  Normal  gegen  sie  liegend  sind  die 
Niveauflächen  des  Potentials  zu  denken. 

Eine  hydrodTmonische  Analogie  würde  folgende  sein.  Man  denke 
sich  Wasser  von  N  aus  nach  allen  Kichtungen  strömend.    An  Stelle 

HolimDIlor,  Ins.-HMh.n,  rotentlaUheorLe.  S2 
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des  Eisens  denke  man  sich  einen  Kanal,  in  dem  die  Strömung  z.  B.  durcli 
ein  Schaufelrad  mechanisch  unterstützt  wird.  Dadurch  wird  mehr 
Wasser  in  den  Kanal  eingesaugt ,  als  ohne  diese  Unterstützung,  die 
Stromlinien  also  werden  so  abgelenkt,  dafs  sie  sich  nach  S  hin  zu- 
sammendrängen, wodurch  zugleich  die  Geschwindigkeit  verstärkt  wird. 
Ist  nun  das  Bad  an  den  Kanalwänden  befestigt,  so  will  die  Reaktion 
diese  Wände  in  entgegengesetzter  Richtung  vorwärts  treiben,  wie  es 
beim  Dampfschiffe  geschieht. 

b)  Diamagnetismus.  Man  nehme  als  Beispiel  Wismut.  Dieses 
stöfst  in  der  Luft,  ebenso  im  luftleeren  Räume,  die  Kraftlinien  von 
sich  ab  und  wird  ebenso  von  den  Kraftlinien  abgestofsen.  Deutet 
man  die  PfeUe  der  Fig.  177  in  entsprechender  Weise  um,  so  lafst 
sich  der  Vorgang  mechanisch  veranschaulichen.    Das  Wismut  laXst  also 

weniger  Kraftlinien  passieren,   als 
*'*«■  ^'^  die    Luft    oder    der    leere    Raum. 

Denkt    man    sich     die    Pole    als 

Punkte,    so    würden   Figuren    wie 

72  und  75  mafsgebend  werden.    Li 

^.,  ...... ^.  .,.,^ — ^         der  Wirklichkeit  nehmen  die  Kraft- 

W^^M^^^M        linien    Gestalten    an,    wie    sie    in 

Fig  179  skizziert  sind.  Die  hydro- 
dynamische Yeranschaulichung  ge- 
schieht durch  ein  Schaufelrad, 
welches  der  Strömung  entgegen* 
wirkt,  so  dafs  mehr  Wasser  aufser- 
halb  des  Kanals  strömen  wird.  Die  Stromröhren  werden  also  durch 
die  Wirkung  des  Wismuts  bei  diesem  erweitert,  was  einer  Verlang- 
samung der  Geschwindigkeit  beim  Wasser  entspricht.  Die  Reaktion 
gegen  das  Schaufelrad  würde  die  beweglich  gedachten  Kanalwände 
von  m  entfernen. 

c)  Spezifische  Magnetisierungsintensität.  Hat  der  ge- 
näherte Eisenstab  die  Länge  l  und  wird  er  durch  Induktion  auf  die 
Polstärke  m  gebracht,  so  erhält  er  das  magnetische  Moment  ml.  Auf 
die  Raumeinheit  konmit  von  dem  Momentwerte  ein  Betrag,  den  man 
erhält,  wenn  man  ml  durch  den  körperlichen  Inhalt  K=^ql  dividiert, 
wo  g  der  Stabquerschnitt  ist.     Diesen  Betrt^ 


1) 


bezeichnet    man    als    die   spezifische   Magnetisierungsinten- 
sität. 

d)  Aufnahmefähigkeit  oder  Susceptibilität.    Die  Magneti- 
sierungsintensität J  ist,  wie  der  Versuch  lehrt,  proportional  der  Feld- 


Magnetismus.  339 

starke.  Zugleich  ist  sie  abhängig  vom  Material  des  Stabes.  Man 
kann  demnach  auch  setzen 

2)  eir=  xK 

Hier  bedeutet  F  die  Feldstärke  und  x  eine  jedem  Material  eigentümliche 
Eonstante.  Diese  Konstante  ist  die  der  Aufnahmefähigkeit  oder 
Susceptibilität  des  Materials. 

e)  Durchlafsfähigkeit  oder  Permeabilität.  Der  induzierte 
Stab  läfst  mehr  bezw.  weniger  Kraftlinien  durch,  als  der  luftleere 
Raum.  Dividiert  man  die  erste  Anzahl  durch  die  zweite,  so  giebt  der 
Bruch  an,  wieviel  mal  so  grofs  die  Durchlafsfähigkeit  des  Materials 
ist,  als  die  des  leeren  Raumes.  Diese  Zahl  /i  ist  die  Konstante  der 
Durchlafsfähigkeit  oder  Permeabilität  des  Materials. 

f)  Zusammenhang  zwischen  x  und  |it.  Um  den  Zusammen- 
hang zwischen  Susceptibilität  und  Permeabilität  aufisuklären  denke 
man  sich  das  ursprüngliche  Feld  homogen 

und  von  der  Feldstärke  F,  so  dafs  durch  ^^  ^^ 

den  Querschnitt  q  die  Kraftröhren  in 
der  Anzahl  qF  passieren,  durch  die 
Flächeneinheit  selbst  in  der  Anzahl  F. 
Auch  das  Feld  im  induzierten  Material, 
z.  B.  im  Eisen,  betrachte  man  als  homogen.  Nach  1)  ist  die  Pol- 
stärke m  =  qjj  die  Zahl  der  Kraftlinien,  die  vom  Pole  ausgehen, 
ist  also  (nach  Nr.  57)  4tnm  =  4t7cJq,  Diese  sind  im  homogenen  Felde 
sämtlich  als  parallel  anzunehmen.  Mit  diesen  vom  induzierten 
Magnetismus  allein  herrührenden  Kraftlinien  vereinigen  sich  (durch 
Superposition)  die  qF  Kraftlinien  des  ursprünglichen  Feldes,  im 
ganzen  handelt  es  sich  um  die  Anzahl  qF  -{-  4:7cJq,  so  dafs  durch 
die  Flächeneinheit 

N=4.^J+F 

Kraftlinien  gehen.     Dafür  kann  man  nach  2)  schreiben 

N=4.nxF+F. 
Die  Konstante  der  Permeabilität  wird  also 


h:- 

Vjt' 

l 

Der  Zusammenhang  zwischen  der  Susceptibilitäts-  und  der 
Permeabilitätskonstante  wird  also  gegeben  durch  die  Glei- 
chung 

3)  fi«=4;rx+l     oder     3*)x==?5^. 

22* 
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Angenommen  z.  B.  für  Eisen  von  gewisser  Weichheit  sei  x  =  200, 
so  würde  sich  ergeben 

^  =  4. Ä- 200  +  1  =  2512. 

In  der  That  kann  für  weiches  Eisen  /i  Werthe  zwischen  2000  und 

3000  annehmen.     Bei 
^*^-  ^^^-  dieser       aufserordent- 

lichen  Durchlalsföhig- 
keit  erklärt  sich  die 
Schirmwirkung  des 
Eisens  ganz  von  selbst. 
Man  versteht,  wie  nach 
Fig.  181  bei  einem 
Hohlcylinder  von  wei- 
chem Eisen  von  den 
äufseren  Eraftlinien 
kaum  eine  durch  den 

Hohlraum 


Fig.  182. 


inneren 
geht. 

Bei 
lindem 


Fig.  188. 


massiven  Cy- 
würden  sich 
für  Para-  und  Dia- 
magnetismus Figuren 
wie  Nr.  182  und  183 
ergeben,  die  sich  selbst 
erläutern.  Zu  beiden 
vergleiche  man  Fig. 
136. 

Für    paramagneti- 
sche Körper  ist  fi  >  1 
also  X  positiv,  für  dia- 
magnetische ist  /i  <  1 
also  X  negativ,  für  den  leeren  Raum  ist  ^  =  1,  also  x  =  0. 

Über  die  praktischen  Anwendungen  der  Schirmwirkung  vergleiche 
man  die  Lehrbücher. 
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Elektromagnetische  und  elektrodynamisclie 
Wirkungen  galvanischer  Ströme. 


247)  Ablenkung  der  Magnetnadel  durch  Ströme.  Im 
Jahre  1819  veröffentlichte  Oerstedt  die  Beobachtung,  dafs  die 
mi^etische  Deklinationsnadel  durch  elektrische  Ströme,  besonders 
durch  solche,  die  in  der  Ebene  des  magnetischen  Meridians  fliefsen, 
aus  der  Normallage  abgelenkt  werde.  (Ursprung  der  elektrischen 
Telegraphie.)  Ampfere  fafste  die  Art  der  Ablenkung  in  der  sogenannten 
Schwimmregel  zusammen,  die  in  den  Lehrbüchern  erläutert  ist. 
,ß[an  denke  sich  einen  Menschen  in  der  Stromrichtung  vorwärts 
schwimmend  und  das  Gesicht  dabei  der  Nadel  zuwendend,  dann  wird 
der  Nordpol  nach  links  abgelenkt."  In  neuerer  Zeit  wendet  man  statt 
dessen  die  bequemere  Bechthandregel  an:  „Man  denke  die  rechte 
Hand  so  an  den  Stromleiter  angelegt,  dafs  der  Strom  an  den  Finger- 
spitzen austritt,  die  Innenfläche  der  Hand  aber  der  Nadel  zugewendet 
wird,  dann  zeigt  der  ausgestreckte  Daumen  die  Richtung  an,  in  der 
der  Nordpol  abgelenkt  wird."  (Die  entsprechende  Linkhandregel  für 
die  Bewegung  des  beweglichen  Stromleiters  bei  festgehaltenem  Magnet- 
stab bilde  sich  der  Leser  selbst.) 

248)  Kraftlinien  und  Niveauflächen  langer  geradliniger 
Ströme.      Wird    der  Strom   senkrecht   durch 

eine  horizontale  Pappscheibe  geführt,   auf  der  ^*^  ^®* 

sich  Eisenfeilspäne  befinden,  so  ordnen  sich 
diese  zu  koncentrischen  Kreisen  an.  Die  Tan- 
genten der  Kreise  geben  die  Einstellung  der 
Magnetnadel  an.  Diese  könnte  in  zweierlei 
Weise   geschehen,  regelt   sich  aber  folgender- 

mafsen:  Das  Nordende  der  Nadel  zeigt  nach  der  Richtung  hin,  in  der 
sich   der  Uhrzeiger  bewegt,  sobald  der  Strom  AB  vom  Beobachter 
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weg  durch  die  Scheibe  geht;  es  zeigt  nach  entgegengesetzter  Richtung, 
sobald  der  Strom  die  Richtung  BÄ  einschlägt.     Folglich: 

Die  Kraftlinien  eines  langen  geradlinigen  Stromes  sind 
jeder    Normalebene    koncentrische    Kreise,    die    Niveau- 


in 


Fig.  186. 


flächen  bilden  also  ein  durch  den  Draht  gehendes  Ebenen- 
büschel, im  Normalschnitt  selbst  ein  StrahlenbüscheL  Für 
den  Richtungssinn  der  Kraftlinien  ist  die  Rechthandregel  entscheidend. 
Da  das  Problem  ein  zweidimensionales  ist,  so  kann  es  sich  nur  um 
die  gleichwertige  Einteilung  der  Normalebene  in  kleine  Quadrate 
handeln,  wie  sie  in  Fig.  85  dargestellt  ist.  Die  Dimensionen  der 
Quadrate  sind  proportional  dem  Radius.  Sind  also  w  imd  w^  die 
homologen  Seiten  zweier  Quadrate,  die  in  die  Richtung  der  Kreis- 
tangenten  fallen,  so  dafs  sie  die  Krafirwege  von  Niveaufläche  zu 
Niveaufläche  bedeuten,  so  mufs  nach  Nr.  110  bezw.  112  pw=PiWj^  sein, 
oder  p :pj^  =  w^iw.  Vergleicht  man  dies  mit  Wj : w?  =  r^ : r,  so  folgt 
p:Pi  =  r^iTy  d.  h.  die  ablenkenden  Kräfte,  die  der  Strom  auf 
die  Einheit  des  Nordmagnetismus  ausübt,  sind  umgekehrt 
proportional  dem  Abstände  vom  Drahte.  Das  Diagramm  der 
Kraft  also  müfste  längs  eines  Radius  auf  eine  gleichseitige  Hyperbel 
führen.     Ist    dies   alles   richtig,   so   handelt   es   sich   um   das   Yer- 

tauschungsproblem    des    zweidimen- 
sionalen Einpunktproblems. 

Ein  einfaches  Experiment  bestätigt  die 
Vermutung.  Fig.  185  stellt  eine  Scheibe  dar, 
die  am  Stromleiter  so  aufgehängt  ist,  dafs  sie 
sich  um  ihn  als  Achse  drehen  kann.  Zwei 
Magnete  sind  radial  aufgelegt,  mit  den  Nord- 
polen z.  B.  nach  aufsen,  mit  den  Südpolen 
nach  innen.  Ist,  wie  vermutet,  das  Moment 
der  einander  unterstützenden  Ablenkungen 
gleich  Null,  d.  h.  herrscht  Gleichgewicht,  so 
folgt,  im  Einklang  mit  dem  Obigen,  für  das 
Moment  der  Ableitungskräfte  in  Bezug  auf  die  beiden  Pole  jedes 
Magnets  pr  +  jj^r^  =  0,  d.  h.  absolut  genommen  pr  =  p^r^.  Die  Ver- 
mutung ist  richtig,  da  keine  Drehung  stattfindet.  Wäre  sie  felsch, 
so  würde  ununterbrochene  Drehung  um  den  Strom  als  Achse  erfolgen. 

249)  Die  ablenkende  Kraft  und  ihr  Potential.  Die  auf  die 
Poleinheit  des  Magnetismus  ablenkend  wirkende  Kraft  ist  nach  den 
Versuchen  proportional  der  Intensität  des  Stromes  und  nach  obigem 
umgekehrt  proportional  dem  Abstände,  sie  ist  also 

1)  P  =  ^J-y 
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wo  X  eine  Konstante  ist.  Die  Kurven  gleicher  Intensität  fallen  mit 
den  Kraftlinien  zusammen ,  was  bei  dem  Problem  mehrerer  Ströme 
nicht  mehr  der  Fall  sein  wird.  Die  Gleichungen  der  Kraftlinien 
werden  im  Einklang  mit  dem  früher  behandelten  Probleme  (Nr.  112) 
in  der  Form 


KJ 


2)  xJ'lgr  =  c    oder    r  *=  e 

geschrieben,  damit  einer  arithmetischen  Reihe  von  Werten  für  c  eine 
geometrische  der  Radien  entspreche,  wie  es  von  der  quadratischen 
Einteüung  der  Ebene  verlangt  wird. 

Die  Niveaulinien  des  Potentials  erhalten  die  Gleichung 

3)  xJ^  =:=  c  +  2n7txJ    oder     ^•=^-j+2nn, 

denn  der  Wert  von  d"  mufs  bei  einer  Umdrehung  um  2n7C  zu-  oder 
abnehmen.  Abgesehen  von  der  Konstanten  x  ist  das  Potential 
V=  Jd-  +  2w3rJ'  zu  setzen. 

Setzt  man  xJ=:  1,  so  hat  man  einfacher  die  drei  Gleichungen 

p  =  —f  Igr  =  c  oder  r  =  ef^,  ^  =  c  +  2nn,  was  den  früheren  ent- 
spricht, nur  mit  dem  Unterschiede,  dafs  die  Vertauschung  der  Kraft- 
imd  Niveaulinien  vor  sich  gegangen  ist. 

250)  Das  magnetische  Feld  eines  Stromes.  Auch  durch 
den  elektrischen  Strom  wird  das  Feld  des  Dielektrikums  in  den 
Zwangszustand  einer  Polarisation  versetzt  und  zwar 
ist  diese  eine  magnetische.  Denkt  man  sich  das  Feld 
als  aus  lauter  Elementarmagneten  bestehend,  so  richten 
sich  diese  im  Sinne  der  Fig.  186  bei  nach  vom  gehendem 
Strome  so  ein,  wie  es  dort  dargestellt  ist.  Es  entstehen 
also  auch  hier  Zugspannungen  in  den  Ejraftlinien  und 
Abstofsungen  senkrecht  dagegen.  Diese  Yorstellungs- 
weise  ist  aber  nur  eine  vorläufige  und  bedarf  später  der  Verfeinerung. 

Die   Feldstärke    ist   nach    obigem  durch   If  =p  ==  xJ—    gegeben. 

Diese  Polarisationt» Wirkung  des  Stromes  könnte  man  als  die  mag- 
netomotorische bezeichnen.  Angenommen,  man  könnte  einen  iso- 
lierten Nordpol  in  das  Feld  bringen,  so  würde  dieser  der  vorhandenen 
Potentialdifferenzen  wegen  unaufhörlich  um  den  Strom  rotieren.  Dies 
wird  durch  den  dabei  stets  vorhandenen  Südmagnetismus  verhindert. 
Gelingt  es  jedoch,  Apparate  herzustellen,  bei  denen  der  Strom  auf 
den  Nord-  und  Südpol  in  demselben  Sinne  ablenkend  wirkt,  so  kann 
man  Drehungen  erzielen,  die  dann  eine  ponderomotorische  Wirkung 
des  Stromes  ergeben.     Solche  Apparate  sind  durch  Faraday  und 
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Ampere  in  verschiedenen  Formen  konstruiert  worden.    In  allen  Lehr-- 
büchern    der   Physik   werden   sie   ausführlich   beschrieben,   was   hier 
nicht  geschehen  soll.     Dasselbe  gilt  von  solchen  Vorrichtungen,  bei 
denen  der  Stromleiter  um  den  Magnet  kreist. 

Ist  die  Polstärke  der  gedrehten  Magnete  gleich  m,  und  ist  die 
Entfernung  vom  Drahte  gleich  r,  so  wirkt  auf  jeden  Pol  die  Kraft 

4)  Fm^=KJ-j 

für  die  nach  der  Gefallformel 

^ Fj  —  V  PotentialdifFerenz 

-^  w  kleiner  Weg  in  der  Eraftlinie 

auch  geschrieben  werden  kann 

5)  Fm^xm^^^'-^^- 

Der  Übergang  von  Gleichung  4)  zu  5)  kann  jedoch,  wie  sofort 
gezeigt  wird,  auch  selbständig  geschehen. 

251)  Vergleich  des  Stromes  mit  einem  magnetischen 
Blatte.  In  Nr.  245  war  gezeigt,  dafs  ein  einseitiges,  begrenztes, 
magnetisches  Doppelblatt  dasselbe  Feld  hat,  wie  der  hier  behandelte 
Strom.  Dort  hatte  sich  ergeben  F  =  2  *  (ä  —  ^),  wenn  die  Winkel 
in  Bogengröfsen  am  Einheitskreis  gemessen  wurden.  Hier  war 
O  =s  dSy  wo  d  die  Dicke  des  Blattes,  d  die  Dichte  der  magnetischen 
Belegung  war,  st  —  ^  dagegen  der  Winkel  bezw.  Bogen,  unter  dem 
es  erscheint.  Um  aus  dem  Potential  die  Feldstärke  für  irgend  einen 
Punkt  abzuleiten,  bewege  man  diesen  auf  der  kreisförmigen  Kraftlinie 
um  einen  kleinen  Bogen  w  =  ry,  wo  y  die  kleine  Winkeländerung 
des  Radius  bedeutet.  Dabei  geht  das  Potential  V=20  {x  —  ^) 
über  in  Fj  =  2  <&  (itt  —  ^  —  y),  so  dafs  die  Potentialdifferenz 

F—  Fl  =  2  *  [(ä  —  ^)  —  (ä  —  ^  —  y)]  =  2  a>y 

wird.     Die  Feldstärke  ergiebt  sich  demnach  als 

F— Fl        2*y        2* 
w  Tf  r 

Soll  nun  das  Blatt  mit  dem  Strome  dieselbe  Feldstärke  haben,    so 
hat  man  zu  setzen 

d.  h.  es  mufB  sein  ^'   '  '  ' 

*  =  Y  ,     oder    5d  =  y  • 


Elektromagnetische  und  elektrodynamische  Wirkungen  galvanischer  Ströme.    345 

Die  Eonstante  x  hangt  von  der  Wahl  der  Stromstärke  ab,  während 
die  Dichte  d  in  magnetischen  Einheiten  gemessen  war.  Zwischen 
beiden  Einheiten  besteht  also  ein  gewisser  Zusammenhang.  Berück- 
sichtigt man  diesen  nicht,  sondern  wählt  man  die  elektromagnetische 
Einheit  der  Stromstärke  willkürlich,  so  wird  in  einem  neuen  Mäfse 
gemessen,  dessen  Einheit  die  des  elektromagnetischen  Mafssystems  ist. 

Wählt  man  die  neue  Einheit  so,   dafs   <&  =  cT"  wird,  so  ist  ^  =  1, 

also  X  =  2  zu  setzen.  Unten  wird  darüber  ausführlicher  gesprochen. 
Hier  soUte  zxmächst  nur  der  Zusammenhang  beider  MaTssysteme  an- 
gedeutet werden.  Dort  wird  sich  auch  zeigen,  dafs  die  Analogie  mit 
dem  magnetischen  Blatte  eine  noch  viel  weiter  gehende  ist. 

252)  Allgemeine  Folgenmgen.  Jedem  zweidimensionalen 
Mehrpunktsprobleme  entspricht  als  Vertauschungsproblem 
ein  solches  für  parallele  geradlinige  Stromleiter,  jedem 
zweidimensionalen  Linienproblem  ein  solches  für  parallele 
leitende  Bänder. 

Sämtliche  schon  behandelten  Mehrpimktprobleme  erhalten  somit 
eine  neue  elektromagnetische  Deutung.  Des  Verfassers  „Einführung 
in  die  Theorie  der  isogonalen  Verwandtschaften"  bietet  auf 
jeder  Figurentafel  Beispiele  über  beide  Arten  von  Problemen. 

Die  Gleichungen  für  Punktprobleme  lauteten  für  die  Niveaulinien 
und  Kraftlinien  nach  Nr.  113 

%  Ign  +  »«8  lg^2  H h  Wn  Igrn  =  C, 

»Wi^i  +  ^^'9'2  H h  w»^»  =  c. 

Sie  gehen  hier,  wo  x  =  1  gesetzt  werden  möge,  über  in 

för  die  Niveaulinien  des  Potentials,  und  in 

für  die  Kraftlinien,  wobei  die  Vertauschung  berücksichtigt  ist.  Die 
Konstruktion  mit  Hilfe  der  quadratischen  Einteilungen  durch  Strahlen- 
büBchel  und  Kreisscharen  erfolgt  genau  so,  wie  früher,  durch  das 
Ziehen  der  Diagonalkurven  der  entstehenden  Maschennetze,  von  denen 
die  eine  Gruppe  der  Addition  die  andere  der  Subtraktion  der  Felder, 
(bei  entgegengesetzten  Strömen)  entspricht.  Neues  ergiebt  sich  also 
nicht.     Trotzdem  sollen  einige  instruktive  Beispiele  gegeben  werden. 

253)  Parallele  Drähte  mit  gleich  gerichteten  gleich 
starken  Strömen.    Mafsgebend  wird  Fig.  125^  d.  h.  die  Niveaulinien 
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Fig.  187. 


\ 


>M, 


^^ ^^ 


bilden  ein  Büschel  gleichseitiger  Hyperbeln  ^^  -f-  ^,  ==  c,  die  Kraftlinien 
eine  Schar  konfokaler  Lemniskaten  zweiter  Ordnung  lg»*!  +  Ig''2  =  ^ 

oder  r^r^  =  eF.  Sind  M^  und  M^  die 
Drahte  mit  den  ursprünglich  kreisförmigen 
^  Kraftlinien^  so  sind  die  benachbarten  der 
\  beiden  Systeme  entgegengesetzt  gerichtet, 
/  ziehen  also  einander  an.  Demnach  ist 
zu  erwarten,  dafs  auch  die  Stromleiter 
sich  anzuziehen  scheinen,  wahrend  eigent- 
lich das  elektromagnetisch  polarisierte  Mittel  arbeitet.  Das  Experi- 
ment bestätigt  den  Satz: 

Gleichgerichtete  Ströme  ziehen  einander  an. 

254)  Parallele  Drähte  mit  entgegengesetzten  Strömen 
von  gleicher  Stärke.  Hier  ist  Fig.  127  zu  vergleichen-  Die 
Niveaulinien  des  Potentials  werden  die  Kreise  des  entsprechenden 
Kreisbüschels 

^1  —  -^2  '^  ^y 

Die  Kraftlinien  bilden  die  orthogonale  Kreisschar  von  der  Gleichung 


Fig.  188. 


Igr^  —  lgrg  =  c    oder     -^  =  c*. 


( "" ;  ( 


o^ 


^- ■ 


Flg.  189. 


Nach   Fig.  188   sind    die   benach- 
barten  Kraftlinien    von    M^    und   Jlf,, 
die  ursprünglich  koncentrischen  Kreis- 
scharen   angehören,     gleich    gerichtet, 
stofsen  also  einander  ab.     Es  steht  zu 
vermuten,   dafs  diese  Abstofsung  sich   auf  die  Stromleiter  überträgt 
und  sichtbar  wird,  wenn  diese  bew^lich  sind.     Das  Experiment  be- 
stätigt dies,  also  gilt  der  Satz: 

Entgegengesetzt  gerichtete  Strome 
stofsen  einander  ab. 

Dieses  gegenseitige  Anziehen  und  Abstofsen 
paralleler  Ströme  gehört  schon  zu  den  elektro- 
dynamischen Wirkungen  von  Strom  auf  Strom. 

Dieses  Problem  gewährt  einen  weiteren  Ein- 
blick in  die  Theorie  des  magnetischen  Blattes.  Die 
Wirkung  jedes  Stromes  kann  durch  ein  einseitig 
begrenztes  ms^etisches  Doppelblatt  ersetzt  werden, 
da  aber  die  Stromrichtungen  entgegengesetzt  sind,  haben  die  Doppel- 
blätter beider  Ströme  entgegengesetzte  Belegungen,  d.  h.  die  Wirkungen 
heben  einander  auf,  soweit  die  Doppelblätter  aufserhalb  des  zwischen 
X  Y  und  Xi  T^  liegenden  unendlichen  Streifens  liegen,  wo  blofe  das 
Doppelblatt  des  einen  übrig  bleibt.     Folglich: 
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Gleich  starke  entgegengesetzt  gerichtete  Ströme  wirken 
wie  ein  zwischen  beiden  liegendes  Doppelblatt  von  der  Stärke 

g^  SS  — . . 
-  2 

Ihr  Potential  für  einen  Punkt  P  ist  daher  proportional  dem 
Winkel,  unter  dem  der  Plächenstreifen  von  P  aus  gesehen  wird. 

Denkt  man  sich  oben  und  unten  in  sehr  grofser  Entfernung  die 
Ströme  verbunden,  so  dafs  sie  einen  einzigen  Strom  bilden,  der  in 
sich  geschlossen  ist  (Stromkreis),  so  kann  man  sagen,  die  Wirkung 
dieses  ebenen  Stromkreises  sei  gleich  der  des  von  ihm  umflossenen 

Doppelblattes  von  der  Stärke  <5  =  -g-  • 

Das  Problem  ist  ein  zweidimensionales.  Führt  man  den  Normal- 
schnitt AA^B^^^  so  hat  man  eine  Doppelgerade,  die  entgegengesetzt 
wirkende  Belegungen  hat.     Folglich: 

Wird  eine  begrenzte  Gerade  AB  auf  der  einen  Seite  mit 
nordmagnetischer,  auf  der  andern  mit  südmagnetischer  Be- 
legung versehen,  so  sind  die  Kreise  des  durch  die  Endpunkte 
gehenden  Ereisbüschels  die  Niveaulinien  des  Problems, 
während  die  Kreise  der  Orthogonalschar  die  Kraftlinien  sind. 

Auf  diese  Art  magnetischer  Doppelblätter  kommt  die  Betrachtung 
noch  einmal  zurück.  Vorher  soUen  noch  einige  andere  Beispiele  über 
parallele  Drahte  behandelt  werden. 

255)  Andere  Beispiele.  Fig.  129  stellt  das  Problem  von  vier 
parallelen  Strömen  in  parallelogrammformiger  Anordnung  dar.  Das 
eine  diagonal  liegende  Paar  ist  in  der  einen,  das  andere  in  der  ent- 
gegengesetzten Richtung  durchflössen. 

Fig.  130  behandelt  sechs  Drähte,  von  denen  je  drei  in  der 
einen  bezw.  entgegengesetzten  Richtung  durchflössen  werden.  Die 
Figur  erläutert  sich  selbst.*) 

Fig.  131  giebt  das  elektromagnetische  Feld  für  ein  stromdurch- 
flossenes  Band  von  sehr  grofser  Breite  in  der  Nähe  seiner  Begrenzung'. 
Die  Strömung  wird  dabei  als  so  erfolgend  vorausgesetzt,  wie  es  der 
dort  behandelten  elektrostatischen  Verteilung  entspricht.  Beide  Kurven- 
gruppen sind  konfokale  Parabeln. 

Fig.  134  stellt  die  Störung  eines  homogenen  Feldes  durch  eine 
geradlinige  Reihe  von  Strömen  dar  (Drahtgitter),  wobei  jedoch  nur 


*)  In  solchen  Fällen  kann  man  je  zwei  entgegengesetzte  gleich  starke  Ströme 
durch  das  zwischen  beiden  liegende  Doppelblatt  ersetzen,  wobei  sich  aus  dem 
Normalschnitt  Sätze  über  zweidimensionale  Probleme  ergeben,  bei  denen  es  sich 
um  Doppelgerade  handelt,   die  entgegengesetzte  homogene  Belegungen  haben, 
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einer   der  Streifen  gezeichnet  ist.     Jeder  Einzelstrom  absorbiert  im 
Beispiele  die  Strömung  seines  Streifens  vollkommen. 

In  Fig.  135  handelt  es  sich  um  drei  gleich  starke  Drahtströme,  von 
denen  der  mittlere  entgegengesetzte  Richtung  hat,  wie  die  beiden 
anderen. 

An  Fig.  136  erkennt  man,  wie  ein  homogenes  Feld  durch  zwei 
dicht  nebeneinander  liegende  Parallelströme  von  entgegengesetzter  Rich- 
tung gestört  wird.  Zwei  Deutungen  sind  möglich,  je  nachdem  man 
die  Strömung  des  Feldes  als  horizontal  oder  als  vertikal  betrachtet, 
wobei  die  Verbindungslinie  der  Drähte  entgegengesetzt  zu  drehen  ist 
und  in  die  Strömungsachse  fallen  mufs. 

Fig.  137  stellt  dasselbe  dar,  jedoch  steht  die  Verbindungslinie 
der  Drähte  um  90^  geneigt  gegen  die  Stromrichtung. 

In  Fig.  140  handelt  es  sich  um  die  Strömung  in  einem  elek- 
trischen Bande  und  die  elektromagnetische  Polarisation  der  Umgebung. 

Auch  Fig.  141  läfst  eine  entsprechende  Deutung  für  Bandströ- 
mungen zu. 

Bei  den  Punktproblemen  kann  man  auch  die  bandförmigen  Strö- 
mungen untersuchen,  die  den  Vertauschungsproblemen  entsprechen. 

Die  genannten  Beispiele,  die  ins  Endlose  vermehrt  werden  können, 
werden  von  der  Art  und  Weise  der  elektromagnetischen  Polarisation 
in  der  Umgebung  von  Strömen  ein  hinreichendes  Bild  geben.  In 
der  „Theorie  der  isogonalen  Verwandtschaften"  findet  der  vorge- 
schrittene Leser  auch  die  wichtigsten  der  mit  den  elliptischen  Funk- 
tionen zusammenhängenden  FäUe. 


Fig.  190. 


256)  Übergang  zu  geschlossenen  Stromkreisen.  AB  und 
CD  seien  gleichgerichtete  Ströme  von  derselben  Intensität  J.  Nach 
Nr.  251  können  sie  durch  das  von  ihnen  umgrenzte  m^netische 
Doppelblatt  von  Stärke  O  =  ^xJ  ersetzt  werden.     Bringt  man  nun 

eine  verbindende  Doppelgerade  EF  dazu,  welche  ent- 
gegengesetzte Ströme  von  derselben  Intensität  leitet,  so 
heben  sich  die  Wirkungen  dieser  Hilfsströme  för  jeden 
Raumpunkt  auf,  und  auch  das  Gesamtpotential  V  für 
jeden  Punkt  des  Raumes  bleibt  ungeändert.  Die  den 
Strömen  EF  und  FE  entsprechenden  magnetischen 
Doppelblätter  erhalten  die  Dichtigkeit  S  -|-  ( —  S)  =  0, 
sind  also  als  nicht  vorhanden  zu  betrachten.  Folglich: 
Die  beiden  Ströme  AEFD  und  CFEB  wirken  wie  die 
ursprünglichen  Ströme  AB  und  CD  und  wie  das  zu- 
gehörige Doppelblatt.  Wird  nun  das  eine  Doppelblatt  von  P  aus 
unter  dem  körperlichen  Winkel  ip^  gesehen,  das  andere  unter  y„  so 
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Fig.  191. 


zerlegt  sich  das  Anfangspotential  V  in  zwei  Teile  F^  =  V — ^ — 
und  Fj  =  F — ^ — ,  die  sich  also  wie  die  zugehörigen  körperlichen 

Winkel  verhalten.  Da  nun,  wie  auch  die  Gerade  EF  gelegt  werde, 
die  Potentialsunime  für  die  beiden  Ströme  gleich  der  der 
beiden  Doppelschalen  ist,  so  bleibt  nur  der  Schlufs 
übrig,  dafs  auch  die  Einzelpotentiale  übereinstimmen, 
so  dafs  z.  B.  das  Potential  des  Stromes  AEFD  für 
jeden  Punkt  des  Raumes  gleich  dem  der  entsprechenden 
Doppelschale  ist.  Folglich  ist  das  Potential  des  Stromes 
AEFD  ebenso  wie  das  der  Doppelschale  proportional 
dem  körperlichen  Winkel,  unter  dem  der  Strom  ge- 
sehen wird. 

Führt  man  noch  einen  zweiten  Schnitt  GH  in  der 
Weise,     dafs    ein     geschlossener    Strom    EG  HF    von 
Yierecksgestalt    entsteht,    so    kann  man    dessen  Wirkung  gleich    der 
Differenz  der  Wirkung  der  Blätter  AG  HD  und  AEFD  setzen.    Die 
betreffenden    Schlüsse   bleiben   bestehen.     Fallen  H 
und  F  zusammen,   so  ist  auch  das  Dreieck  erledigt.  *'**  ^^- 

Ein  Blick  auf  Fig.  192  zeigt,  dafs  jedes  strom- 
umflossene  Polygon  in  Dreiecke  zerlegt  werden  kann. 
Folglich  gilt  zunächst  von  ebenen  Flächen,  die  von 
einem  Strom  umflossen  werden,  der  Satz: 

Die  Wirkung  eines  Stromkreises  kann 
ersetzt  werden  durch  die  eines  magnetischen 

Doppelblattes  von  der  Stärke  O  =  —  xJ,  welches  vom  Strom- 
kreise umgrenzt  ist.  Das  Potential  des  Stromes  wie  die  des 
Blattes  für  jeden  Raumpunkt  P  ist  gleich  Oip  oder  —  Xe/^9?, 
wo  <p  den  körperlichen  Winkel  bedeutet,  unter  dem  die 
Stromkreisfläche  von  P  aus  gesehen  wird. 

Liegt  P  in  der  Ebene  des  Stromkreises,  d.  h.  im  Blatte  selbst,  so 

erscheint  dieses  unter  dem  körperlichen  Winkel  y  ==  =4-  2ar. 

Das  Potential  ist  also  für  jeden  Punkt  der  umspannten  Fläche  gleich 

-^  xJ27e  ==^  ■^xxJ.    Die  Gleichung  '-Jfp  =  c  giebt  die  Gleichung  der 

Niveauflächen,  zu  denen  auch  die  Ebene  selbst  gehört.  Dafs  das 
Potential  in  der  Ebene  selbst  zweideutig  genannt  ist,  reicht  nicht  aus, 
es  ist  sogar  unendlichdeutig.  Angenommen,  es  habe  den  Wert  X7tJ] 
macht  man  dann  um  einen  der  Drähte  einen  Umgang  im  Sinne  des 
wachsenden  Potentials,  so  geht  man  über  zu  x^J-\-  2stxJ,  während, 
der  entgegengesetzte  Gkng  auf  xütJ — 2ütxJ=  —  xnJ  führt.  Das 
Potential  hat  also  dort  den  Wert  x7cJ^2nxJ,  wo  n  eine  beliebige 


QP 
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Flg.  198, 


ganze  Zahl  ist.    Dies  gilt  nun  von  jedem  Raumpiinkte.    Diese  Perio- 
dizität   bezw.  Vieldeutigkeit    hat   ihren    Grund   in   der   des   Winkels 

%''\-2n%  fär  einen  Draht,  kann  also  nicht  überrascheiL 
Von  diesem  Zusatz  2n;r  soll  künftig  abgesehen  werden. 
Für  die  Fortsetzung  der  Blattebene  ist  aus  Symmetrie- 
gründen  das  Potential  gleich  Null.  Diese  reicht  bis  ins 
unendliche,  wo  aber  ebenfalls  der  Potentialwert  gleich 
Null  ist.  Der  Ausdruck  xnJ  bedeutet  also  die  Arbeit, 
die  nötig  ist,  die  nordmagnetische  Einheit  aus  dem 
unendlichen  Bereich  bis  in  die  Ebene  des  eigent- 
lichen Blattes  zu  führen.  Dies  Arbeit  ist  positiv 
auf  der  Seite  der  Nordbelegung,  negativ  auf  der  Seite 
der  Südbelegung  des  Blattes. 


Fig.  194. 


Fig.  196. 


257)  Nichtebene  Stromkreise.  Ist  das  Stromviereck  ein  wind- 
schiefes, so  läfst  sich  ebenfalls  die  Zerlegung  in  zwei  Dreiecke  durch- 
führen, die  aber  nicht  mehr  in  dieselbe  Ebene 
fallen.  Der  Potentialsatz  gilt  für  jedes  einzelne 
Dreieck,  also  auch  für  die  Summe  beider  Blatter^ 
denn  auch  die  körperlichen  Winkel  q>^  und  9, 
werden  algebraisch  addiert.  Gkuiz  ebenso  ist 
es,  wenn  das  Polygon  von  sehr  vielen  Seiten 
auf  einer  beliebigen  krummen  Fläche  liegt,  die 
nun   als   Blatt   behandelt  werden  kann.     Stets 

ist  das  Potential  des  Stromes  gleich  y  xe^y,  wo  9?  der  körper- 
liche Winkel  ist,  unter  dem  das  Blatt  erscheint. 

Die  Flächen  F=  0  bezw.  F=  x;re7brauchen 
nun  nicht  mehr  mit  der  Blattfläche  und  ihrer 
Erweiterung  zusammenzufallen,  auch  sind  sie 
keine  Ebenen  mehr.  Sie  gehören  der  Gruppe 
F  =  c  an.  Ohne  weiteres  ist  klar,  dafs  sämt- 
liche geschlossene  Ströme,  die  einen  allgemeinen 
Kegel  mit  Spitze  G  bei  beliebiger  Gestalt  in 
seiner  Fläche  umkreisen,  in  Bezug  auf  die  Spitze  dasselbe  Potential 

y  xi^9  haben,  sobald  die  Intensität  J  ftir  alle  dieselbe  ist. 

258)  Aufgabe.  Das  Potential  und  die  hereinziehende  Kraft 
eines  Kreisstroms  von  der  Intensität  J  für  einen  beliebigen 
Punkt  c  seiner  Normalachse  zu  berechnen. 

Auflösung,  a)  Man  denke  sich  das  magnetische  Doppelblatt  in 
Gestalt  der  durch  den  Kreis  gelegten  Kalotte,  deren  Mittelpunkt  C 
ist.    Nach  Nr.  44  wird  diese,  wenn  Winkel  ACM=  y  ist,  von  G  aus 
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unter    dem    körperlichen    Winkel    qp  ==  4  •  V^x  ^ — TgäT"  =^  ^^  4~f~ 
= gesehen^  wo  h  die  Pfeilhöhe  der  Kalotte,  also  Ä  =  s  —  s  cos  y 


s 


ist.     Daraus  folgt  qp  =  2ä  (1  —  cosy).     Das  Potential  im  Punkte  C 
ist  also 

F  =  Y  xJ2jt  (1  —  cos  y)  =  ;rx  J"  (1  ~  cos  y).     • 


b)  Um  die  ablenkende  Kraft  für  die  Pol- 
einheit in  C  zu  berechnen,  die  senkrecht  gegen 
die  Ebene  ACM  wirkt  (wie  auch  der  Ver- 
such zeigt),  benutze  man  die  GefaUeformel 


Fig.  196. 


P  = 


W 


wo  w  ein  kleiner  Weg  CC^  ist.     Man  erhält 

T  (1  —  cos  y)  —  (1  —  cosy,)  ^  cos  y,  —  cos  y 


Hier  ist 


cosyi 


cos  y  =  —  2  sin  - -^^  sin  ^'      ^ 


=  —  2  sin  (y  +  4)  sin  1^  =  —  2  fsin  y  cos  |^  +  cos  y  sin  -    sin  — 

sin  y  cos  —  sin  —  -|-  cos  y  sin*  -  • 

Hier  kann  sin*  —  als  unendlich  klein  zweiter  Ordnung  gleich  Null  ge- 
setzt  werden.     Es   bleibt   stehen   —  2  sin  y  •  y  sin  £  =  —  sin  y  •  sin  b. 


Nun  ist  nach  dem  Sinus-Satze  sin  e  = 


sin  y  •  sm  £  =■  —  • 


•    -  — 

8 


*  •  sm  y  =  — ^  •  — ,  also  ist 


«, 


8 


—5 — ^,  also  abgesehen  vom  Vorzeichen 


8'  8, 


p  =  nxJ  •  -,-- ^- 


«».«1      CCi 


8"«, 


Für  unendlich  kleines  CC^  ist  s^  ^  5  zu  setzen,  die  ablenkende  Ejraft 

wird  also 

r^TtTiJ       F%J 
P  = 


«' 


8' 


die  Kraft  für  Punkte  der  Achse  ist  also  proportional  der 
Kreisfläche  des  Stroms  und  umgekehrt  proportional  der 
dritten  Potenz  der  Entfernung  von  den  Stromteilchen.  (Dieses 
Resultat  hat  noch  allgemeinere  Geltung  und  ist  von  Wichtigkeit  ge- 
worden für  die  Theorie  der  hydrodynamischen  Wirbelringe.) 
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Für  den  Punkt  M  folgt  p  = 


r*7C%J  7C%J 


= als  anziehende  Kraft, 


r°  r 

während  das  Potential  dort  gleich  xxJ  war. 

Laplace  hat  aus  den  Beobachtungen  von  Biot  und  Savart, 
also  auf  rein  experimenteller  Grundlage,  das  sogenannte  Biot-Savart- 
sche  Gesetz  abgeleitet  und  ihm  die  Form 


P 


^Fyi^J 2r*grx^J 


«' 


8' 


gegeben^  die  mit  der  obigen  übereinstimmt,  sobald  2x^=x  gesetzt 
wird.  In  der  That  verhalten  sich  die  beiden  Eonstanten  wie  1  :  2. 
Die  hier  gegebene  Entwickelung  ist  eine  rein  theoretische,  deren 
Grundlage  nach  Nr.  240  sehr  leicht  experimentell  geprüft  werden 
kann.  Man  darf  die  Übereinstimmung  als  einen  schönen  Beweis  für 
die  Genauigkeit  der  französischen  Forschungen  ansehen.  Selbst- 
verständlich kann  man  auch  von  der  Biot-Savartschen  Formel  aus- 
gehen und  das  in  Nr.  248  entwickelte  Grundgesetz  aus  ihr  ableiten. 
Dies  soll  nur  in  einer  Anmerkung  geschehen. 


259)  Erläuterungen  zum  Biot-Savartschen  Gesetz,    a)  Der 
ganze  Kreisstrom  giebt  die  auf  den  Einheitspol  wirkende  Kraft 


Fig.  197. 


1) 


i>  = 


2r'jrxi  J 


8* 


Ist  l  der  n**  Teil  des  Stromweges,  so  ist 
der  Anteil 

1     2r*1C%^J 2Fi%iJ 


P  = 


n 


8' 


8' 


WO  J\  der  zu  l  gehörige  Sektor  ist.  Die  von  / 
ausgehende  Kraft  g^  liegt  aber  in  der  Vertikalebene,  nämlich  senk- 
recht zur  Fläche  ABC,  p^  ist  nur  die  Projektion  von  q^  auf  CM, 

Fig.  198.  also  ist   q^  =  ^-^  '  -^-,  oder  da  in  Fig.  197 

jTg  =  ^-^  ist,  q.  =    ^  ,    *  • 

*        siny        '  ^^  a' 

Für  C  und  für  die  Gröfse  von  q^  ist  es 
gleichgültig,  was  für  einem  Kreise  l  angehört, 
wenn  nur  s  und  F^  dieselben  Werte  behalten.  Man 
kann  z.  B.  die  Fläche  ABC  aufirichten,  indem 
man  {  senkrecht  macht;  das  einzige,  was  sich 
ändert,  ist,  dafs  dann  q^  in  die  Horizontalebene 
fällt.  Fig.  198  stellt  die  neue  Zeichnung  dar.  Dafs  A^B^  nicht  in  der 
eigentlichen  Lage  A^B^  gezeichnet  ist,   bleibt,  da  l  unendlich  klein 


Elektromagnetisclie  und  elekirodynamiBche  Wirkungen  galvanischer  Ströme.     353 

ist;  ohne  EinfluTs,  denn  der  Flächeninhalt  F^  ist  unverändert  ge- 
blieben.    Also  ist  wiederum 

2x1«^!^,  2xjJ'    Iq        tl^JIq         Ti^Jlssina        %^JlBma 

ft  ^8  ^8  2  "ä*  ?  ?» 

Nach  diesem  Gesetz  wirkt  jedes  Teilchen  des  normal  durch  den 
Mittelpunkt  einer  Kreisscheibe  gehenden  Stromes  auf  die  magnetischen 
Einheitspole  am  Rande.  Will  man  die  Wirkung  des  gesamten  Stromes 
auf  einen  Pol  erhalten^  so  hat  man  die  Yariabele 

i = y^^ = (y' + 9'f^=y-'  (1  +  ff'^  bezw.  r^(i + $y 

in  einer  Reihe  zu  entwickeln,  die  konvergent  sein  mufs,  die  Summen- 
formel anzuwenden  und  die  Reihe  zu  summieren.  Diese  umständliche 
Rechnung  soll  nicht  vorgenommen  werden,  da  sie  nur  den  Wert  einer 
Probe  hat.*)    Unten  ist  sie  für  Kenner  der  höheren  Analysis  als  An- 

merkiing  durchgeführt.  Das  Resultat  ist  g»  =  — ,  was  mit  den  Anfangs- 
annahmen dieses  Kapitels  zusammenfällt.  Da  die  höheren  Rechnungen 
der  Anmerkung  überflüssig  sind,  ist  hiermit  das  ganze  Gebiet  elementar 
erledigt.  Mit  Hilfe  des  Biot-Savartschen  Gesetzes  läfst  sich  die 
elektromotorische  Kraft  der  später  zu  behandelnden  Induktionsströme 
berechnen. 

260)  Ersatz  des  Kreisstromes  durch  einen  unendlich 
kleinen  Magnet.    In  Nr.  241  wurde  gezeigt,  dafs  ein  kleiner  Magnet 


*)  Analytisch  zeigt  sich  folgendes:  Setzt  man  Z  =«  (ii/,  «=:yp»-|-  t/»^  so  handelt 
es  sich  für  den  Draht  von  A  his  zu  unendlicher  Höhe  um  die  Gesamtwirkung 


OB  _  OS  OO 


^  JWq'  +  v*  J] 


18  =  Xi  Jq 


0  0 


~    9 


cc 


0 


+1 


K   J 

Die  vorletzte  Form  giebt  o  für  y  =  o,  die  letzte  für  y  =  oo  giebt  ~ — •  Dies  ist 
die  Wirkung  des  oberen  Drahtteils.  Der  von  A  nach  —  cx)  gehende  giebt  eben 
so  viel,  die  Wirkung  ist  also  — ?— •     Setzt  man  2xj  =  ic,  so  folgt  für  den  un- 

%J 
begrenzten  Draht  q  =  — ,  was  mit  der  ursprünglichen  Theorie  übereinstimmt. 

Diese  Umkehrung  zeigt,  dafs  die  oben  durch  Kunstgriff  gefundene  Formel  richtig 
ist,  ebenso  bestätigt  sich  die  obige  Gleichung  2X|  =  x. 

HoUmüller,  Ing.- Math,  n ,  Fotentialtheorie.  23 
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von  Länge  21  auf  einen  in  der  Achse  liegenden  Einheitspol  die  An- 

m  7 

Ziehung  p  =  +  4  -j-  ausübt,  wenn  m  seine  Polstärke,  r  die  gegen  I 
grofse  Entfernung  r  ist.  Führt  man  das  magnetische  Moment  M=  2ml 
ein,  so  handelt  es  sich  um  —j--     Oben  war  für  den  Ereisstrom  die 

Wirkung  -^ —  =    *'  J^ —  ermittelt  worden.    Für  grofse  Entfernung 

ist  s  =  r  zu  setzen,  was     ^  f —  giebt.    Sollen  die  Wirkungen  gleich 

sein,  so  hat  man  M  =  k^JF  zu  setzen,  wo  F  die  Stromkreisfläche 
ist.  Die  Wirkung  eines  Kreisstromes  läfst  sich  also  durch 
einen  kleinen  Magnet  ersetzen,  dessen  Moment  proportional 
der  Grofse  JF  ist.  Dies  gilt  aber  nur  für  gröfsere  Entfernungen, 
so  dafs  die  Methode  des  magnetischen  Blattes  vorzuziehen  ist. 

261)  Kraftlinien  des  Kreisstromes.  Nachdem  der  Potential- 
wert eines  Kreisrings  für  sämtliche  Raumpunkte  durch  eine  allgemeine 
Formel  grundsätzlich  bestimmt  und  fiir  die  Achsenpunkte  und  gewisse 
Ebenen  wirklich  ausgerechnet  worden  ist,  können  die  Niveauflächen 
und  die  aus  ihnen  folgenden  Kraftlinien  für  Kreisströme  dargestellt 
werden.     In  Fig.  199  ist  ein  Quadrant  der  Zeichnung  der  Kraftlinien 


Fig.  199. 


eines  symmetrischen  Normalschnitts  durch  M  dargestellt.  Die  Rotation 
um  OA  und  das  Legen  von  Meridianschnitten  vollendet  das  Zellen- 
netz. Das  Kurvenbüschel  giebt  die  Niveau-,  die  Orthogonalschar  die 
Kraftlinien.  In  der  Nähe  des  kreisförmigen  Drahtes  haben  diese  Kreis- 
gestalt.    In  Fig.  200  sind  die  um  den  Draht  herum  gehenden  Kraft- 


Elektromagnetisclie  und  elektrodynamische  Wirkungen  galvanischer  Ströme.    355 


Fig.  soo. 


linien  skizziert.     Den  Pfeilen  folgend,  wird  der  Nordpol  der  Magnet- 
nadel nach  vorn,  der  Südpol,  ihnen  entgegen,  nach  hinten  gedrängt. 
Der  von  den  Pfeilringen  gebildete  Drehungskörper  (Wulst)  bietet  eine 
hydrodynamische   Analogie    zu   den   Helm- 
holtzschen  Wirbelringen.     Die  Strömungs- 
geschwindigkeit in  einem    solchen   ist   pro- 
portional    der    bewegenden     Kraft    p    des 
elektromagnetischen  Problems.    In  gröfserer 
Entfernung   spielt    der   über   die  Proportio- 
nalität mit  -^  bezw.  -^  abgeleitete  Satz  seine 

Rolle.  Er  ist  einer  der  wichtigsten  der 
neueren  Hydrodynamik.  Die  Bewegung  der 
Wirbelfäden,  die  den  Kraftlinien  eines  Draht- 
stroms, und  die  der  Wirbelringe,  die  denen 
eines  Kreisstroms  folgt,  ist  von  Helmholtz 
zuerst  behandelt  worden  und  gehört  zu  den 
bedeutendsten  Leistungen  dieses  Forschers, 
der    damit    der    Hydrodynamik    den    ersten 

Fortschritt  seit  Lagranges  Arbeiten  gegeben  hat.     Die  Betrachtung 
kehrt  noch  einmal  zu  diesem  Gegenstande  zurück. 


1 


t 


262)  Die  elektromagnetische  Mafseinheit.  Die  Wirkui^ 
eines  Kreisstroms  auf  die  Poleinheit  in  seinem  Mittelpunkte  ist  nach 
obigem 

hJtc         2%.Jn 

p — L_, 

je  nachdem  man  die  frühere  od^r  die  Biot-Savartsche  Konstante  x^ 
nimmt.  Ist  der  Radius  r  des  Kreises  gleich  1  cm,  so  ist  p  ^  xJjt 
=  2x^Jx,  Setzt  man  x  ==  2  bezw.  x^  =  1,  was  nach  Nr.  251  O  =s=  J 
macht,  so  wird  für  «7^=  1  die  Kraft  p=2jt.  Dies  kann  man  zur 
Definition  der  elektromagnetischen  Mafseinheit  des  C.  G.  S.- Systems 
benutzen.     Sie  lautet: 

Die  elektromagnetische  Einheit  der  Stromstärke  ist  die- 
jenige Stromstärke,  die  auf  einem  Kreise  von  1  cm  Radius 
fliefsend  auf  die  im  Mittelpunkte  befindliche  magnetische 
Poleinheit  eine  Kraft  von  2;r  Dynen  ausübt. 

Zugleich  wird  nach  *  obigem  die  Stärke  0  des  entsprechenden 
magnetischen  Doppelblattes  gleich  1,  seine  Wirkung  gleich  97  •  1  =  2i;r. 
Die  Stromstärke  1  wirkt  also  ebenso,  wie  ein  magnetisches  Doppel- 
blatt von  der  Stärke  1  (und  ebenso,  wie  ein  kleiner  Magnet  vom 
Momente  1,   denn   auch   dessen  Wirkung  wird  nach  Nr.  260  gleich 

23  • 
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^  f  ^  y  was  für  9  =  1,   Xi=3  1   und  5  =  1  in  2jt  übergeht,   aber 

weniger  genau  ist). 

Für  Xj  =  1  geht  die  Formel  für  die  Feldstärke  im  Mittelpunkte 

über  in  jF  = ,  für  n  Windungen,  die  dicht  beieinander  liegen,  in 


F  = 


2  7cnJ 


,  wobei  r  den  mittleren  Radius  der  Windungen  bedeutet. 


Daraus  folgt 


J  = 


rF 
2  7cn' 


so  dafs,  abgesehen  vom  Nenner  2;rn,  die  Intensität  proportional  dem 
Produkte  aus  Radius  und  Feldstärke  ist. 

Die  elektromagnetische  Einheit  der  Praxis  heifst  Ampere  und 
ist  der  10*®  Teil  der  oben  erklärten  Einheit.  Ist  also  i  die  in  Amperes 
ausgedrückte  Intensität  eines  Stroms,  so  ist  die  Feldstärke 


F  = 


2  Jtni 
10  r 


Der  Ausdruck  ni  wird  als  die  „Anzahl  der  Ampferewindungen** 
bezeichnet.  Ein  Ampere  erzeugt  aus  Wasser  in  der  Sekunde  0,09328  mg 
=  0,174  ccm  Knallgas  bei  normalem  Druck  und  normaler  Temperatur, 


263)  Sinusboussole.     Die  Beschreibimg  des  Apparates  findet 

man  in  den  Lehrbüchern  der  Physik.  Zunächst 
steht  die  Nadel  auf  Null  und  im  magnetischen 
Meridian.  Der  Strom  lenkt  sie  ab.  Das  Instrument 
wird  so  lange  nachgedreht,  bis  die  Nadel  wieder 
auf  Null  steht.  Dieser  Drehungswinkel  sei  cl  Be- 
findet sich  die  Nadel  in  der  Mitte  des  Stromkreises, 
so   ist  bei  Polstärke  m  nach  Nr.  262  das  Moment 

der  Ablenkung  —  — ,  wo  n  die  Anzahl  der 

Windungen   des  Drahtes  ist.     Das   entgegengesetzt 

'***^  wirkende  Moment  des  Erdmagnetismus  q  ist  —  qmsmcu 

Für  den  Gleichgewichtsfall  ist  beides  gleich  zu  setzen,  dann  folgt 


J  = 


^r 


2%^nn 


sma. 


Die  Stromstärke  ist  also  proportional  dem  Sinus  des  Winkels  a  und 
kann  somit  leicht  bestimmt  werden.  (KL  ist  die  Schlufsstellnng  der 
Stromkreise,  daher  AE  senkrecht  gegen  OA,) 


Elektromagnetische  und  elektrodynamische  Wirkungen  galvanischer  Ströme.    357 

264)  Tangentenboussole.    Der  Apparat  wird  nicht  nachgedreht; 
80  dafs  p  horizontal  bleibt.     Beim  Gleichgewicht  wird 


also 


l                  l    2%Jm7tn 
mq  ^  sin  a  =  ~ cos  a 


J^=^  —  •  ~—  tan  a. 

Xj     2  nn 


Sud> 


265)  Elektromagnetische  Wirkung 
einer  Spule  (Spirale).  Statt  der  Spiral- 
windungen denke  man  sich  n  Kreisströme. 

Ist  o^  =  1  gesetzt,  so  handelt  es  sich  für  jeden  Kreis  um   F=  Jq>, 

wo  ^  der  körperliche  Winkel  ist,  unter  dem  er  von  P  aus  gesehen 

wird.  Das  Gesamtpotential  also  ist  J^]  (p*  Verschiebt  man  die  Spule  um 

den  kleinen  Weg  tv,  der  die  Entfernung 
der  Kreise  voneinander  angiebt,  so  ist 
es  ebenso,  als  ob  man  nur  den  schraf- 
fierten Kreis  um  die  ganze  Länge  der 
Spule  verschoben  hätte.  Dies  giebt  die 
Potentialdifferenz 


Fig.  203. 


I 


Ya—yb  —  J{(Pa  —  q>b)' 

Nach  Nr.  44  und  258  ist  aber 


rj^c^~5-^ 


*^ 


'■^^j. 


->p 


vr 


9>a  =  2  3r  (1  —  cos  a)     und     ^6  =*=  2  ;r  (1  —  cos  ß) , 

also  ^a  —  g)b='2jt  (cos  ß  —  cos  a),  so  wird  die  Potentialdifferenz  gleich 

2xJ(coeß  —  cosa). 

Jetzt  denke  man  sich  die  ganze  Spule  um  den  sehr  kleinen 
Weg  w  =  —  verschoben,  was  dieselbe  Arbeit  giebt,  dann  ist  die 
überwundene  Kraft 


p  — 


V  V 


W 


h        2  «/ (cos  p  —  COS  a) 2?rn€7'(co8|5  —  cosa) 


w 


2  ^nJcos«^ 
l 


Bei  2)  ist  /J  =»  90®,  also  cos  ß  =  0,  dort  ist  also  p  =  — 

Bei  C  ist  a  =  90®,  es  folgt  für  diese  SteUe  p  =  +  ?JL!^^2?i.     in 
der  Mitte  sind  die  Winkel  Supplementwinkel,  also 


cos/S  —  cos(180  —  ß)  =  cos/3  +  co8/3  =  2  cos/J, 
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und  ieder  Cosinus  hat  dabei  den  Wert  H ; =    ,  •   Dem- 

nach  ist  dort  «  =    ,  • 

Bei  dieser  Berechnung  sind  die  noch  nicht  besprochenen  Induk- 
tionen vernachlässigt. 

Bringt  man  einen  Kern  weichen  Eisens  in  die  Spule  ^  so  treten 
die  Kraftlinien  der  Spule  in  das  Eisen  und  polarisieren  dieses  in 
demselben  Sinne^  wie  vorher  den  Luftraum.  Das  Eisen  wird  also 
ein  Magnet  derselben  Art,  wie  die  Spule.  Über  das  Mafs  der  Ver- 
stärkimg der  Gesamtwirkung  findet  man  empirische  Formeln  und 
Tabellen  in  den  Lehrbüchern.  Die  Verstärkung  kann  auf  das  30  fache 
gehen.     Dort  sehe  man  auch  die  Zeichnung  der  Kraftlinien  nach. 

266)  Bemerkung  über  die  potentielle  Energie  ge- 
schlossener Ströme  im  magnetischen  Felde.  Die  Wirkung 
eines  geschlossenen  Stromkreises  von  der  Litensität  J  und  von  be- 
liebiger Gestalt  kann  nach  Nr.  256  ersetzt  werden  durch  ein  magne- 
tisches Doppelblatt  von  der  Stärke  d>  =  yxJ^  oder  wenn  im 
elektromagnetischen  Mafse  (mit    y  x  =  1  j    gerechnet   wird,    von   der 

Stärke  ^  =  j;  Das  Potential  des  Blattes  ist  aber  für  jeden  Punkt 
des  Baums  gleich  d>9?,  wenn  y  der  körperliche  Winkel  ist,  unter 
dem  das  Blatt  gesehen  wird.  Dies  gilt  nun  auch  für  den  Strom. 
Befindet  sich  nun  in  dem  Raumpunkte  P  die  magnetische  Masse  m^ 
so  ist  der  Potentialwert  des  Blattes  für  diese  m  Einheiten  gleich 
0(pm.  Umgekehrt  ist  dies  auch  der  Potentialwert  der  Masse  m  in 
Bezug  auf  das  in  seinem  Felde  liegende  Blatt. 

Statt  des  Ausdrucks  Potentialwert  kann  man  auch  „potentielle 
Energie^'   sagen.     In   der  Entfernung  1   von  dem  Punkte  P  ist  die 

Feldstärke  der  in  ihm  befindlichen  Masse  m  gleich  — j  =  w.    Dies  ist 

zugleich  die  Anzahl  der  Kraftlinien,  die  durch  die  Fläche  der  um  P 
gelegten  Einheitskugel  gehen.  Da  nun  das  Blatt  auf  dieser  Einheits- 
kugel die  scheinbare  Fläche  g)  einnimmt  (körperlicher  Winkel,  unter 
dem  das  Blatt  gesehen  wird),  so  gehen  von  P  nach  dem  mi^etischen 
Blatte  mg)  Kraftlinien,  und  ebenso  viele  durchsetzen  den  Kreisstrom, 
d.  h.  jede  in  diesem  aufgespannte  Fläche.  Dadurch  ist  der  von  P 
nach  dort  gehende  KraftfluTs  bestimmt.  Die  Bedeutxmg  des  gegen- 
seitigen Potentials  ist  die  der  Arbeit,  die  nötig  ist,  entweder  das 
Blatt  aus  dem  Felde  des  festgehaltenen  Magnetpols  P  in  unendliche 
Entfernung  zu  versetzen  oder  den  Pol  P  unter  Festhaltung  des  Blattes 
ins  Unendliche  zu  bewegen. 
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Sind  mehrere  Punkte  P  mit  verschiedenen  Massen  m  im  Felde 
des  EreisstromSy  so  handelt  es  sich  um  die  potentielle  Energie 

F=  ^m<p9  =  O^mtp  =  J^mtp  =  J^jq  =  JQ, 

wo    q  =  m(p   jeden    einzelnen   Kraftflufs,    Q  =/,?    den    gesamten 

Kraftflufs  bezeichnet.  Anziehung  oder  Abstofsung  des  Blattes  in 
Bezug  auf  jede  der  Massen  m  hängt  davon  ab^  ob  m  auf  der  ungleich- 
namigen oder  gleichnamigen  Seite  des  Blattes  liegt.  Denkt  man  sich 
das  Batt  fest^  so  bewegen  sich  die  Pimkte  P.    Denkt  man  sich  diese 

fest^  so  wird  das  Blatt  ein  Bewegungsbestreben  zeigen^  dessen  Stärke 

y  ^  y         , 
sich  aus  — ergiebt,  wo  w  eine  kleine  Verschiebung,    V^  —  V^ 

die  betreffende  Potentialdifferenz  ist. 


267)  Potential  zweier  Stromkreise  aufeinander.  Ebenso 
wie  das  Potential  eines  Stromes  von  Intensität  J  in  Bezug  auf 
einen  Pol  von  Stärke  m  gleich  der  Arbeit  Jg)  ist,  die  man  nötig  hat, 
den  Punkt  ins  Unendliche  zu  entfernen,  so  ist  auch  das  Potential 
eines  Stromkreises  auf  einen  andern  gleich  der  Arbeit,  die  es  erfordert, 
bei  Festhaltung  des  eiuen  den  andern  ins  Unendliche  zu  entfernen. 
Wie  nun  Jip  proportional  J  ist,  so  ist  für  den  andern  Strom  Ji<Pi 
proportional  e^.  Die  gegenseitige  Einwirkung  zweier  Stromkreise  ist 
also  sowohl  proportional  J,  als  auch  proportional  «7^,  d.  h.  man  kann 
setzen 

wo  c  eine  Konstante  ist,  die  von  der  Gestalt,  der  Gröfse  und  der 
Lage  beider  Ströme  gegeneinander  abhängt.  (InduktionskoefGzient 
aus  später  anzugebenden  Gründen  von  Form  und  Lage  abhängig.) 
Sind  die  Stromkreise  eben,  und  ist  der  Bewegungssinn  in  beiden 
derselbe,  d.  h.  stehen  die  ungleichnamigen  Belegungen  der  Doppel- 
schalen einander  gegenüber,  so  nennt  man  das  Potential  negativ,  und 
die  Ströme  ziehen  einander  an.  Ln  andern  Falle  stofsen  sie  einander 
ab.  Ändert  man  ihre  Lage  gegeneinander  (oder  die  Gestalt,  oder  die 
Grofse),  so  geht  V=  c-J-J^  über  in  U=xJJ^.  Die  Potential- 
differenz 

(x  —  c)  JJ^ 

heilst  die  elektrodynamische  Arbeit  der  Ströme.  Diese  Arbeit 
muTs,  wenn  bei  der  Rückkehr  in  den  alten  Zustand  die  Arbeit  ver- 
schieden von  Null  ist,  in  irgend  welcher  Form  in  Erscheinung  treten. 
Teilweise  geschieht  dies  in  Form  von  Induktionsströmen. 


360  Kapitel  Xffl. 

Haben  beide  Ströme  dieselbe  Intensität,  so  ist  V=  c^-tP,  Denkt 
man  sich  beide  identisch  bezüglich  der  Lage,  Gestalt  und  Orölse,  so 
ist  dies  zugleich  der  Ausdruck  für  das  Potential  des  Stromes  auf 
sich  selbst.  Befinden  sich  daher  im  Räume  zwei  Ströme  J^  und  J^y 
so  ist  die  gesamte  potentielle  Energie 

wo  die  Konstanten  (\  und  c^  von  der  Gestalt  und  Grölse  jedes  einzelnen 
Stromes  abhängen,  c  auTserdem  von  der  gegenseitigen  Lage  beider 
abhängt. 

268)  Induktionsströme.  Im  Stromkreise  H  bewege  sich  ein 
Strom  so,  dafs  seine  Wirkung  auf  den  geschlossenen  Drahtkreis  N  die 
eines  Nordpols  sein  würde,  wenn  N  ebenfalls  einen  Strom  in  sich 
hätte.  Ist  dies  nicht  der  Fall,  so  würde  keine  Arbeit  nötig  sein,  um 
N  von  JS  mit  konstanter  Geschwindigkeit  zu  entfernen  oder  an  JS 
heranzubewegen.  In  Wahrheit  ist  Arbeit  zu  jeder  dieser  Bewegungen 
nötig,    d.  h.    jedesmal    ist    ein    Widerstand    zu    überwinden. 

(Lenzsches  Gesetz.)  Während  der  Annäherung  mufs 
Fig.  204.  also  in  N  ein  entgegengesetzter  Strom  induziert  worden 
sein  (Abstofsung),  während  des  Entfemens  ein  gleich- 
gerichteter (Anziehung).  Ebenso,  wie  die  Annäherung, 
wirkt  die  Verstärkung  der  Intensität  des  Hauptstroms 
Hj  ebenso,  wie  das  Entfernen,  wirkt  die  Schwächung 
der  Intensität  in  J?,  die  eine  ruft  im  Nebendraht  einen 
entgegengesetzten,  die  andere  einen  gleichgerichteten 
Strom  hervor.  Zwischen  der  geleisteten  Arbeit  und  der 
Energie  des  Induktionsstroms,  bezw.  zwischen  der  Intensitätsänderung 
und  der  Energie  des  Induktionsstroms  müssen  Beziehungen  bestehen, 
die  durch  die  nachstehende  Annäherungsbetrachtung  aufgesucht 
werden  sollen. 

Ist  i  die  augenblickliche  Intensität  des  Induktionsstroms  und  E 
seine  elektromotorische  Kraft,  so  ist  die  Energie  dieses  Stromes 
gleich  Ei  (Leistung  für  die  Sekunde). 

Ist  gleichzeitig  J  die  Intensität  des  Hauptstroms,  so  ist  das 
Potential  beider  Ströme  aufeinander  gleich  Jiq,  wo  q  von  der  Grofse, 
Gestalt  und  Lage  der  Stromkreise  abhängt,  vom  Material  der  Leiter 
aber  unabhängig  ist.  Ändert  man  zugleich  die  Lage  (und  damit  q)  und 
die  Intensität  J,  so  geht  bei  unverändertem  i  das  Potential  Jiq  über 
in  Jiiqi  und  die  Potentialdiflferenz  ist  i{Jiq^  —  Jq),  also  ist  die  auf 
die  Sekunde  reduzierte  Arbeit  gleich 
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wo  ^1  —  t  der  kleine  Zeitunterschied  ist.  Dieser  sekundlichen  Leistung 
mufs  die  des  Induktionsstroms  sehr  genau  äquivalent  sein,  d.  h.  es 
muls  sein 

und  daraus  folgt  als  elektromotorische  Kraft  (Leistungsfähigkeit 
für  die  Stromeinheit)  des  Induktionsstroms 

Wird  nur  die  Lage  (oder  die  Gröfse,  oder  die  Gestalt)  geändert, 
so  wird 

2)  E^J^'-"^ 


t,  —t 


Wird  nur  die  Intensität  (nicht  die  Lage,  Gröfse  und  Gestalt)  geändert, 
so  wird 

3)  ^==«H- 

Man  kann    *  ~"     als  die  Geschwindigkeit  der  Intensitätsänderung 

,        .  ,              -rw      T       TT         -i-i     Potentialänderung       i  •  i    /^t  '^  —  ^  •  j. 
bezeichnen.    Da  J  =  Kapazität „  ..^ , ,  gleich  V  -t-^jtt-  ist; 

was    als  Ci)  bezeichnet   werden   möge,    so    ist  -/  — -  =  E  y — —  als 

Beschleunigung  der  Potentialänderung  zu  betrachten.     [Man  vergleiche 

& — 5     11     ri       1      •i'i-ii'i    Lagenänderung     «  v. — v 

»  =  ^t »  d.  h.  Geschwindigkeit  gleich  -z^itanderuEi^ '  ^^"^"^  ^  =  V=* ' 

,    ,       Ti      1  ,        .                ,   .  ,     Geschwindigkeitsänderung       ,     .      t  _i    j« 
d.  h.    Beschleunigung  gleich Z"*tä  d~"^ ^'    dann  liegt  die 

Reduktion    der   veränderlichen    Geschwindigkeit   und   Beschleunigung 
auf  die  Sekunde  unter  Festhaltung  des  augenblicklichen  Wertes.] 

269)  Selbstinduktion  und  Extraströme.  Beginnt  der 
elektrische  Strom  zu  flielsen,  so  hat  er  in  später  zu  besprechender 
Weise  das  ihn  umgebende  Feld  elektromagnetisch  zu  polarisieren. 
Damit  ist  ein  gewisser  Aufwand  an  Energie  verbunden.  Die  den 
Strom  eröffnenden  Teilchen  verlieren  also  an  Geschwindigkeit  und 
Energie.  Es  entsteht  also  eine  Art  von  Rückstau,  der  als  Gegen- 
strom gedeutet  und  durch  einen  solchen  ersetzt  werden  könnte.  Erst 
wenn  die  Polarisation  der  Umgebung  vollendet  ist,  tritt  ein  stationärer 
Zustand  ein.  Die  Einwirkung  dieses  Gegenstroms  läfst  den  Haupt- 
strom nur  langsam  zur  vollen  Intensität  gelangen.  Da  jener  Strom, 
der  sogenannte  Extrastrom,  beim  Schlief sen  des  Stromkreises  ent- 
steht (Beginn  des  Hauptstroms),  so  heilst  er  Schliefsungsstrom, 
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Unterbricht  man  den  Hauptstrom^  d.  h.  öffiiet  man  seinen  Strom- 
kreis^ so  werden  keine  elektrischen  Teilchen  mehr  durch  die  galvanische 
Einwirkimg  vorwärts  getrieben.  Wie  aber  der  Strom  vorher  die 
elektromagnetische  Polarisation  des  Feldes  induzierte,  so  induziert 
dieses  jetzt  umgekehrt  einen  gleichgerichteten  Strom.  Das  elektro- 
magnetische Feld  giebt  also  einen  Teil  der  vorher  an  dieses  abge- 
gebenen Energie  zurück.  Dieser  zweite  gleichgerichtete  Strom 
heifst  der  Offnungstrom.  Auch  fQr  seine  Entstehungsweise  sollen 
unten  Erklärungsversuche  gemacht  werden. 

Er  unterscheidet  sich  vom  Schliefsungsstrom  dadurch,  dafs  dieser 
einen  allmählich  anwachsenden  Rückstau  bedeutete,  während  der 
Offiiungsstrom  nach  plötzlichem  AbschluTs  plötzlich  entsteht. 

Beide  haben  keine  elektromagnetische  Polarisation  auszuüben,  so 
dafs  sie  fast  ungeschwächt  vorwärts  eilen.  [Dieses  Nichtnötighaben 
einer  elektromagnetischen  Polarisation  teilen  beide  mit  den  Induktions- 
strömen des  vorigen  Abschnitts,  deren  Wirkung  aus  denselben  Gründen 
eine  plötzliche  ist.  Dem  Schliefsen  des  Hauptstroms  entspricht  ein 
entgegengesetzter  Schliefsungsinduktionsstrom  in  dem  Nebenkreise,  dem 
Öffnen  ein  gleichgerichteter.  Auch  hier  ist  der  letztere  der  plötzlicher 
wirkende.  So  kommt  es,  dafs  bei  dem  Ruhmkorffschen  Funken- 
induktor in  der  Regel  nur  Öffiiungsströme  die  Funkenstrecke  durch- 
brechen.] 

Für  die  durch  Selbstinduktion  infolge  von  Intensitätsanderungen 
entstehenden  Ströme  gilt  die  Formel  3)  des  vorigen  Abschnitts.  Für 
q  setzt  man,  da  die  Lage  nicht  geändert  wird,  eine  Konstante  L  ein, 
den  Koeffizient  der  Selbstinduktion  des  Leiters,  so  dafs 

4)  E=L^^ 

die  elektromotorische  Kraft  des  Selbstinduktionsstroms 
wird.  War  die  Anfangsenergie  Null,  so  handelt  es  sich  um  den 
SdüiefsungBstrom  mit 

5)  ^.  =  ^^- 

Ist  die  Schlufsenergie  gleich  Null,  so  handelt  es  sich  um  den  Ofihungs- 
strom 

6)  E,. i^. 

Da  für  den  letzteren  t^  —  t  kleiner  ist,  so  ist  E5>  E,,  was  mit  den 
obigen  Bemerkimgen  übereinstimmt.  Die  Formel  4)  ist  von  Bedeutung 
für  die  Dauer  der  elektrischen  Schwingung. 

Max  well  sehe  Anschauungen  über  die  Induktionsströme  werden 
später  auseinandergesetzt.    Dabei  wird  jeder  Rest  von  Unklarheit  aus 


Fig.  205. 
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den  YorstellTingen  über  den  Energieaustausch  zwischen  dem  Strome 
und  dem  magnet- elektrischen  Felde  schwinden.  Durch  Bifilar- 
wickelung  kann  die  Selbstinduktion  fast  vernichtet  werden^  so  dafs 
sie  unter  keiner  Bedingung  auf  einer  Trägheit  der  Elektrizität  beruht. 

270)  Erklärung  der  Induktionswirkungen  nach  Faradaj. 
Nach  Faraday  erklärt  man  sich  das  Entstehen  der  Induktionsströme 
durch  das  Zunehmen  oder  Abnehmen  der  Eraffc- 

linien  bei  der  Bewegung  des  Drahtkreises  durch 
deren  System  oder  bei  Intensitätsänderungen. 
Nähert  man  den  Stromkreis  B  dem  Nordpole 
N  oder  dem  ihn  vertretenden  Stromkreise  A, 
so  wird  er  durch  mehr  Kraftlinien  durchsetzt 
als  vorher.  Entfernt  man  ihn,  so  wird  er  von 
weniger  Kraftlinien  durchsetzt.  Jeder  Ver- 
mehrung oder  Verminderung  der  Kraftlinien 
während  der  Bewegung  entspricht  das  Entstehen 
eines  Induktionsstroms  in  dem  einen,   wie  im 

andern  Sinne.  Die  Bewegung  im  homogenen  Felde  bringt  demnach 
keinen  Induktionsstrom  hervor.  Über  den  Sinn  des  Stroms  ist  dasselbe 
zu  sagen,  wie  vorher. 

Die  neueren  Lehrbücher  bringen  wohl  ausnahmslos  die  Zeichnung 
des  Kraftliniensystems  eines  Magnetstabes  und  des  Kreisstroms  in  den 
verschiedensten  Lagen  und  veranschaulichen  so  die  Entstehung  der 
Induktionsströme  unter  den  verschiedensten  Verhältnissen.  Auf  diese 
Figuren  und  die  dortigen  Erläuterungen  sei  verwiesen. 

Diese  Betrachtungen  geben  nicht  das  Mafs  der  Änderungen 
an,  welches  man  mit  Hilfe  der  früheren  Betrachtungen  bestimmen  kann. 
Dies  soll  jetzt  durchgeführt  werden. 

271)  Berechung  der  elektromotorischen  Kraft  des  in 
einem  Leiterelemente  bei  Bewegung  im  magnetischen  Felde 
erzeugten  '  Stroms    aus    der   Änderung    der   Kraftlinienzahl. 

Der  Induktionsstrom  habe  die  unbekannte  Intensität  J.  Das  unter- 
suchte Leiterelement  habe  die  Länge  2,  der  Magnetpol  von  Stärke  m 
habe  von  l  die  Entfernung  5,  die  Verbindungslinie  s  bilde  mit  l  einen 
Winkel  tt,  dann  ist  nach  Nr.  259  die  gegenseitige  Einwirkung  von 
der  Stärke 

■p        *«  x^/Zsin« 

oder  im  elektromagnetischen  MaTse,  wo  x^  =  1  angenommen  ist 


m 


P  =  —  .  eTZ  sin  a. 
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Man  vergleiche  Fig.  198  för  festgehaltenen  Pol  C,  wobei  sich  l 
mit    der  Kraft  P   senkrecht    gegen   die  Kraftlinie  CÄ^  nach  hinten 

bewegen  würde.     Setzt  man  für  -j  die  Feldstärke  F  des  Poles,   so 

handelt  es  sich  um 

P  =  FJl&mcc. 

Ist  l  senkrecht  gegen  die  Kraftlinie  CA^  gerichtet,  so  ist  sina=  1, 
also 

P=jFe77. 

Bewegt  man  l  seinem  Bewegungsantriebe  P  entgegengesetzt  um 
einen  kleinen  Weg  w  (senkrecht  gegen  die  Ebene  der  Zeichnung),  so 
ist,  wenn  J  die  Intensität  des  entstehenden  Induktionsstroms  bedeutet, 
die  Arbeit 

A  =  FJlw 

zu  leisten.  Ist  femer  E  die  elektromotorische  Kraft  des  Induktions- 
stroms, t  die  Zeitdauer,  J  die  Intensität,  so  ist  zugleich  die  Leistung 
in  der  Zeit  t 

A  =  EJt 

Aus  beiden  Gleichungen  folgt 

E  =  Fl  ~  =  Flv, 

wo  y=t;  die  Geschwindigkeit  der  kleinen  Bewegung  bedeutet.  Folglich: 

Wird  ein  Leiterelement  l  im  magnetischen  Felde  senk- 
recht gegen  die  Kraftlinien  bewegt,  so  ist  die  Kraft  des 
induzierten  Stromes  gleich  dem  Produkte  aus  Feldstärke, 
Länge  l  und  Geschwindigkeit  der  Bewegung. 

Dabei  ist  aber  wl  das  vom  Elemente  durchschnittene  Rechteck, 
durch  welches  IwF  =  n  Kraftlinien  gehen.     Denmach  ist 

FolgHch: 

Die  elektromotorische  Kraft  des  bei  jener  Bewegung 
induzierten  Stromes  ist  gleich  der  auf  die  Sekunde  redu- 
zierten Anzahl  der  durchschnittenen  Kraftlinien. 

Jede  kleine  Parallelverschiebung  von  l  läfst  sich  aber  zerlegen  in 
eine  Verschiebung  in  der  Richtung  der  Kraftlinien  und  eine  senkrecht 
gegen  diese  gerichtete.  Da  nur  bei  der  letzteren  Bewegung  Arbeit 
geleistet  wird  und  zugleich  nur  dabei  Kraftlinien  durchschnitten  werden, 
und  zwar  ebenso  viel,  wie  bei  der  eigentlichen  Bewegung,  so  hat  der 
Satz  allgemeine  Geltung.  Ist  l  schräg  gegen  die  Kraftlinien  gerichtet, 
so  ist  die  Yerminderung  der  genannten  Anzahl  ftir  die  wirkliche  Be- 
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wegungsfläclie  ebenso  grofs,  wie  bei  der  senkrecht  zu  den  Kraftlinien 
gehenden  Teilbewegnng.  Also  auch  dies  ändert  den  Satz  nicht.  Er 
gilt  für  jede  beliebige  kleine  Verschiebung  des  beliebig 
liegenden  Elementes  l  gegen  die  Kraftlinien.  Die  Richtung 
des  Stromes  in  l  ergiebt  sich  daraus,  dafs  er  so  gerichtet  sein  muls^ 
dafs  Arbeit  zu  überwinden  ist.  Das  Feld  bewegt  den  Strom  nach  der 
Linkhandregel^  die  Arbeitsrichtung  ist  entgegengesetzt.  Daraus  ergiebt 
sich  folgende  Rechthandregel: 

Legt  man  die  rechte  Hand  so  an  den  Leiter,  dafs  die 
Kraftlinien  in  die  Handfläche  eintreten  und  der  Daumen 
nach  der  Richtung  der  beabsichtigten  Bewegung  zeigt,  dann 
zeigen  die  Finger  nach  der  Richtung  des  im  Leiter  induzierten 
Stromes. 

Li  den  neueren  physikalischen  Lehrbüchern  findet  man  Abbil- 
dungen, an  denen  die  Probe  auf  die  Regel  gemacht  werden  kann. 
(Vgl.  Börne r.) 

Diese  Faradayschen  Regeln  sind  aber  lediglich  eine  Beschreibung 
des  Vorgangs,  sie  erklären  die  Liduktionsströme  nicht,  sie  veranschau- 
liehen  den  Vorgang  nicht  in  hinreichender  Weise.  Wie  in  so  vielen 
Fallen,  läfst  sich  auch  hier  eine  Veranschaulichung  durch  mechanische 
Bewegungsprozesse  durchführen,  die  zugleich  den  durch  die  Hertzschen 
Versuche  gewonnenen  Resultaten  Rechnung  trägt.  Eine  solche  soU 
im  Anschlufs  an  Max  well  sehe  und  Amp  Presche  Vorstellungen  im 
folgenden  versucht  werden.  Damit  wird  nicht  etwa  behauptet,  dafs 
solche  Molekularbewegungen  des  Äthers  in  Wirklichkeit  stattfinden, 
sondern  nur,  dafs  man  sich  den  Vorgang  mit  ihrer  Hilfe  verständlich 
machen  kann.  Dadurch  gewinnen  wir  einen  ersten  Einblick  in  die 
Maxwell  sehen  Wirbelfelder  und  lernen  den  wechselnden  Austausch  der 
Energie  zwischen  Strom  und  Feld  in  überzeugenderer  Weise  verstehen. 

272)  Neuere  Vorstellungen  über  das  elektromagnetische 
Feld.  Nach  Ampfere  kann  man  sich  jeden  Elementarmagnet  durch 
Strömungen  ersetzt  denken,  die  ihn  nach  Art  der  Solenoide  umkreisen. 
Da  nun  um  den  geradlinigen  Stromleiter  die  elektromagnetische  Polari- 
sation so  geschieht,  dafs  die  Elementarmagnete  sich  in  koncentrischen 
Kreisen  lagern,  so  wird  jeder  dieser  Kreise,  wenn  man  jeden  kleinen 
Magnet  durch  sein  Solenoid  ersetzt,  in  einen  Wirbelring  verwandelt, 
jede  Normalebene  in  ein  Feld  koncentrischer  Wirbelringe,  wie  es  in 
Fig.  206  dargestellt  ist,  nur  sind  dort  die  Moleküle  im  Verhältnis 
zum  Draht  viel  zu  grofs  gezeichnet.  Gleichartig  polarisierten  Kraft- 
linien entsprechen  also  Wirbelringe  mit  in  gleichem  Sinne  erfolgender 
Drehung.  Entgegengesetzt  polarisierten  Kraftlinien  entsprechen  ent- 
gegengesetzt drehende  Wirbelringe. 
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Fig.  806. 


Die  Analogie  mit  der  Mechanik  läXst  es  nicht  recht  denkbar 
erscheipen,   wie  Ring  1   den  Ring  2  in  Bew^ung  versetzen  könne, 

wenn  man  nicht  hypothetische  Zwischen- 
partikelchen  einschaltet,  die  wie  Zwischen- 
räder die  Bewegung  übertragen.  Denn 
dafs  ein  schrittweises  Übertragen  statt- 
findet, während  Feme  Wirkungen  aus- 
geschlossen sind,  geht  ausdenHertzschen 
Untersuchungen  über  die  zeitliche  Aus- 
breitung hervor.  Auch  zwischen  dem 
Draht  und  dem  ersten  Ringe,  wo  ein 
treibendes  Agens,  der  Strom,  bestehen 
mufs,  bringt  man  naturgemäfs  Zwisch^i- 
partikelchen  an,  und  diese  vertreten  den 
Strom,  der  nach  den  neueren  Anschauungen  nicht  im  Drahte,  sondern 
an  diesem  hinfliefst. 

In  Fig.  207  sind  die  schraffierten  Kreise  Durchschnitte  der  Ringe, 
die  übrigen  sind  die  in  Ansicht  gesehenen  Zwischenpartikelchen.    Man 

denke  sich,  um  eine  rohe  Ver- 
***»  ^^  anschaulichung     zu     erhalten, 

sämtliche  bew^^n  Teilchen 
nach  Art  der  Zahnräder  mit 
Zähnen  versehen,  die  Draht- 
oberfläche ebenfalls*  nach  Art 
der  Zahnstangen,  dann  würden 
bei  der  angedeuteten  Drehung 
die  an  letzterer  befindlichen 
Partikelchen  aufwärts  rollen 
und  den  ersten  Ring  in  Dreh- 
bewegung versetzen.  Dieser  setzt  die  nächsten  Zwischenpartikelchen 
in  Drehung,  diese  den  folgenden  Wirbelring  u.  s.  w.  Wahrend  die 
am  Drahte  befindlichen  Teüchen  nach  oben  steigen  und  stets  durch 
neue  abgelöst  werden,  bleiben  die  femer  li^enden  am  Platze,  weil 
sie  von  den  beiderseitigen  Ringen  festgehalten  werden  und  links  eben- 
soviel herabsinken,  wie  sie  rechts  emporsteigen. 

Diese  Zahnradvorstellung  ist  aber  zu  roh,  denn  sie  ist  zwang- 
läufig und  bei  starr  gedachten  Zähnen  würde  der  gesamte  Mechanismus 
in  demselben  Momente  in  Gang  gesetzt  werden.  Es  ist  abo  besser,  jetzt 
das  Büd  von  Reibungsrädem  zu  wählen,  die  nach  Art  der  Reibungs- 
kuppelungen allmählich  aufeinander  einwirken. 

Aus  dieser  Vorstellung  heraus  lassen  sich  zahlreiche  Erscheinungen 
erklären,  worüber  einige  Andeutungen  gegeben  werden  sollen. 

a)  Die   beiden  Extraströme.     Angenommen,   der  Stromkreis 
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wird  geschlossen  und  der  galvanische  Strom  in  Gung  gesetzt,  dann 
rollen  die  am  Draht  befindlichen  elektrischen  Teilchen ,  die  man  sich 
als  Atherteilchen  vorstellen  kann,  vorwärts.  Da  die  ersten  die  Auf- 
gabe erhalten,  die  Wirbelringe  in  Bewegung  zu  setzen,  verlieren  sie 
an  Drehungs-  und  Fortbewegungsgeschwindigkeit.  Sie  geben  einen 
Teil  der  Energie  an  das  elektromagnetische  Feld  ab.  (In  gewissem 
Sinne  mufs  man  also  hier  den  mechanischen  Energiebegriff  und  damit 
den  des  Arbeitsaufwandes  und  der  zu  überwindenden  Trägheit,  wohl 
auch  eine  Art  von  Reibungswiderstand  einführen.)  Durch  die  Ver- 
langsamung der  vorwärts  rollenden  Anfangsteilchen  des  Stromes  tritt 
eine  Art  von  Bückstau  ein.  Dieser  Rückstau  könnte  rechnerisch  durch 
die  Einwirkung  eines  Gegenstroms  ersetzt  werden.  Dies  ist  der  sog. 
ScUiefsungsextrastrom,  der  den  Hauptstrom  nur  allmählich  zur 
vollen  Geschwindigkeit  gelangen  läfst.  Diese  tritt  ein,  sobald 
die  benachbarten  Wirbelringe  des  Feldes  die  ihnen  zukommende  Ge- 
schwindigkeit erreicht  haben. 

Wird  jetzt  der  Strom  geschlossen,  so  werden  durch  die  galvanische 
Einwirkung  keine  Teilchen  mehr  vorwärts  geschleudert.  Denkt  man 
sich  jedoch  bisher  ruhende  am  Drahte  befindlich,  oder  irgendwie  in 
den  Zwischenraum  eintretend,  so  werden  diese  von  dem  ersten  Wirbel- 
ringe gefafst,  in  Drehung  versetzt  und  den  Nachzüglern  des  galva- 
nischen Stroms  nachgeschleudert.  Dies  ist  der  Offnungsextrastrom,  der 
ohne  Energieverlust  eintritt,  da  das  gesamte  Feld,  welches  er  passiert, 
noch  in  voller  Wirbelbewegung  befindlich  ist.  Er  setzt  also  weit 
plötzlicher  ein,  als  der  Hauptstrom,  er  zeigt  dabei  bei  geringerer 
Intensität  weit  gröfsere  elektromotorische  Kraft  und  kann  die  durch 
das  Offiien  entstandene  Funkenstrecke  überspringen.    (Offnungsfanke.) 

Damit  sind  die  beiden  Extraströme  zwanglos  erklärt.  Zugleich 
ergiebt  sich  ohne  weiteres,  dafs,  wenn  der  Hauptstrom  eine  plötzliche 
Intensitätsänderung  erfährt,  ein  Extrastrom  eintreten  mufs.  Der  Ver- 
stärkung entspricht  ein  dem  Schliefsungsstrom,  der  Schwächung  ein 
dem  Offiiungsstrom  analoger  Extrastrom. 

Will  man  die  Extraströme  schwächen,  so  biegt  man  den  Draht 
in  der  Mitte  um  und  wickelt  ihn  doppelt  (bifilar)  auf,  so  dafs  der 
Hauptstrom  in  den  benachbarten  Windungen  entgegengesetzt  läuft. 
Dadurch  werden  entgegengesetzte  Drehungen  der  Wirbelringe  im 
Zwischenfelde  erzeugt,  die  sich  teilweise  aufheben,  wobei  Reibungs- 
arbeit verrichtet  werden  mag.  Das  Feld  hat  jetzt  nicht  die  nötige 
Energie,  um  einen  stärkeren  Extrastrom  hervorzubringen. 

Da  bei  Anwendung  von  Wechselströmen  die  Intensität  plötzlich 
von  +  J  auf  —  J  springt,  werden  die  Extraströme  dabei  mit  etwa 
doppelter  elektromotorischer  Kraft  auftreten,  als  bei  dem  einfachen 
Wechsel  von  Ofl&ien  und  Schliefsen  des  Stromes.    Um  die  damit  ver- 
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bundene  Widerstandsyergröfserung  einzuschränken^  hat  man  hier  bifilare 
Wickelung  als  zweckmäfsig  und  notwendig  zu  benutzen. 

Die  beiden  Extraströme  entstehen  also  dadurch,  dafs  an  das  um- 
gebende Feld  Energie  abgegeben  wird.  Handelte  es  sich  um  magnetische 
Verschiebungsarbeit,  wie  bei  der  älteren  Vorstellungsweise,  so  würde 
die  Energieaufspeicherung  eine  potentielle  sein.  Bei  der  jetzt  vor- 
getragenen Auffassung  dagegen  ist  die  abgegebene  Energie  als  kinetische 
aufzufassen.  Diese  Energie  wird  beim  zweiten  Extrastrome  nur  teil- 
weise an  den  Draht  zurückgegeben.  Der  Rest  wird  aufgebraucht,  um 
femer  und  femer  liegende  Wirbelringe  in  Bewegung  zu  versetzen,  bis 
in  gröfserer  Entfernung  die  Erscheinung  schwächer  und  schwächer 
wird.  Darauf  kommen  wir  zurück  bei  der  Besprechung  der  elektrischen 
Strahlung. 

b)  Feldstärke.  Hat  ein  Wirbelring  n^  Moleküle,  der  benach- 
barte Wg,  so  überträgt  sich  bei  der  Zahnrad -Vorstellung  naturgemäfs 
seine  Krafk  p^  so,  dafs  der  zweite  Ring  mit  einer  Kraft  p^  wirkt,  die 
sich  aus  Pi''P2  =  ^'  ^h  berechnen  läfst.  Nun  ist  aber  «^^ :  w^  ==  r^ :  r^, 
also  folgt  pj^  :p^  =  Tg :  r^,  d.  h.  die  Feldstärke  ist  umgekehrt  proportinal 
der  Entfernung  vom  Drahte.  Dies  ist  das  dem  vorliegenden  Kapitel 
an  die  Spitze  gesetzte  Grundgesetz. 

c)  Induktionsströme.  Man  denke  sich  in  einiger  Entfernung 
rechts  vom  Hauptstrome  Ä  einen  parallelen  Draht  (Nebendraht),  der 
entweder  geradlinig  und  erst  im  unendlichen  Bereiche  geschlossen 
oder  wenigstens  erst  in  grolser  Entfernung  geschlossen  sein  soll.  Man 
schliefse  den  Kreis  des  Hauptstroms.  Was  wird  geschehen?  Erst 
wird  Wirbelring  1,  dann  2,  dann  3  u.  s.  w.  in  Bewegung  gesetzt. 
Sobald  die  links  am  Nebendrahte  befindlichen  Zwischenpartikelchen 
in  die  Drehung  versetzt  werden,  die  in  Fig.  207  angedeutet  ist, 
schiefsen  sie  am  Nebendrahte  abwärts  und  bilden  den  entgegen- 
gesetzten Schliefsnngsindnktionsstrom.  Lange  hält  er  nicht  an,  denn 
sobald  sich  die  jenseits  des  Nebendrahtes  sich  bildenden  Wirbelringe 
arrangiert  und  in  Drehung  versetzt  haben,  entsteht  auf  der  ent- 
gegengesetzten Seite  des  Drahtes  ein  nach  oben  gerichteter  Strom. 
Jetzt  fliefst  im  Drahte  ebensoviel  Strom  nach  unten,  wie  nach  oben, 
die  beiden  Strömungen  gleichen  sich  also  aus  imd  ihre  Wirkung 
ist  Null. 

Wird  jetzt  der  Hauptstrom  durch  Öffiiung  des  Kreises  unter- 
brochen, so  beruhigt  sich  erst  der  Ring  1,  dann  der  Ring  2  u.  s.  w. 
Sobald  die  links  am  Drahte  befindlichen  Zwischenteilchen  zur  Ruhe 
kommen,  während  die  rechts  davon  befindlichen  noch  in  lebendiger 
Bewegung  sind,  überwiegt  der  durch  die  letzteren  dai^estellte  Strom, 
und  so  entsteht  der  gleichgerichtete  Öffnungsindoktionsstrom ,  der 
nach  Beruhigung  des  Feldes  gleichfalls  aufhört. 
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Befinden  sich  an  der  Stelle  des  einen  Nebendrahtes  zwei,  die  zu 
derselben  Wickelung  gehören  und  gleiche  Entfernung  von  A  haben, 
so  werden  bei  der  Schliefsung  auf  ihrer  linken  Seite  doppelt  so  viele 
Partikelchen  in  Bewegung  gesetzt,  als  vorher,  die  elektromotorische 
Kraft  also  verdoppelt.  Dasselbe  kann  auf  drei,  vier  u.  s.  w.  Drähte 
ausgedehnt  werden.  Es  wird  eben  in  der  gleichen  Zeit  eine  entsprechend 
gröfsere  Elektrizitätsmenge  in  Gang  gesetzt.  So  erklärt  sich  die  Zweck- 
mäfsigkeit  zahlreicher  Windungen  in  der  Nebenspirale. 

Da  die  Induktionsströme  das  Feld  nicht  erst  zu  polarisieren  haben, 
also  keinen  Rückstau  erleiden,  setzen  sie  kräftig  ein,  besonders  der 
Ofi&iungsinduktionsstrom,  der  die  Eigenschaften  des  Offiiungsextrastroms 
teilt  und  lange  Funkenstrecken  überspringen  kann  und  kräftige  physio- 
logische Wirkungen  giebt. 

Damit  sind  z.  B.  die  Erscheinungen  am  Ruhmkorff sehen  Funken- 
induktor zwanglos  erklärt,  besonders  das  kräftige  Überspringen  der 
Offiiungsfunken  in  der  Funkenstrecke  der  Nebenrolle.  Damit  ist  zu- 
gleich der  Übergang  zur  Betrachtimg  dei  Transformatoren  ermöglicht, 
worüber  man  die  Lehrbücher  vergleiche.  (Bei  konstanter  Leistungs- 
fähigkeit E '  J  kann  E  grofs  und  J  klein,  oder  umgekehrt  E  klein 
und  J  grofs  sein.)  Da  die  Induktionsströme  einen  Teil  der  Energie 
des  Feldes  aufiiehmen  und  ebenso  an  irgendwelchen  Stellen  Energie 
an  dieses  abgeben  können,  so  rufen  sie  selbstverständlich  im  Felde 
Erscheinungen  hervor,  die  mit  den  durch  den  Hauptstrom  veranlafsten 
in  Interferenz  treten. 

d)  Elektrische  Schwingungen  im  nicht  geschlossenen 
Nebendrahte.  Man  denke  sich  im  Hauptdrahte  einen  Wechselstrom 
in  6ang  gesetzt,  dessen  Phasenzahl  Tausende  für  die  Sekunde  betrage. 
(Tesla  hat  15  000  sekundliche  Perioden  erzielt.)  Die  Wirbelringe 
des  Feldes  schwingen  also  sehr  häufig  in  der  Sekunde  in  wechselndem 
Sinne.  Wie  werden  sich  die  Induktionsströme  des  Nebendrahtes  ver- 
halten, wenn  dieser  oben  und  unten  begrenzt  ist?  Die  den  Schliefsungs- 
induktionsstrom  bildenden  Teilchen  können  (da  gewissermafsen  die 
Zahnstange  zu  Ende  ist)  nicht  weiter  gelangen,  es  entsteht  also  ein 
Rückstau,  der  geradezu  als  reflektierter  Strom  betrachtet  werden  kann. 
Bei  der  Rückkehr  wird  er  mit  den  inzwischen  hervorgebrachten 
Induktionsströmen  in  Interferenz  treten.  Er  kann  z.  B.  den  in  ent- 
gegengesetzter Richtung  hervorgerufenen  ÖfEuungsinduktionsstrom 
unterstützen  oder  schwächen.  Unterstützt  er  ihn,  so  wirkt  der  Draht 
als  Resonator,  er  wirkt  also  ähnlich,  wie  die  Resonatoren  der  Akustik. 
Wie  diese  für  eine  bestimmte  Schwingungszahl  abgestimmt  werden 
können,  so  kann  dasselbe  mit  dem  Nebendrahte  geschehen,  indem  man 
seine  Länge  variieren  läfst.  Bringt  man  irgendwo  an  diesem  eine 
kleine  Funkenstrecke  an,  so  sind  die  Funken  stark  bei  gut  wirkendem 
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Resonator^  schwach  bei  schlecht  wirkendem^  gar  nicht  yorhanden 
bei  entgegengesetzt  wirkendem.  Man  kann  im  Drahte  stehende 
Schwingungen  mit  Knoten  und  Bäuchen  erzielen^  wie  in  der  Akustik, 
über  deren  experimentelle  Nachweisung  durch  G ei fs  1er sehe  Röhren 
und  dgl.  vergleiche  man  die  Lehrbücher. 

Angenommen ;  die  Induktionsströme  wanderten  mit  300  000  km 
oder  3  •  10®  m  Geschwindigkeit,  so  würden  bei  30000  sekundlichen 
Halbperioden  für  den  Hin-  und  Rückweg  10  000  m  Weg,  also  5000  m 
freie  Drahtlänge  nach  oben  (bezw.  unten)  nötig  sein,  um  den  Reso- 
nator abzustimmen.  An  dieser  Länge  scheiterten  die  Yersudie,  bis 
man  endlich  im  Anschlufs  an  Feddersen  die  elektrischen  Oszillationen 
des  überspringenden  Funkens  benutzte,  die  Zahl  der  Schwingungen 
zu  vertausendfachen,  so  dafs  Hertz  mit  Resonatoren  von  einigen 
Metern  Länge  arbeiten  konnte.  Auch  erwies  es  sich  als  zweckmäfsig, 
an  den  Enden  des  Nebendrahtes  Eugeki  anzubringen,  so  dafs  der 
Rückstau  der  das  freie  Ende  erreichenden  StromteUchen  verzögert,  die 
Kapazität  also  erhöht  wurde.  Darüber  soll  aber  erst  unten  gesprochen 
werden. 

Selbstverständlich  werden  durch  Verstärkung  und  Schwächung 
des  Hauptstroms  ebenfaUs  Liduktionsströme  erzeugt.  Ebenso  wirkt 
die  Annäherung  oder  das  Entfernen  des  Nebendrahtes  an  den  Haupt- 
draht bezw.  von  ihm  weg.  Das  Eintreten  in  schneller  drehende  Ringe 
beim  Annähern  trifft  erst  die  linke  Seite  des  Drahtes  und  giebt  dort 
eine  Verstärkung  des  entgegengesetzt  gerichteten  Induktionsstroms, 
auch  wird  die  Anzahl  der  berührten  Sektoren  verstärkt.  Beim  Ent- 
fernen tritt  auf  der  linken  Seite  eine  entsprechende  Schwächung  ein, 
die  den  gleichgerichteten  Stromteil  überwiegen  läfst. 

In  ähnlicher  Weise  kann  man  sämtliche 
Induktionserscheinungen  erklären. 

e)  Elektromagnetische  Wellen  und 
elektrische  Verschiebungswellen.  Die 
Wechselströme  rufen  im  elektromagnetischen 
Felde,  d.  h.  in  jedem  Normalschnitt  des  Haupt- 
Stroms,  die  besprochenen  abwechselnd  ent- 
gegengesetzten Drehungsbewegungen  hervor. 
Wie  in  der  offenen  Orgelpfeife  die  akustischen 
Verdichtungs-  und  Verdünnungswellen  fort- 
schreitend einander  folgen,  so  wandern  im 
Normalschnitt  des  Drahtes  Impulse  vorwärts, 
die  abwechselnd  zu  positiver  und  negativer  Drehung  der  Ringe  Anlafs 
geben.  Schon  dieses  Fortschreiten  kann  man  als  einen  Teil  der 
elektrischen  Strahlung,  als  elektrische  Wellenbew^ung  auf&ssen. 
Zwischen  jedem  positiven  und  dem  benachbarten  negativen  Maximum 


Fig.  208. 
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Fig.  210. 


der  Drehungsbewegung  mufs  ein  Ruhezustand  existieren.  Stellt  man 
die  positiven  Ringe  durch  ausgezogene  Kreise ;  die  negativen  durch 
punktierte  Kreise,  die  ruhenden  gar  nicht  dar,  so  hat  man  in  Fig.  208 
den  Zustand  des  Feldes  für  einen  gewissen  Zeitpunkt.  In  der  Zeit 
der  Maximalwirkungen  giebt  das  Feld  die  meiste  Energie  an  den 
besprochenen  Nebendraht  ab,  und 
während  die  des  Feldes  abnimmt, 
wächst  die  des  induzierten  Stromes. 
Dieser  erreicht  demnach  seine  gröfste 
Energie  etwa  in  der  Zeit,  wo  das 
Feld  die  Energie  NuU  hat.  In  Fig.  209 
ist    dies    in    Form    von    Sinuslinien 

dargestellt.  Die  ausgezogene  bedeutet  den  Zustand  des  Feldes  an 
bestimmter  Stelle  zu  verschiedenen  Zeiten,  die  punktierte  den  Zustand 
im  Drahte  an  derselben  Stelle  zu  verschiedenen  Zeiten.  Der  Unter- 
schied beträgt  eine  Viertelphase. 

Um    beide    Schwingungsarten    zu    veranschaulichen,    kann    man 
Fig.  210  benutzen.    Dort  bedeutet  die  Zeichnung  in  der  Normalebene 
des  Drahtes  Ä  den  Zustand  des  elektromagnetischen  Feldes  zu  einer 
bestimmten        Zeit, 
während    die    senk- 
recht dagegenstehen- 
den  Linien  zunächst 
den     Zustand     von 
den  das  Feld  durch- 
stechenden   Drähten 
bedeuten. 

Wie  nun  in  den 
leitenden  Drähten  In- 
duktionsströme ent- 
stehen, so  entstehen 
im  Dielektrikum  ent- 
sprechend gerichtete 

positive  und  negative  Verschiebungen  vonjgeringer  Gröfse,  wie  sie 
früher  besprochen  wurden.     Folglich: 

Jedes  elektromagnetische  Feld  induziert  senkrecht  gegen  die 
Hauptebene  seiner  Wirbelringe  im  Dielektrikum  elektrische  Ver- 
Bchiebungsschwingungen  von  gleicher  Phasendauer,  die  jedoch  um  eine 
Viertelphase  verschoben  stattfinden.  Umgekehrt  wird  jedes  Feld  mit 
Verschiebungsschwingungen  senkrecht  dagegen  stattfindende  elektro- 
magnetische Schwingungen  (entgegengesetzte  Drehungen  in  den 
Wirbelringen)  hervorrufen. 

Bezeichnet  man  also  in  Fig.  210  die  Linie  MX  als  einen  elek- 
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Fig.  211. 


trischen  Strahl^  so  zeigt  derselbe  in  der  Meridianebene  J.JlfX  elektrische 
Schwingungen,  in  der  Ebene  XMY  elektromagnetische  WeUen.  Da 
die  Wellenschraffierung  in  beiden  Ebenen  senkrecht  g^en  die  Strahl- 
richtung liegt,  so  spricht  man  auch  hier  von  Transversalwellen, 
die  in  der  Richtung  MX  fortschreiten. 

f)  Vorgang  bei  Kreisströmen.  Bei  Kreisströmen  bilden  die 
Ebenen  der  Wirbelringe  nicht  eine  ParaUelschar,  sondern  ein  Ebenen- 
büschel. In  Fig.  211  ist  das  Lagenverhältnis  veran- 
schaulicht. Die  nachstehenden  Erörterungen  über  die 
Hertz  sehen  Wellen  werden  nähere  Aufklärungen  über 
den  Zustand  des  Feldes  bringen. 

Dem  Leser  bleibe  es  überlassen,  die  Zeichnung  zu 
vervollständigen  und  zu  zeigen,  dafs  in  der  Nähe  des 
Mittelpunktes  die  Wirbelringe  zu  je  zweien  gleich- 
gerichteten Drehungssinn  haben,  so  dafs,  wie  ein 
zwischengelegtes  Hilfspartikelchen  zeigt,  ein  gegen- 
seitiges Unterstützen  stattfindet. 

g)  Zugspannungen  und  Abstofsungsbestreben  zwischen 
den  Kraftlinien  des  elektromagnetischen  Feldes.  Bei  den 
Wirbelringen  handelte  es  sich  um  Aufnehmen  und  Abgeben  von 
Energie,  also  war  eine  Art  von  Beharrungsvermögen  anzunehmen. 
Mit  dieser  Annahme  aber  mufs  notwendigerweise  auch  die  aus  der 
Beharrung  hervorgehende  Centrifugalkraft  als  vorhanden  angenommen 
werden.  Ist  also  das  Material  der  rotierenden  Ringe  elastisch  oder 
in  sich  verschiebbar,  so  werden  durch  die  Centrifugalkraft  die  Ringe 
ein  Anschwellungsbestreben  zeigen.  Sie  brauchen  bei  stärkerer 
Drehung  mehr  Raum  und  stofsen  sich  gegenseitig  ab.    Dadurch  nun, 

dafs  die  Oberfläche  jedes  Ringes  sich  in  diesem  Sinne  ver- 
gröfsem  will,  wird  zugleich  ein  Kontraktionsbestreben  her- 
vorgerufen. Man  denke  sich  z.  B.  ein  Gummiband  nach 
Art  der  Fig.  212  über  einen  Cylinder  gespannt,  dessen 
Durchmesser  nach  Art  des  Kegels  allmählich  an  Länge 
zunimmt.  Je  gröfser  die  Peripherie  des  Gummibandes 
wird,  um  so  mehr  wird  seine  Breite  AB  abnehmen.    Jede 

Wirbelfläche   also    erhält    ein   Kontraktionsbestreben,   der  Ring    will 

seine  Mittellinie  verkürzen.    Damit  sind  beide  Arten  von  Spannungen 

in  den  Kraftlinien  erläutert  und  erklärt. 

Der  gleichzeitig  in  den  Meridianebenen  stattfindende  elektrische 

Zwangszustand  wird  nach  Art  des  elektrostatischen  zu  erläutern  sein 

und  bedarf  keiner  weiteren  Besprechung. 


Fig.  212. 


273)  Elektrische   Funken  und  Hertzsche  Schwingungen. 
Feddersen  hat,  wie  schon  bemerkt,  die  Beobachtung  gemacht^  dala 
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bei  Anwendung  sclinell  rotierender  Spiegel  das  Bild  des  überspringen- 
den elektrischen  Funkens  als  eine  Reibe  getrennter  elektrischer 
Linien  gleichen  Abstandes  erscheint.  Er  vermutete  daher,  dafs  jede 
elektrische  Entladung  als  eine  OszUlationsentladung  zu  betrachten  sei, 
was  durch  weitere  Beobachtungen  bestätigt  wurde.  Das  oben  Gesagte 
reicht  hin,  die  Sache  aufzuklären.  Der  elektrische  Funke  durchbricht 
unter  hoher  Spannung  das  Dielektrikum  wie  ein  gewaltiger  elektrischer 
Strom,  so  dafs  sich  rings  um  ihn  Wirbelringe  von  aufserordentlicher 
Drehungseneigie  büden.  Ist  der  Ausgleich  der  nach  älterer  An- 
schauung gegenüberstehenden  Elektrizitäten  erfolgt,  so  entsteht  die 
Erscheinung  des  OfEuungsextrastroms,  indem  z.  B.  der  erste  Wirbel- 
ring die  im  umschlossenen  Räume 
befindlichen     elektrischen     Teüchen  Fig.  21s. 

vorwärts  schleudert  und  den  ur- 
sprünglich negativ  geladenen  zweiten 
Konduktor  positiv  ladet.  Hat  sich 
das  Wirbelfeld  hinlänglich  beruhigt, 
so  veranlafst  die  neue  positive 
Ladimg  einen  entgegengesetzt  über- 
springenden Funken,    der   auch   das 

Feld  in  entg^engesetzte  Wirbeldrehung  versetzt,  die  nun  entsprechend 
wirkt.  So  wiederholen  sich  in  äufserst  kurzer  Zeit  zahlreiche  Os- 
zillationen, die  mit  einem  stark  abnehmenden  Wechselstrom  verglichen 
werden  können  und  ein  Veranschaulichungsbild  in  den  Pendel- 
schwingungen der  Mechanik  haben. 

Solches  geschieht  nicht  nur  bei  der  Entladung  einer  Leydener 
Flasche,  sondern  auch  bei  den  Ofhungsfunken  der  Nebenrolle  eines 
Ruhmkorffschen  Funkeninduktors.  Folgen  solche  in  der  Zahl  1000 
aufeinander,  und  bedeutet  jeder  1000  Schwingungen,  so  hätte  man 
einen  Wechselstrom  von  der  Periodenzahl  einer  Mülion.  Man  hat 
es  aber  bei  den  Tesla sehen  Versuchen  bis  50  Milliarden  Schwingungen 
in  der  Sekunde  gebracht.  Betrachtet  man  die  funkengebenden  Kon- 
duktoren mit  ihren  Ladimgen  im  Zustande  der  Ruhe,  so  bilden  sich 
im  Räume  die  in  Fig.  70  daigestellten  Kraftlinien.  Dieses  System 
hat  man  sich  jetzt  beweglich,  die  zu  seiner  Entstehung  nötigen  Ein- 
wirkungen der  Moleküle  aufeinander  als  im  Raum  fortschreitend  zu 
denken.  Wie  die  magnetelektrischen  Schwingungen  nach  ihrer  Bildung 
vom  Leiter  abgelöst  dem  unendlichen  Bereiche  zuströmen,  so  ist  es  auch 
mit  diesen  Kraftlinien  der  Fall.  Werden  die  Kiageln  entladen,  so  ist 
es,  als  ob  man  plötzlich  zwei  Konduktoren  entgegengesetzter  Ladung 
herangebracht  hätte,  was  Einschnürung  und  Ablösung  der  Anfangs- 
teile bei  den  aufeinander  folgenden  Ej*afblinien  veranlafst.  (Vgl.  das 
Ein-  und  Abschnüren  der  Kraftlinien  bei  der  Aneinanderbewegung  der 
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in  Fig.  166  dargestellten  M^nete.)  Dieser  eine  Teil  geht  zur  Funken- 
Btrecke  zurück,  der  Rest  bewegt  sich  dem  unendlichen  Bereiche  zu, 
ist  also  vom  Apparate  selbst  abgelöst. 

Es  ist  ähnlich  wie  in  der  Akustik.  Denkt  man  sich  die  Wellen 
in  einer  Oi^elpfeife  durch  einen  hin  und  her  schwingenden  Kolben 
hervorgebracht,  so  schreitet  die  Verdichtungswelle  vorwärts,  die 
Luftteilchen  machen  nur  Oszillationen  um  eine  feste  Lage.  Ein  Teil 
der  Luftteilchen  kehrt  mit  dem  Kolben  zurück,  während  die  übrigen 
Teile  mit  der  Welle  noch  vorwärts  wandern.  Dasjenige,  was  hier 
vorwärts  wandert,  ist  die 
Fig  tub.  elektrische      Polarisation 

der  Moleküle  des  Dielek- 
trikums, die  sich  bei  der 
Entladung  teilweise  nach 
der  Funkenstrecke  zurück- 
zieht, während  die  los- 
gelösten Teile  der  Po- 
larisationslinien weiter 
wandern. 

Wie    dies     geschieht 

erkennt     man     aus     den 

folgenden,    im   Anschlüsse  an  Hertz  dai^estellten  Zeichnungen.     In 

jeder  Figur   deutet   der  äuTserste  Kreis  die  Kugel  an,   bis  zu  deren 


Oberfläche  die  Wirkung  der  ersten  Ladung  voi^eschntten   ist.    Die 
Geschwindigkeit  ihres  Anwachsens  giebt  die  Fortpflanzung^feschwin- 
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digkeit    der   elektrodynamischen   Einwirkungen   in   dem    betreffenden 
Räume.     In  Fig.  214c  ist  die  Entladung  bereits  erfolgt,  so  dafs  die 
Ladung  der  zweiten  Kugel  beginnen  wiU.     Die  innersten  Kraftlinien 
haben    sich    nach    er- 
folgter     Einbuchtung  Fig.  2140. 
bereits  je  in  zwei  Teile 
getrennt^    von    denen 
der  eine  zur  Funken- 
strecke     zurückkehrt, 
der     andere     als     ge- 
schlossene  Linie  nach 
aulsen    wandert.      Ist 
dieser     Ablösungspro- 
zefs  vollendet,  so  wird 
Fig.  214  d  mafsgebend. 
In  der  folgenden  Figur 
ist    die   Wirkung    der 
Ladung     des    zweiten  . 
Konduktors        bereits 
sichtbar.  Die  Richtung 
der  ElraftUnien  ist  der 
früheren         entgegen- 
gesetzt zu  denken.  Die 
benachbarten       Kraft- 
linien der  beiden  Systeme  sind  daher  gleich  gerichtet,   es  findet  also 
gewissermafsen   Abstofsung,    ein    Drängen    nach    aufsen    statt.      Die 
nun  folgenden  Figuren  zeichne  der  Leser  selbst.     Die  Bedeutung  der 
Kraftlinien  besteht  darin,  dafs  in  ihnen  jene  elektrischen  Molekular- 
verschiebungen stattfinden,   von  denen   schon  oft  gesprochen  wurde. 
Die  Lagerung  der  Moleküle  entspricht  in  jedem  Momente  der  Tangente 
der  in  diesem  Zeitpunkte  passierenden  Kraftlinie. 

Man  denke  sich  durch  den  Mittelpunkt  jeder  Figur  eine 
horizontale  Normalebene  zur  Zeichnung  gelegt.  Auf  dieser  stehen 
sämtliche  Kraftlinien  senkrecht.  Sie  ist  die  Hauptebene  für  die 
elektromagnetische  Wellenbewegung,  die  von  den  Funkenwechsel- 
strömen herrührt.  Damit  vergleiche  man  Fig.  210,  die  beide  Vor- 
gänge schematisch  darstellt.  Beide  unterstützen  sich  gegenseitig, 
denn  die  elektrische  Verschiebung  wirkt  wie  ein  elektromagnetische 
Drehungen  hervorrufender  Strom,  umgekehrt  ruft  die  elektro- 
magnetische Welle  elektrische  Verschiebungen  hervor.  Die  Null- 
stellen der  einen  Bewegung  entsprechen  den  Maximalstellen  der 
anderen.     Polglich: 

Die    elektrodynamischen    und   elektromagnetischen 
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Schwingungen  pflanzen  sich  mit  derselben  Geschwindigkeit 
im  Räume  fort. 

Für  die  der  besprochenen  Aquatorialebene  benachbarten  RAum- 
stellen  findet  dasselbe  statt,  in  gröfserer  Entfernung  wird  die  Gestaltung 
der  elektromagnetischen  Wellen  komplizierter,  da  sie  sich  überall 
normal  gegen  Kraftlinien  einstellen  wollen.  Es  genügt  aber  für  den 
Anfang,  nur  das  zu  betrachten,  was  in  der  Nachbarschaft  der  Aqua- 
torialebene geschieht  und  elementar  zu  übersehen  ist. 

Denkt  man  sich  eine  feste  Kugelfläche  in  der  Nähe  des  Centrums, 
so  tritt  durch  diese  Energie  abwechselnd  nach  aufsen  und  innen. 
Da  aber  ein  Teil  jeder  Kraftlinie  zurücktritt,  so  wird  ein  Teil  der 
Energie  ähnlich,  wie  bei  den  elektromagnetischen  Drehungsbewegungen, 
in  der  Funkenstrecke  verbraucht.  Der  andere  Teil  der  Energie  tritt 
dauernd  nach  aufsen  und  giebt  das,  was  man  als  elektrische  Strahlung 
bezeichnet. 

Wandern  nun  Wechselströme  durch  einen  Draht,  so  findet  bei 
diesen  Entsprechendes  statt.   Um  den  Vorgang  zu  begreifen,  denke  man 

^  ihn  9ich  statisch,  indem  man 
Fig  216a.  Fig.  215b.  für   eiueu   bestimmten    Mo- 

ment die  Ladimg  jedes  Draht- 
punktes sich  der  Sinuslinie 
entsprechend  denkt,  so  dafs 
Plus-  und  MinussteUen  in 
gleichen  Abständen  auf- 
einander folgen  und  zwischen 
je  zweien  eine  Nullstelle 
liegt.  Dies  ist  in  Fig.  215  a 
dargestellt.  Fig.  215b  giebt 
die  dazu  gehörigen  elektro- 
statischen Kraftlinien  in 
ihrem  ungefähren  Verlaufe. 
In  der  Ebene  JLJß  denke  man 
sich  die  entsprechende  elektromagnetische  Polarstation.  Denkt  man 
sich  nun  die  starr  gedachte  Figur  mit  dem  Strome  fliefsend,  so  hat 
man  ein  imgefähres  Büd  dessen,  was  geschieht.  Dabei  übernehmen  AJB 
und  A^B^  die  Rolle  der  Aquatorialebenen  des  vorigen  Problems.  Die 
Figur  ist  durch  Rotation  um  die  Drahtachse  vervollständigt  zu  denken« 
Bei  einem  kontinuierlich  und  stationär  in  derselben  Richtung 
fliefsenden  Strome  sind  sämtliche  Normalebenen  mit  elektromagne- 
tischen Wirbelringen  erfüllt  zu  denken  und  senkrecht  g^en  diese 
Ebene  bleibt  an  jeder  Stelle  dauernde  elektrische  Verschiebung  be- 
stehen. Dies  dürfte  hinreichen,  von  dem  Zustande  des  Mediums  in 
der  Umgebung  von  Drähten  ein  vorläufiges  Bild  zu  geben. 
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Ist  nun  das  Licht^  wie  seit  Maxwell  angenommen  wird^  eine 
elektrische  Erscheinung,  so  müssen  dabei  sowohl  die  elektromagnetischen, 
als  auch  die  elektrodynamischen  Schwingungen  stattfinden.  Ist  z.  B. 
Licht  polarisiert,  so  finden  sowohl  in  der  Polarisationsebene,  als  auch 
in  der  senkrecht  dagegen  stehenden,  Schwingungen  statt.  Denn  an- 
genommen, die  einen  wären  nicht  Torhanden,  so  würden  sie  auf  der 
Stelle  durch  die  anderen  induziert  werden.  Während  also  bisher  zwei 
Schulen,  die  Neumann  sehe  imd  die  Fresnelsche,  sich  darüber  stritten, 
ob  die  Schwingungen  des  polarisierten  Lichtes  in  der  einen  oder  in 
der  anderen  Ebene  stattfänden,  zeigt  sich  jetzt,  dafs  sie  in  beiden 
stattfinden,  und  zwar  in  xier  einen  elektrodynamische,  in  der  anderen 
elektromagnetische.  Licht,  strahlende  Wärme  und  Elektrizität  unter- 
scheiden sich  nur  durch  die  Schwingungszahlen,  die  beim  Licht  nach 
BiUionen,  bei  der  Elektrizität  nach  Millionen  zählen.  Angenommen, 
man  wäre  imstande,  durch  Vervollkommnung  der  Hertz  sehen  und 
T  es  laschen  Versuche  die  Schwingungen  der  Funkenentladungen  derart 
zu  vermehren,  dafs  Billionen  auf  die  Sekunde  kämen,  so  würde  man 
direkt  die  Erscheinungen  der  strahlenden  Wärme  und  des  Lichtes  er- 
halten, d.  h.  die  Hertz  sehen  Wellen  würden  Wärme-  und  Licht- 
empfindungen hervorrufen.  Ob  dies  jemals  zu  erreichen  sein  wird, 
bleibe  dahingestellt.  Ebenso  soll  auf  die  verschiedenen  Äthertheorien, 
die  mit  diesen  Ergebnissen  zusammenhängen,  nicht  eingegangen  werden. 
Wohl  aber  soll  der  Versuch  gemacht  werden,  über  gewisse  Geschwindig- 
keitsverhältnisse aufzuklären. 

274)  Hilfsbetrachtung  aus  der  Mechanik.  Bei  der  Kreis- 
bewegung   mit    konstanter    Geschwindigkeit    sind    Centrifugal-    und 

Centripetalkraft  gleich  —  ^ — ,  die  Beschleunigung  beider  ist^  =  — ^y-, 
also  die  ümlaufszeit  ^=  2;rl/— •    Ist  für  eine  zweite  Kreisbewegung 

<,  =  2;r  1/—  ,    so    stimmen   beide  Zeiten   überein,   wenn  —  =  -^  ist, 

'^  ^»  .  .       .  .     ^        ^» 

d.  h.  wenn  die  Radien  sich  verhalten  wie  die  Beschleunigungen,  oder 

auch  wie  die  Centrifugalkräfte. 

Projiziert  man  eine  solche  Bewegung  auf  einen  Durchmesser  des 
Kreises,  so  erhält  man  bekanntlich  die  Sinusversusbewegung.  Dabei 
wird  zugleich  die  Centrifugalkrafk  auf  den  Durchmesser  projiziert, 
was  für  die  Lage  a  des  Radius  die  Komponente  'g  cos  a  giebt.  Nur 
diese  ist  auf  die  Bewegung  von  Einflufs,  nicht  aber  die  andere  Kom- 
ponente p  sin  a.     Die  Geschwindigkeit  in  jedem  Punkte  wird 


t?  =  c  sm 


m  a  =  —r-  sin  a  = -^  sm  a  =  sm  a  1/  — , 

^T7 
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die  Beschleunigung  wird  g  •  cos  a^  sie  ist  also  ebenso^  wie  die  Kraft, 
proportional  dem  Abstände  Tom  Mittelpunkte.  Ist  also  g  die  Be- 
schleunigung  im   Abstände  r,   so   ist   die  Dauer   für   den  Hin-  und 

Rückgang  t=2  xy—  •  Dies  gut  von  jeder  Schwingungsbewegung.  Ist 
für  zwei  solche  —  =  -i-  =  c ,  oder  wenn  jetzt  die  Entfernung  von  M 

if  vi 

mit  X  bezeichnet  wird,  ist  für  beide  — =~^=c,  so  sind  die  Schwingungen 
von  gleicher  Zeitdauer  (Isochronismus).  Es  kommt  also  bei  regel- 
mäfsiger  Zunahme  der  Beschleunigung  g,  die  gleich  —  gesetzt  werden 
kann,  nicht  auf  die  Gröfse  des  Ausschlags  an,  die  Zeitdauer  ist  stets 

Man  vergleiche  den  Isochronismus  kleiner  Pendelschwingungen, 
der  Schwingungen  elastischer  Lamellen,  die  Longitudinalschwingungen 
von  Spiralfedern. 

Auch  in  Nr.  32  war  ein  solches  Beispiel  behandelt  worden.   In  jeder 

Entfernung  x  handelte  es  sich  dort  um  eine  Beschleunigung  —x,  die 
fliT  x  =  r  auf  ^  =  9,81  anwuchs;  deshalb  mufste  dort  die  Schwingongs- 

dauer  werden  t  =  — ;=  =  2:a:l/—  ==  y^'^^  •   Dies  ist  das  Vierfache 

von  dem  für  die  Zeit  bis  zum  Erreichen  des  Mittelpunktes  gelt-enden 
Werte,  der  dort  richtig  angegeben  ist.  Man  kann  hinzufügen,  dals 
im  dortigen  Schachte  jede  Schwingungsbewegung,  auch  bei  kleinstem 
Ausschlage,  dieselbe  Dauer  t  hat. 

Das  Resultat  gut  nicht  nur  für  Kräfte  und  Beschleunigungen  von 
Bewegungen,  sondern  von  Änderungen  aller  möglichen  Gröfsen,  sobald 
nur  während  des  Vorgangs  die  Beschleunigung  stets  pro- 
portional dem  erreichten  Werte  der  betreffenden  Gröfse  ist. 

Ist  X  der  Momentanwert  der  Grölse  und  die  Beschleunigung  ^  =  — , 


Fig.  216.  so  ist  t=2n y^  =  2xy- • 


^  ^  W  275)  Anwendungauf  diePeriode 

der  elektrischen  Schwingungen 
bei  den  Hertzschen  Versuchen.  Bei  M  befinde  sich  die  Funken- 
strecke eines  Ruhm korff sehen  Apparates.  A  und  B  seien  an- 
geschraubte Kugeto,  in  denen  sich,  wie  oben  beschrieben,  die  bei  jeder 
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Funkenentladung  zwischen  Ä  und  B  oszillierende  Elektrizität  staut. 
Wie  grofs  ist  die  Zeitdauer  der  Schwingung?    (Der  Vorgang  ist  eine 

Angelegenheit  der  Selbstinduktion.) 

M 
In  der  Elektrostatik  war  C  =  ^,  d.  h.  Kapazität  gleich  Elektrizitäts- 

menge  für  die  Änderung  des  Potentials  um  eine  Potentialeinheit,  also  ist 

M=C'r,  folglich  ~  =  C'^^    ffier  soU  ~  die  in  der  Zeit  1  über- 

V 
strömende  Menge,  also  —  den  Zuwachs  an  Potential  für  die  Sekunde 

bedeuten,   so   dafs   man   besser   schreiben  kann  J^  —  J  =^  C    '  ~     , 

di_     T  j.       'L.-1.       L        -L-  j      1  •  i-    TT-         'i."i.    PotentialdifFerenz  -,. 

.  h.   Intensitatsunterschied   gleich  Kapazität  •  — TTd'ff '   wofür 

man  auch  J^  —  Jz=C'V  schreiben  kann,  wenn  v  den  Bruch  und 
damit  die  Geschwindigkeit  der  Potentialänderung  ftir  einen  gegebenen 
Moment  bedeutet.     (Vgl.  Nr.  267  und  268.)     Nun  war  nach  Nr.  268 


E  =  L 


J^—J 


d.  h.  die  elektromotorische  Kraft  gleich  dem  Koeffizienten  der  Selbst- 
induktion multipliziert  mit  der  Geschwindigkeit  der  Intensitätsänderung 
(L  ist  die  Konstante  für  das  System  AB),  Da  aber  J^  —  J=  C(y^  —  v) 
ist,  so  folgt 

E  =  L^^  =  CL^^^  =  CLg, 

t^—t  ti  —  t  ^ 

Hier  bedeutet  g  die  Geschwindigkeit  der  Geschwindigkeitsänderung 
von  V,  d.  h.  die  Beschleunigung  der  Potentialänderung,  und  diese  Be- 
schleunigung ist  nun 

E 

oder,  wenn  man  die  veränderKche  Gröfse  E  mit  x  bezeichnet, 

X    

g  —  ^j^  —  7cx. 

Nimmt  man  nun  an,  das  Hin-  und  Herpendeln  der  Elektrizität 
geschehe  nach  dem  Gesetz  der  im  vorigen  Abschnitt  betrachteten 
Sinusversusbewegung,  was  man  nach  den  Analogien  mechanischer  Art 
annehmen  darf,  so  folgt  nach  vorigem  Abschnitt,  ganz  unabhängig 
davon,  welche  Ausschlagsgröfse  E  ==  x  erreicht,  als  Schwingungsdauer 


Polglich:    Die    Schwingungsdauer    ist    proportional    der 
Quadratwurzel    aus    dem    Produkte    der    Konstanten    L    der 
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Selbstinduktion  für  das  System  AB  und  der  Kapazität  des- 
selben. 

Die  Zahl  der  Schwingungen  ist 

_  1^ 1 


Ist  also  21  ^=  2  AB  Aie  Länge  des  Hin-  und  Hergangs,  so  ist  die 

Geschwindigkeit  der  Elektrizitätsbewegung  in  dem  betrachteten  System 

im  Mittel 

2nZ nl 

Sind  demnach  zwei  von  den  Gröfsen  v,  (7,  L  bekannt ,  so  kann 
man  die  dritte  berechnen. 

276)  Bemerkungen.  Mit  diesem  EinbHck  in  die  Schwingungs- 
verhältnisse soll  dieser  Abschnitt  beschlossen  werden.  Angedeutet 
mag  werden,  dafs  eine  Formel  für  die  Geschwindigkeit  der  Elektrizität 
im  Räume  existiert,  die  der  Schlufsformel  ganz  analog  und  vielleicht 
auch  der  elementaren  Behandlung  zugänglich  ist.    Die  Geschwindigkeit 

ist  imigekehrt  proportional  dem  Ausdrucke  V^,  wo  x  das  spezifische 
Induktionsvermögen,  ^  der  Peremabilitätskoeffizient  im  Dielektrikum  ist. 
Die  Gröfsen  x  und  ft  hängen  ebenso  wie  v  innig  mit  dem  absoluten 
Mafssystem  zusammen.  Nach  elektromagnetischem  Mals  gemessen  ist 
/i  =:  1,    elektrostatisch    gemessen  ist  x  =  1.     Mifst  man  dagegen  x 

elektromagnetisch,  so  ist  x^  =  —  •    Hier  bedeutet  v  das  Verhältnis  der 

Einheiten  der  Elektrizitätsmenge  in  den  beiden  genannten  Mafssystemen 
(vgl.  Anhang)  also  v  =  3,004  •  lO^^»  im  C.  G.  S.- System.  Diese  Zahl 
ist  nach  Cornu  sehr  genau  gleich  der  Geschwindigkeit  des  Lichtes 
im  luftleeren  Räume  (vgl.  Anhang).  Will  man  dieses  Resultat  als 
Beobachtungsergebnis  gelten  lassen,  so  würde  auch  dieser  Punkt  er- 
ledigt sein.  Die  Theorie  soll  aber  alles  aus  den  Grundhypothesen 
rechnend  ableiten.    So  giebt  z.  B.  Poincar^  im  Anschlufs  an  Neumann 

für  L  die  Formel  L  =  2?  (ig-j  —  l),  wo  {  die  Länge,  d  die  Dicke 

des  Drahtes  im  System  AB  bedeutet.  Vorgeschrittene  Leser  finden 
die  mathematischen  Ableitungen  bei  Poincare:  Elektrizität  und  Optik. 
Auch  Wüllner  verzichtet  auf  die  theoretische  Ableitung  und  verweist 
auf  die  genannte  Schrift. 

Nach  den  Hertz  sehen  Erfolgen  bedarf  die  Kinematik  der  Ather- 
teUchen,  auf  welche  die  Elektrizitätslehre  mathematisch  gegründet 
werden  soll,  einer  vollständig  neuen  und  durchgreifenden  Bearbeitung, 
durch  welche  z.  B.  auch  die  Neumannschen  Bedenken  beseitigt  werden. 
Kaum   zu   bestreiten   ist   der   grolse  Erfolg  der  Faraday  sehen  An- 


-  ♦    --♦■     -  +     - 


JJ 


i 
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sichten  über  das  Dielektrikum  und  der  Maxwellschen  Begründung 
derselben.  Zunächst  ist  durch  Hertz  nachgewiesen,  was  Faraday 
yermutete,  dafs  die  früher  als  Leiter  betrachteten  Stofife  eigentlich 
Nichtleiter  der  elektrischen  Schwingungszustände  sind,  denn  diese  Schwin- 
gungen werden  von  Metallen  reflektiert,  wie  die  Lichtschwingungen 
von  einem  Spiegel,  während  die  Dielektrika  sie  durchlassen,  brechen 
u.  s.  w.  Demnach  bedarf  auch  die  elektrostatische  Polarisation,  die 
in  Nr.  59  und  129  besprochen  wurde,  jetzt  noch  einer  endgültigen 
Korrektur.  Dort  wurde  eine  elektrische  Belegung  auf  den  Konduktoren 
angenommen,  die  polarisierend  auf  das  Dielektrikum  einwirkte.  Die 
betreffenden  Zeichnungen  sind  nach  Hertz  bezw.  Maxwell  dahin  ab- 
zuandem,  dafs  wenn  auf  Ä  eine  positive  Belegung  angenommen  war, 
diese  nicht  dort,  sondern  auf  den  benachbarten  Molekülen  des  Dielek- 
trikums sich  befindet.     Jetzt  wird  sich 

dieser  Auffassungsweise,  die  dort  noch  ^**'  *^^'  ____ 
nicht  berücksichtigt  war,  kein  Zweifel  V  ^l— si-ii— si-sf  ^  ^  / 
mehr  entgegenstellen.  r  ^ ^^ — 

Blickt  man  nun  noch  einmal  auf  /  :?J: 
die  kinetische  Betrachtungsweise  des 
elektrischen  Feldes  zurück,  so  wird  man  bemerken,  dafs  dort  der 
KraftbegrifF  kaum  noch  eine  RoUe  spielt,  dafs  dagegen  Verkoppelungen 
der  Athermoleküle  untereinander  die  Übertragung  der  Bewegungen 
besorgen.  Das  Streben  neuerer  Forscher  geht  überhaupt  dahin,  den 
Kraftbegriff  aus  der  Mechanik  zu  entfernen  und  nur  noch 
Bewegungsvorgänge  zu  beschreiben. 

Auch  Kirchhoff  schreibt  in  der  Vorrede  zu  seiner  Mechanik: 
„. . .  Aus  diesem  Grunde  stelle  ich  es  als  die  Aufgabe  der  Mechanik  hin, 
die  in  der  Natur  vor  sich  gehenden  Bewegungen  zu  beschreiben, 
und  zwar  vollständig  imd  auf  die  einfachste  Weise  zu  beschreiben. 
Ich  will  damit  sagen,  dafs  es  sich  nur  darum  handeln  soll,  anzugeben, 
welches  die  Erscheinungen  sind,  die  stattfinden,  nicht  aber  darum, 
die  Ursachen  zu  ermitteln." 

Bekanntlich  hat  Hertz  den  Versuch  gemacht,  in  dieser  Hinsicht 
die  letzten  Konsequenzen  zu  ziehen.  Nach  dem  frühen  Tode  des  genialen 
Fors^cherä  hat  Helmholtz  dessen  Ideen  herausgegeben.  Damit  ist  an 
die  Mathematiker  und  Physiker  nicht  nur  die  Aufforderung  ergangen, 
das  gesamte  Gebiet  ihres  Faches  auf  neue  Grundlagen  zu  stellen,  sondern 
zugleich  auch  der  Weg  angedeutet,  wie  etwa  die  grofse  Aufgabe  zu 
lösen  sei. 

Das  hier  Gegebene  kann  nur  als  ein  erster  Einblick  in  die  be- 
treffenden Gebiete  der  Wissenschaft  betrachtet  werden,  und  mehr 
konnte  bei  der  Anwendung  rein  elementarer  Hilfsmittel  kaum  ge- 
boten werden. 
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277)  Die  elektrische  Strahlung  im  Äther.  In  der  voran- 
gegangenen Erörterung  ist  nicht  hinreichend  berücksichtigt  worden^ 
welchen  Einflufs  die  elektrischen  Verschiebungen  auf  die  Moleküle  ihrer 
Normalebene  ausüben.  Dies  soll  jetzt  nachgeholt  und  damit  die  yon 
Maxwell  aufgestellte  und  von  Helmholtz  adoptierte  Vorstellung  über 
die  Strahlung  im  Äther  in  ihrer  reinen  Gestalt  klar  gelegt  werden. 

Zwischen  elektrischer  und  magnetischer  Polarisation  findet  nach 
Maxwell  volle  Gegenseitigkeit  statt,  a)  Die  geradlinige  elektrische 
Verschiebung  bringt  in  der  Normalebene  magnetische  Polarisation  bei 
zirkularer  Anordung  der  Moleküle  hervor.  Ist  die  positive  Elektrizität 
aus  der  Zeichnungsebene  in  der  Richtung  auf  den  Betrachter  hin  heraus- 
getreteU;  so  giebt  die  Achsenlage  SN  jedes  Molekularmagnets  die 
Richtung  an,  die  der  Drehung  des  Uhrzeigers  entgegengesetzt  ist. 
b)  Die  geradlinige  magnetische  Verschiebung  bringt  ganz  ebenso 
in  der  Normalebene  elektrische  Polarisation  bei  zirkularer  Anordnung 
der  Moleküle  hervor.  Tritt  jedoch  der  Nordmagnetismus  aus  der 
Zeichnungsebene  hervor,  so  geschieht  die  elektrische  Drehungsver- 
schiebung nicht  wie  vorher,  der  Uhrzeigerbewegung  entgegengesetzt, 
sondern  im  Sinne  derselben.  Dieser  Gegensatz  entspricht  dem  von 
Wirkung   und  Gegenwirkung,     c)  Eine  geradlinige  Reihe  zirkularer 

Polarisationen,  mögen  diese  magnetischer, 
Fig.  218.  oder    elektrischer   Art   sein,    wirken    so, 

2)-^^; — ^^    ^^   ^^ c    wie  zwei  geradlinige  Verschiebungen,  die 

1  **  U  *»  H  o  W  °  H  **  H  •  1       parallel    zur   Reihe   in    derselben    Ebene 

^~ " "^   ^^>^    stattfinden.      Es    ist    dabei    anzunehmen, 

dafs  im  Zwischenraum  zwischen  je  zwei 
Kreisen  die  entgegengesetzten  Drehungsverschiebungen  einander  auf- 
heben, dafs  jedoch  an  den  beiden  Aufsenrändem,  wo  die  Richtungen 
übereinstimmen,  eine  einheitliche  Verschiebung  stattfindet,  gegen  die 
alles  andere  vernachlässigt  werden  kann.     (Vgl.  Fig.  218.) 

Giebt  man  zu,  dafs  diese  drei  Annahmen  berechtigt  und  naturgemäis 
sind  und  dafs  sie  im  Einklang  stehen  mit  den  früheren  Untersuchungen, 
so  ergiebt  sich  das  im  folgenden  dargestellte  in  ganz  zwangsloser  Weise. 

In  gröfserer  Entfernung  von  dem  die  Strahlung  veranlassenden 
Erreger  kann  man  ein  kleines  Stück  der  Fläche,  bis  zu  welcher  der 
Vorgang  fortgeschritten  ist,  als  eben  betrachten,  möge  sie  selbst 
cjlindrisch,  kugelförmig  oder  sonst  wie  beschaffen  sein.  Diese  Flache 
sei  die  senkrechte  Schnittfläche  KLM  des  im  Atherraume  befindlicheji 
Würfels  (Fig.  219).  AB,  A^B^,  A^B^  seien  senkrechte  elektrische 
Verschiebungen  in  dieser  Fläche,  die  in  der  oberen  Horizontalfläche 
des  Würfels  und  in  jeder  Parallelebene  der  letzteren  die  angedeuteten 
magnetischen  Polarisationen  herbeiführen,  die  durch  horizontale  Kreise 
dargestellt  werden. 
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Fig.  219. 


Nach  der  Annahme  c)  entstehen  in  jeder  Horizontalschicht  magne- 
tische Verschiebungen  CD,  C^D^,  C^D^  nach  rechts  gerichtet  und 
ebensolche  EF,  E^F^y  E^F^  nach  links  gerichtet.  Durch  diese  magne- 
tischen Yerschiebimgen  aber  ent- 
stehen elektrische  Zirkularpolari- 
sationen, die  durch  senkrecht  stehende 
Kreise  angedeutet  sind. 

An  der  Vorderfläche  des  Würfels 
geben  diese  aufsen  eine  elektrische 
Verschiebung  nach  oben,  innen  eine 
elektrische  Verschiebung  nach  unten. 
An  der  Hinterfläche  findet  ent- 
sprechendes statt.  Die  beiden  zu 
zeichnenden  inneren  Verschie- 
bungen    heben     die 


<)ungen     neoen     aie     Ursprung-  Dy^i 

liehen  Verschiebungen  -4^u.  s.  w.      ^^^^^\j\jt\^   ^\ 
auf,  so  dafs  nur  die  gleich  gerichteten  A      4     Jl 

äufseren  elektrischen  Verschiebungen  a     a,    \ 

bestehen  bleiben. 

Die  neuen  Verschiebungen  veranlassen  magnetische  Polarisationen, 
die  zu  je  zwei  magnetischen  Pfeilen  Anlafs  geben,  von  denen  je  einer 
bestehen  bleibt,  während  der  andere  einen  der  Pfeile  CD  bezw.  EF 
vernichtet.     Also: 

Die  Gruppe  AB  der  senkrechten  elektrischen  Verschiebungen  ruft 
zwei  Gruppen  horizontaler  magnetischer  Verschiebungen  CD  und  EF 
hervor.  Diese  rufen  senkrechte  elektrische  Verschiebungen  hervor, 
durch  welche  die  erstgenannten  aufgehoben  werden,  während  vorn  und 
hinten  eine  Gruppe  gleich  gerichteter  neu  entsteht.  Jede  von  diesen 
wirkt  nach  vom  und  hinten  ebenso,  wie  die  ursprüngliche  Gruppe  AB^ 
hebt  die  magnetischen  Horizontalverschiebungen  CD  und  EF  auf  und 
setzt  neue  an  ihre  Stelle. 

So  findet  abwechselud,  sowohl  in  der  Richtung  nach  vom  und 
nach  hinten,  senkrechte  elektrische  und  horizontale  magnetische  Ver- 
schiebung statt. 

Auf  dieser  Grundvorstellung  sind  die  Maxwellschen  Haupt- 
gleichungen aufisubauen,  an  deren  Studium  der  Leser  an  der  Hand 
von  Maxwell-Weinstein,  Helmholtz  (Vorlesungen  Bd.  V)  oder 
Tumlirz  (Elektromagnetische  Theorie  des  Lichtes,  erschienen  bei 
B.  G.  Teubner)  nun  gehen  mag.  Hier  genüge  es,  ein  Bild  der  elek- 
trischen und  magnetischen  Schwingungen  bezw.  Verschiebungen  inner- 
halb des  Atherraums  zu  geben,  die,  je  nach  ihrer  Geschwindigkeit,  den 
Eindruck  von  Licht-,  Wärme-  oder  Elektrizitätsschwingungen  machen. 


Kapitel  !XIV- 

Hydrodynamisclie  Analogien. 


a)  Allgemeines. 

278)  Allgemeine  Bemerkungen.  Schon  früher  wurden  hydro- 
dynamische Analogien  erwähnt^  bei  denen  es  sich  um  Bewegungen  einer 
idealen  Flüssigkeit  handelte^  die  so  erfolgten,  als  ob  das  Fliefsen  in 
den  Krafbröhren  unendlich  kleinen  Querschnitts  für  irgend  ein  mag- 
netisches Problem  (bei  nur  positiven  Massen  konnte  es  auch  ein 
Gravitationsproblem  sein)  geschehen  müfste,  und  zwar  ohne  jede  Reibung 
bei  absoluter  Inkompressibilität.  Die  Geschwindigkeit  in  jedem  Punkte 
entsprach  dabei  nach  Gröfse  und  Richtung  der  anziehenden  oder  ab- 
stofsenden  Kraft  des  Potentialproblems,  das  Geschwindigkeitspotential 
entsprach  der  Kräftefonktion,  d.  h.  dem  eigentlichen  Potential.  Denkt 
man  sich  die  Kanalwände  weg,  so  hat  man  vorauszusetzen,  dafs  die 
mit  nicht  ganz  gleichen  Geschwindigkeiten  aneinander  hingleitenden 
Stromfäden  keine  Reibung  aufeinander  ausüben,  so  dafs  die  Flüssigkeits- 
teilchen nur  fortschreitende  Bewegungen  erhalten,  nicht  aber  sich 
um  die  eigene  Achse  drehen.  Geschähe  letzteres,  so  vrürde  der 
Vorgang  ein  sehr  komplizierter  werden,  der  Raum,  in  dem  es  geschähe, 
würde  aus  dem  Potentialproblem  auszuscheiden  sein.  Man  kann  über- 
haupt für  den  ausgeschlossenen  Teil  keine  Kräftefunktion  ausfindig 
machen,  aus  der  sich  die  Bewegungen  für  den  Raum  ableiten  liefsen. 
Dort  giebt  es  kaimi  Gemeinschaftliches,  fast  nur  Individuelles,  man 
sagt,  für  diesen  Raum  existiere  kein  Potential. 

Aufserdem  mufs,  da  man  auf  die  Trägheit  nicht  wohl  verzichten 
kann,  angenommen  werden,  dafs  die  Trägheit  auf  die  Gröfse  und 
Richtung  der  Bewegungen  ohne  Einflufs  sei.  Jedes  Teilchen,  welches 
auf  einer  Kurve  zu  wandern  hat,  will  ja  infolge  der  Trägheit  diese 
verlassen.  Man  mufs  annehmen^  dafs  dieses  Bestreben,  aus  der  Bahn 
zu  weichen,  irgendwie  aufgehoben  werde. 

Im  allgemeinen  giebt  man  den  Kraftröhren  rechteckigen  Quer- 
schnitt.   Betrachtet  man  einen  Rechteckskörper  der  Flüssigkeit  mit  den 
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Kanten  a^  b,  c,  der  in  einem  solchen  Kanäle  fliefst^  so  bleibt  er  ein  Recht- 
eckskorper^  jedoch  ändern  sich  die  Kantenlängen  a,  b,  c.  Da  aber 
Inkompressibilität  angenommen  ist,  so  bleibt  der  Inhalt  abc  =  a^b^Ci, 
also  konstant.  Die  einem  Würfel  einbeschriebene  Kugel  verwandelt 
sich  in  ein  einbeschriebenes  EUipsoid  gleichen  Inhalts,  es  findet  für 
die  Tcrschiedenen  Gestalten  eines  Teilchens  Affinität  in 
den   kleinsten  Teilen  bei  ungeändertem  Rauminhalt  statt. 

Zu  dieser  Umwandelung  ist  in  der  Wirklichkeit  ein  gewisser 
Arbeitsaufwand  nötig,  so  dafs  eigentlich  von  einem  freiwilligen  statio- 
nären Zustande  nicht  die  Rede  sein  kann.  Von  solchen  Reibungs- 
wider^tänden  sehen  wir  ab,  um  den  stationären  Zustand  zu  ermögHchen. 
Zur  Überwindung  müfste  eine  Art  von  Triebkraft  angenommen  werden. 
Den  Widerstand  einer  Zelle  der  potentiell  gleichwertigen  Einteilung 
gegen  die  betreffende  Umformung  des  Wasserkörpers  könnte  man 
definieren  als  den  Quotienten  aus  der  Potentialdifferenz  der  beiden 
Grenzflächen  (Geschwindigkeitspotential!)  und  der  jeden  Querschnitt 
passierenden  Flüssigkeitsmenge.  Dies  würde  eine  Reduktion  auf  die 
Masseneinheit  bedeuten,  und  damit  ganz  analog  sein  der  Ausdrucks- 
weise in  der  Elektrizitätslehre,  wo  der  Widerstand  einer  Zelle  eben- 
falls aus  dem  Quotienten  der  Potentialunterschiede  der  beiden  Grenz- 
flächen und  der  passierenden  Elektrizitätsmenge  erklärt  wird.  Oben 
wurde  von  solchen  Betrachtungen  absichtlich  abgesehen.    Die  für  die 

Kräfte   eines   Potentialproblems   geltenden   Gleichungen  pw  =^  p^  u;^, 

y  Y 

pF  =  p^F^j  p  =  X  ~ '  =  x(t  gingen  einfach  über  in  Gleichungen 

für  die  Geschwindigkeiten,  welche  lauteten 

y  y 

VW  =  Vj^w^y  vF  =  v^F^,  V  =  X  — =  xG, 

Besonders  einfach  wurde  alles  bei  den  zweidimensionalen  Problemen 
des  logarithmischen  Potentials.  Dort  fand  überall  EinteUimg  in  kleine 
Quadrate  oder  ähnliche  Rechtecke  statt.  Die  AfQnität  in  den  kleinsten 
Teilen  wurde  zur  Ähnlichkeit  in  den  kleinsten  Teilen.  Die  Geschwindig- 
keiten wurden  umgekehrt  proportional  den  Dimensionen  der  kleinen 
Quadrate.  Zu  jedem  Probleme  gehörte  ein  Vertauschimgsproblem, 
d.  h.  Strom-  und  Potentiallinien  konnten  ihre  Rollen  wechseln. 

Fig.  142  z.  B.  stellt  das  System  der  konfokalen  Ellipsen  und 
Hyperbeln  dar.  Ob  die  Bewegimg  in  den  hyperbolischen  oder  in  den 
elliptischen  Kanälen  erfolgt,  ist  gleichgültig.  In  letzterem  Falle  kann 
man  sich  den  Vorgang  folgendermafsen  vorstellen.  Das  Gefäfs  sei 
ein  elliptischer  Cylinder  mit  einer  Einsatzwand,  die  der  Brennlinie 
entspricht.  Um  diese  Scheidewand  herum  denke  man  sich  die 
Flüssigkeit  in  Bewegung  gesetzt,  z.  B.  mit  Hilfe  von  Schaufeln. 
Nach   einiger  Zeit  werden  sich  etwaige  störende  Wirbelbewegungen 

HolsmüUer,  Ing- Math,  n ,  Potentialiheorie.  25 
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beruhigen^  allmählich  tritt  eine  Art  stationärer  Zirkulation  um  die 
Scheidewand  herum  infolge  der  Beharrung  ein.  Diese  ist  zu  unter- 
suchen. Unter  den  angegebenen  Voraussetzungen  erfolgt  sie  so^  wie 
die  Figur  sie  beschreibt. 

Entsprechendes  findet  bei  anderen  Problemen  zweidimensionaler 
Art  statt.  Bei  Mehrpunktproblemen  bezw.  ihren  Yertauschungsproblemen 
kann  man  Einsätze  entbehren^  es  ist  aber  fUr  die  Anschauung  gut^ 
sich  Cylinder  geringen  Durchmessers  an  Stelle  der  Punkte  zu  denken, 
wobei  das  Zirkulieren  der  Flüssigkeit  verständlicher  wird.  Man  vgl. 
z.B.  Fig.  125, 127, 129, 130.  So  lassen  sich  alle  Strömungsnetze  hydro- 
dynamisch deuten. 

Helmholtz  ist  es  gewesen,  dem  es  gelang,  den  Einfluls  von 
Wirbelbewegungen  auf  den  umgebenden  wirbellosen  Wasserraum  und 
die  gegenseitigen  Einwirkungen  der  Wirbel  unter  sich  in  den  Grund- 
zügen aufzuklären,  indem  er  die  betreffenden  Bewegungsgleichungen 
integrierte.  Da  hier  von  höherer  Analysis  ganz  abzusehen  ist,  müssen 
wir  auf  die  Wiedergabe  seiner  Rechnungen  verzichten.  Das  neu  er- 
schlossene Gebiet  ist  aber  von  derartigem  Interesse,  dafs  der  Versuch 
gemacht  werden  soll,  mit  Hilfe  der  von  Helmholtz  aufgedeckten 
elektromagnetischen  Analogien  die  stattfindenden  Bewegungen  zu  be- 
schreiben, wobei  nur  Sätze  benutzt  werden  sollen,  die  früher  abgeleitet 
wurden.  Leser,  die  der  höheren  Analysis  mächtig  sind,  würden  auf 
die  „Gesammelten  Abhandlungen"  von  Helmholtz,  Bd.  I,  auf  die 
„Mechanik"  von  Kirchhoff,  auf  Auerbachs  „Theoretische  Hydro- 
dynamik" und  auf  die  Inauguraldissertation  von  Gröbli  über  Wirbel- 
fäden (Zürich  bei  Zürcher  u.  Fugger)  zu  verweisen  sein. 

b)  Wirbelbewegungen. 

279)  Analogien  zwischen  einem  Wirbelfaden  und  einem 

elektrischen  Strome.     Man  denke  sich 

F*8-  220.  in  unbegrenzter  Wassermasse  einen  geraden 

^         b  oder   gekrümmten  Cylinder,   in   dem    sich 

i/  eine   grofse  Anzahl  wirbelnder  Elementar- 

^  cylinder  befinden.    (Fig.  220.)    Fig.  c  steUt 

den  Querschnitt  eines  solchen  Komplexes 
dar,  durch  den  man  an  die  Ampöresche 
Darstellung  magnetischer  Molekularströme 
erinnert   wird,    die   durch   einen  Solenoid- 

T       ^  ^ ^        ström  ersetzt  werden  können.   Es  wird  sich 

zeigen,  dals,  wenn  alle  Elementarcylinder 
in  gleichem  Sinne  wirbeln,  auch  der  Gesamtcy linder  eine  Drehung 
macht^  die  bei  gleichmäfsiger  Drehung  der  Elementarwirbel  um  den 
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Mittelpunkt  vor  sich  geht^  bei  ungleichmäfsiger  Drehung  um  den  zu 
definierenden  Schwerpunkt  erfolgt.  Ist  der  Querschnitt  nicht  kreis- 
förmig ^  so  hat  er  periodische  Schwankungen  durchzumachen  u.  s.  w. 
Jeder  Elementarwirbel  wird  als  Wirbeifa  den  bezeichnet.  Er  be- 
steht aus  unzähligen  Wirbellinien  (parallel  zu  seiner  Mittellinie). 
Die  Randgeschwrndigkeit  seiner  Wirbelbewegung  an  jeder  Stelle 
wird  als  Geschwindigkeit  des  Wirbelfadens  an  dieser  Stelle  be- 
zeichnet. 

Das  Produkt  aus  Randgeschwindigkeit  und  Querschnitt 
heifst  Intensität  des  Wirbelfadens. 

Wir  vergleichen  den  stationären  elektrischen  Strom  im  Drahte 
und  seine  elektromagnetisch  polarisierte  Umgebung  mit  dem  Wirbel- 
faden im  Wasser,  die  auf  die  nordmagnetische  Einheit  ausgeübte 
Kraftwirkung  des  ersteren  mit  der  Geschwindigkeit,  die  der  Wirbel 
einem  in  entsprechender  Lage  befindlichen  Wasserteilchen  giebt.  Die 
Analogien,  die  yon  Helmholtz  entdeckt  sind,  sollen  beschrieben 
werden.  Vorläufig  kann  man  sich  dabei  den  Wirbelfaden  im  allge- 
meinen als  geradlinig  denken. 

a)  Der  stationäre  elektrische  Strom  hat  in  allen  Teilen  des 
Drahtes  dieselbe  Intensität,  d.  h.  durch  den  Querschnitt  fliefst  überall 
dieselbe  Elektrizitätsmenge.  Der  Querschnitt  darf  dabei  nirgends 
gleich  NuU  werden,  da  sonst  die  hypothetische  Flüssigkeit  mit 
unendlicher  Geschwindigkeit  bezw.  Dichte  fliefsen  müsste.  Der  Strom 
mufs  also  entweder  geschlossen  sein,  oder  sich  beiderseits  ins  Un- 
endliche ausdehnen.     Analog: 

Der  Wirbelfaden  hat  in  allen  Teilen  dieselbe  Intensität 
J  =  qxy  wo  q  den  Querschnitt,  x  die  Randgeschwindigkeit 
der  Wirbelbewegung  bedeutet.  Der  Querschnitt  darf  nir- 
gends gleich  Null  werden,  da  sonst  unendlich  grofse  Rand- 
geschwindigkeiten stattfinden  würden.  Der  Wirbelfaden 
erstreckt  sich  also  entweder  ins  Unbegrenzte,  oder  er  läuft 
in  sich  selbst  zurück,  oder  er  endigt  dort,  wo  die 
Flüssigkeit  zu  Ende  ist.  Fig.  m. 

Es  ist  also  3' :  3^1  =  t'i :  v,  Fig.  221  gilt  sowohl  für  gleiche 
Stromvolumina,  als  auch  für  gleiche  Volumina  eines  Wirbel- 
fadens. Bei  gleichwertiger  Einteilung  ist  ql  =  q.ilif  also 
q\q^=^\il.   Aus  beiden  Proportionen  folgt  v^:v  =  l^:l.   Also : 

Die  Wirbelgeschwindigkeit  am  Rande  ist  um- 
gekehrt proportional  dem  Querschnitt  und  direkt 
proportional  den  Längen  gleicher  Volumina  des 
Wirb  elf  adens. 

b)  Der  stationäre  Strom  giebt  zwar  der  Verbindungslinie  zu- 
sammengehöriger Magnetpole  eine  Richtung,  aber  er  ruft  im  Dielektri- 
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kam  keine  Ströme  hervor.  Nur  wenn  aufser  ihm  noch  Stromleiter 
oder  Ströme  vorhanden  sind,  tritt  besonderes  ein.     Analog: 

Ein  Wirbelfaden  ruft  in  der  wirbellosen  Umgebung  keine 
Wirbelbewegungen  hervor.  Nur  wenn  noch  andere  Wirbelfaden 
vorhanden  sind,  tritt  besonderes  ein.     Folglich: 

Der  Wirbelfaden  nimmt  kein  einziges  der  nicht  wirbeln- 
den Moleküle  seiner  Umgebung  in  sich  auf. 

Darf  man  von  der  Reibung  absehen,  so  behält  er,  wie  ein 
stationärer  Strom,  in  allen  Teüen  dieselbe  Energie.     Folglich: 

Der  Wirbelfaden  besteht  stets  aus  denselben  Wasser- 
teilchen, behält  also  auch  (der  Inkompressibilität  wegen) 
stets  dasselbe  Volumen.  Läfst  man  ihn  dünner  und  dünner 
werden,  so  wird  er  zur  Wirbellinie,  von  der  nun  konsequenterweise 
dasselbe  gilt. 

c)  Bewegung  des  Stromleiters  ändert  die  Intensität  und  Energie 
des  Stromes  nicht,  sobald  nicht  andere  Stromleiter  in  der  Nähe  sind. 
Folglich: 

Fortschreitende  Bewegung  eines  Wirbels  ändert  seine 
Intensität  und  Energie  nicht,  sobald  nicht  andere  Wirbel 
in  der  Nähe  sind. 

d)  Nach  Nr.  248  bezw.  Nr.  257  bewegt  ein  geradliniger  Leiter 
von  der  Intensität  J^  die  Einheit  des  Nordpols  senkrecht  gegen  die 
durch  Pol  und  Leiter  bestimmte  Ebene  mit  der  Kraft 

Analog: 

Ein    gerader    Wirbelfaden    von    der   Intensität   J  giebt 

jedem  Wasserteilchen  in  der  Entfernung  q  eine  Geschwindig- 

J 
keit   V  =  —   senkrecht  ficeiren  die  durch  Faden  und  Wasser- 

teilchen  bestimmte  Ebene   und  zwar  im  Sinne  der  Wirbel- 
drehung.   (Man  setzt  —  an  Stelle  von  2k^J^^    Die  Geschwindigkeit 

ist  umgekehrt  proportional  ,. 

Wodurch  dies  geschieht,  ob  durch  Reibung,  was  wahrscheinlich 
ist,  oder  durch  irgend  eine  von  Hertz  und  anderen  angenommene 
^,yerkoppelung  der  Moleküle^',  das  sei  dahin  gestellt.  So  gut  aber, 
wie  der  elektrische  Strom  vom  Momente  des  Entstehens  an  bis  znm 
Eintritt  des  stationären  Zustandes  Energie  an  das  ihn  .umgebende 
Feld  abgeben  mufs,  so  hat  auch  der  Wirbel  Energie  abzugeben,  bis 
die  stationäre  Bewegung  der  Teüchen  des  Feldes  herbeigeführt  ist. 
Von  da  ab  bleibt  seine  Energie  konstant.  Die  in  Bew^nng  gesetzten 
WasserteUchen  drehen  sich  um  die  Querschnittsachse  des  Fadens,  aber 
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nicht  um  die  eigne  Achse^  so  dafs  man  nur  von  fortschreitender  Be- 
w^ung  zu  reden  braucht. 

e)  Das  Stromteilchen  AB  =  1  übt  nach  Figur  198  und  der  zu- 
gehörigen Erläuterung  auf  die  in  der  Entfernung  s  von  ihin  in  der 
Entfernung  ^  =  8  sin  a  Yom  Faden  befindliche  nordmagnetische  Einheit 
die  ablenkende  Kraft 

2  Xj  JF^ ^  <^i  ^  ^^"^ 

aus,   wo  F^   die   vom  Teilchen   und  dem  Stromelemente  l  gebildete 
Dreiecksfläche  ist.     Setzt  man  auch  hier  —  an  Stelle  von  2}c.Jiy  so 

gilt  analog: 

Jedes  Teilchen  des  Wirbelfadens  vom  Volumen  ql  und 
der  Wirbelgeschwindigkeit  x,  also  von  der  Intensität  qx  =  J, 
giebt  jedem  Wasserteilchen,  welches  von  ihm  die  Entfernung 
Sf  von  der  Drehachse  die  Entfernung  Q  =  $8ina  hat,  die  Ge- 
schwindigkeit 

Jlsma        qnl  sin  a        qnF 


V  = 


TT»'  n8*  yc8^  ^ 


wo  F  dieselbe  Bedeutung,  wie  vorher  hat.  Das  Drehungs- 
bestreben führt  also  nach  Erreichung  des  stationären  Zustandes  zu 
einer  Geschwindigkeit,  die  direkt  proportional  dem  Ausdrucke  qxlsiaa 
und  umgekehrt  proportional  dem  Quadrate  des  Abstaüds  s  ist. 
Genauere  Vorstellungen  von  einem  Wirbelfaden  werden  sich  aus 
dem  Folgenden  ergeben. 

280)  Zwei  und  mehrere  Elementarfäden. 

a)  Befinden  sich  im  Wasserraum  zwei  oder  mehrere  Wirbelfaden 
von  gleichen  Intensitäten  und  übereinstimmendem  Drehungssinn,  so  ist 
A  bestrebt  dem  Wirbel  B  und  seiner  Umgebung  die  fortschreitende 

Geschwindigkeit  t;^  =  —   zu   geben.     B  wirkt   in   demselben   Sinne 

auf  A  ein.    Es  resultiert  für  beide  Wirbelfäden  eine  Drehung  um  den 

Halbierungspunkt    S    der 

Strecke  AB.    Denkt  man  ^'«  ^^' 

sich   die  Intensitäten  der  ^**  ^^ 

Wirbel  A  und  B  dort  als 

Massen  angebracht,  so  ist 

S  der  Schwerpunkt.   Beide 

Wirbel    wirken    auf    die 

Gerade  AB  so  drehend  ein,  als  ob  jeder  ein  Kräftepaar  wäre.    (Vgl. 

das  Aufsetzen  zweier  Kreisel   in   die  Vertiefungen  A  und  B  eines 
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Fig.  824. 


«s*- 


rig.  225. 


W. 


•^^i 


H» 


um  S  drehbaren  Balkens,  wobei  eine  Drehimg  des  letzteren  entsteht. 

Schmidtsche  Kreisel -Versuche.) 

b)  Verhalten  sich  die  Intensitäten  der  beiden  Wirbel  wie  2:1, 

so  teilt  der  Drehungspunkt  S  die  Linie 
ebenso,  wie  die  Massen  2   und  1  in  ^ 

bezw.  R  denn  ^  :  ~  =  2 : 1.  (Fig.  223.) 

c)    Drehen    die    Wirbel    entgegen- 
gesetzt, so  ist  es  ähnlich,   wie  bei  ent- 
gegengesetzten Kräften  (bezw.  Massen). 
Der  Schwerpunkt   fällt  aufserhalb.     Auch  jetzt  ist  er   das  Centrum 
der  Drehbewegung.    (Fig.  224.) 

d)  Sind  dabei  die  Intensitäten  absolut  genommen  einander  gleich, 
80  fallt  S  in  unendliche  Entfemimg,  wie  bei  einem  Kräftepaar,  beide 

Wirbel  wandern  mit  der  Geschwindigkeit  —  in  derselben  Richtung 

vorwärts.     In  diesem  Falle  ist  B  das  Spiegelbild  von  A.     Man  kann 

die  Mittellinie  CD  als  feste  Wand  betrachten 
und  J9  entfernen,  ohne  dafs  sich  för  A  etwas 
ändert.  A  wandert  in  der  Nähe  einer  festen 
Wand  parallel  derselben  vorwärts  mit  der  Ge- 
schwindigkeit   Es    verhält     sich    wie    ein 

Schwimmer,  der  mit  der  linken  Hand  richtig 
rudert,  mit  der  Rechten  aber  eine  Gegenbewegung 
macht.  In  der  That  wird  links  von  A  alle^ 
Wasser  zurückgetrieben,  rechts  von  A  eine  weit 
kleinere  Wassermenge  vorwärts  getrieben.  Durch 
die  Differenz  der  Gegenwirkimgen  beider  Aktionen 
entsteht  die  Geschwindigkeit  von  A. 

Ähnlich   ist  es,    wenn  A  und  B  (ohne  die  Wand)  aufeinander 

wirken.  A  rudert  richtig  mit  der  linken,  B 
mit  der  rechten  Hand,  jeder  falsch  mit  der 
anderen  Hand.  Das  Wasser  aufserhalb  AB  wird 
rückwärts,  das  zwischen  ^5  vorwärts  getrieben, 
in  der  Mitte  naturgemäfs  schneller,  als  A  und 
B  schwimmen. 

e)  Es  handle  sich  um  drei  gleichwertige 
Wirbelfäden,  die  in  der  Zeichnung  ein  gleich- 
seitiges Dreieck  bilden.  Jeder  erhält  zwei 
gleiche  Geschwindigkeiten  senkrecht  gegen  die 
entsprechenden  Dreiecksseiten,  deren  Resultante 
senkrecht  zur  Mittellinie  steht.  So  entsteht  Drehimgsbewegung  um 
den  Mittelpunkt  S  des  Dreiecks  ohne  sonstige  Änderungen, 
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Fig.  226. 
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f)  Ebenso  ist  es  bei  jeder  Anordnung  nach  den  Ecken  eines  regel- 
mäfsigen  Polygons,  ebenso  bei  homogener  Ausfüllung  einer  Kreisfläche 
mit  gleichwertigen  Wirbeln.  Stets  entsteht  Drehung  um  den  Mittel- 
punkt. 

g)  Sind  drei  gleichwertige  Wirbel  allgemein  gelagert  und  bildet 
man  die  Besultanten,  so  stehen  diese  im  allgemeinen  nicht  mehr 
senkrecht  auf  den  Schwerpimktstransversalen,  der  Schwerpunkt  ruht 
bei  der  Bewegung,  aber  die  Gestalt  des  Dreiecks  macht  periodische 
Änderungen  durch,  da  die  einzelnen  Wirbel  sich  bald  von  S  entfernen, 
bald  in  gröfsere  Nähe  gelangen.  (Figur  für  ^1=  1,  ^2=  1,  m^=  —  1 
siehe  bei  Gröbli,  Seite  22.)  Die  Untersuchung  des  Gestaltenwechsels 
ist  elementar  nicht  durchzuführen.  Ebenso  treten  Wandelungen  der 
Gestalt  ein,  wenn  die  Wirbel  eine  Ellipsenfläche  gleichmäfsig  erfüllen, 
worüber  man  Kirchhoffs  Mechanik  vergleiche. 

Stets  aber  ruht  der  Schwerpunkt  des  Komplexes  von 
Wirbeln. 

Diesen  Schwerpunkt  findet  man,  wenn  man  jeden  Wirbel  durch 
eine  seiner  Intensität  entsprechende  Masse  ersetzt. 

Das  Ruhen  des  Schwerpunktes  gilt  nicht  nur  von  den  Wirbel- 
cylindem,  die  aus  Wirbelfäden  bestehen,  sondern  auch  von  den  aus 
Wirbellinien  bestehenden  Wirbelfäden,  sobald  man  sich  im  Normal- 
schnitt die  Pimkte  der  Wirbellinien  mit  Massen  belegt  denkt,  die  ihren 
ümdrehxuigsgeschwindigkeiten  proportional  sind. 

Damit  ist  die  genauere  Vorstellung  des  Wirbelfadens  geschaflfen, 
die  oben  unverständlich  geblieben  sein  würde.  Auch  erkennt  man 
jetzt^  warum  oben  von  Strombewegungen  und  fortschreitenden  Be- 
w^ungen  der  Wirbelfäden  gesprochen  wurde. 

Von  den  krummlinigen  Wirbelfäden  sollen  nur  unendlich  dünn 
zu  denkende  kreisförmige  Wirbelringe  behandelt  werden,  die  aus  den 
unten  anzugebenden  Gründen  von  hervorragendster  Wichtigkeit  für 
die  neueren  physikalischen  Theorien  geworden  sind.  Sämtliche  Wirbel- 
linien eines  solchen  Ringes  sind  als  kreisförmig  aufzufassen.  Jeder 
Raucher  kann  bekanntlich  solche  Ringe  sichtbar  hervorbringen.  Bei 
ruhigem  Wetter  bildet  der  auspuffende  Dampf  einer  stillstehenden 
Lokomotive  oder  eines  Dampfrohrs  bisweüen  sehr  schöne  Wirbelringe. 
Mit  Hufe  einer  Kreisscheibe  (eines  Löffels)  hat  Helmholtz  solche 
im  Wasser  hervorgebracht,  auch  halbkreisförmige,  deren  freie  Enden 
an  der  Oberfläche  der  Flüssigkeit  ausliefen. 

Was  oben  über  geradlinige  Wirbelfäden  gesagt  wurde,  gut,  bei- 
läufig bemerkt,  auch  dann,  wenn  die  Flüssigkeit  normal  gegen  solche 
durch  Ebenen  begrenzt  ist,  also  z.  B.  für  senkrechte  Fäden  in  Teichen 
von  überaU  gleicher  Tiefe.  Es  handelt  sich  eben  dann  um  zwei- 
dimensionale Probleme. 
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281)  Ein  vereinzelter  kreisförmiger  Wirbelring.  InNr.257 
und  an  Fig.  196  war  die  Wirkung  eines  Kreisstroms  von  Intensität 
eTi  auf  einen  Punkt  seiner  Achse  berechnet  worden,  wenn  fttr  diesen 
der  halbe  Gesichtswinkel  gleich  y  war.     Es  ergab  sich  als  Potential 

1)  F  ==  %%J^  (1  —  cos  y)  =  2  %^%J^  (1  —  cos  y) , 

als  anziehende  bezw.  abstofsende  Kraft 


8^  8^  8^ 


2)  P  ^8  o8        c8 


WO  s  den  Abstand  des  Einheitspols  von  der  Peripherie,  F  die  Flache 
des  Kreisstroms   bedeutete.     Für  den  Mittelpunkt  des  letzteren  war 

Setzt  man  auch  hier  für  ^ti^J^   den  Ausdruck  -  ein,   so  erhält 

man   für  den  kreisförmigen  Wirbeh'ing,    der  als  unendlich  dünn  zu 
betrachten  ist,  die  Gleichungen 

1*)  F=  J^(l  — cosy) 

3*)  ..=  ^4. 

Ist  damit  auch  nur  das  Geschwindigkeitspotential  für  die  Punkte 
der  Achse  und  ihre  Geschwindigkeit  selbst  berechnet,  so  reicht  dies 
doch  hin,  ein  allgemeines  Bild  von  dem  Vorgänge  zu  geben. 

Denkt  man  sich  durch  die  Achse  einen  Meridianschnitt  gel^, 
so    erhält   man  als  Schnitt  zwei  entgegengesetzte  Wirbel,   die  nach 

Nr.  289  aufeinander  so  einwirken,    dafs  beide 
^*8-  ^^  vorwärts  wandern.     Da  dasselbe  mit  je  zweien 

geschieht,    so    erhält    der   gesamte   Ring   eine 

Fortbewegung    in    der    Richtung    des    Pfeiles. 

Diese   ist    ganz   naturgemäfs,    weil    durch   das 

ganze   Innere   des   Ringes   nur   wenig  Wasser 

vorwärts  getrieben  wird,  während  alles  Wasser, 

welches   aufserhalb  des   zugehörigen   Gylinders 

liegt,  rückwärts  gestofsen  wird.    Die  Differenz 

der  Gegenwirkungen  treibt  den  Ring  vorwärts. 

(Wenn  Auerbach  in  der  citierten  Preisschrift  sagt,  der  Ring  würde 

durch   die   energisch   durch   sein   Inneres   strömenden  Wassermassen 

mitgerissen,  so  wird  die  Wirkung  mit  der  Ursache  verwechselt.    Der 
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ßnuid  ist  derselbe,  wie  bei  jedem  Meridianschnitt  f&r  sieb  und  bei 
Fig.  225.  Die  Geschwindigkeit  des  Ringes  selbst  ist  schwierig  zu 
berechnen,  da  auf  jeden  seiner  Wirbelteile  von  Länge  l  sämtliche 
anderen  wirken. 

Beim  stationären  Zustande  ist  die  Geschwindigkeit  des  Ringes 
konstant,  ebenso  unveränderlich  sind  seine  Dimensionen  und  seine  Kreis- 
gestalt, ebenso  unveränderlich  ist  seine  Intensität  und  Energie.  Dabei  ist 
natürlich  von  der  Reibung  ganz  abgesehen,  die  in  der  Wirklichkeit 
die  Ringe  bald  zur  Auflösung  gelangen  läfst.  Ohne  die  Reibung 
würde  der  Ring  unveränderlich  dem  imendlichen  Bereiche  zuwandern. 

282)  Zwei  parallele,  gleichartige  Wirbelringe.    Helmholtz 
schildert,  ohne  den  Beweis  zu  geben,  das  Verhalten  parallel  gestellter 
Wirbelringe.      Kirchhoff    citiert    die   Bemerkungen    ebenfalls    ohne 
Beweis.     Beschränkt   man    sich   auf  die  Be- 
trachtung  der  Wirbel  eines  Meridianschnitts,  Fig.  ns. 
so   läfst  sich  der  Vorgang  einigermafsen  be- 
gründen, was  hier  versucht  werden  soll.    Der 
Wirbel  A  erhält,  abgesehen  von  den  übrigen 
Einwirkungen,  Bewegimgsantriebe  von  B,  C 
und  D  aus,  die  umgekehrt  proportional  den 
wirklichen  Entfernungen  sind.   Die  Resultanten 
für  Ä  und  jB,   Va  und  Vt   sind  so  gerichtet, 
dafs  man  das  Bestreben  des  Ringes  er- 
kennt, sich  zu  verkleinern,  d.h.  sich  zu- 
sammen zu  ziehen.    Weil  er  stets  dasselbe 
Volumen  hat,  schwellen  dafHr  die  Flächen  Ä 
imd  B  an.    Weil  femer  Ä  und  B  bei  gleich- 
bleibender Energie  einander  näher  rücken,  wird  die  Wassergeschwindig- 
keit   bei    dem   Schwerpunkte   S  imd   ebenso   die    Selbstkomponente, 
d.   h.    die    Fortbewegungsgeschwindigkeit    des    Wirbelringes 
verstärkt,  während  er  sich  beständig  verkleinert. 

Entgegengesetztes  geschieht  bei  C  und  D,  wo  die  Resultanten 
Vc  und  Vd  nach  aufsen  gehen.  Der  Hauptradius  dieses  Ringes  vergröfsert, 
sein  Querschnitt  verkleinert  sich.  Weil  C  und  D  auseinander- 
rücken, wird  die  eigene  fortschreitende  Bewegung  vermindert. 
Die  Folge  ist,  dafs  der  Ring  CD  von  AB  eingeholt  wird, 
dafs  der  kleiner  gewordene  und  entsprechend  beschleunigte 
AB  durch  den  gröfser  gewordenen  und  verlangsamten  CD 
schnell  hindurchschlüpft.  Sofort  verlangsamt  sich  AB,  während 
CD  beschleunigt  wird,  beide  Ringe  haben  die  Rollen  vertauscht,  im 
übrigen  wiederholt  sich  der  Vorgang.  Er  würde  sieb  in  Ewigkeit 
wiederholen;  wenn  keine  Reibimg  vorhanden  wäre. 
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Geschickte  Raucher  können  auch  diesen  Vorgang,  den  Verfasser 
selbst  bei  Lokomotiven  mehrfach  beobachtet  hat,  wiederholen.  Helm- 
holt z  hat  ihn  durch  schnelle  wiederholte  Bewegimgen  eines  Löffels 
im  Wasser  ebenfalls  sichtbar  gemacht.  Das  wechselnde  Durcheinander- 
schlüpfen erscheint  für  den  ersten  Augenblick  überraschend.  Die  Er- 
scheinimg wird  aber  verständlich,  sobald  man  nur  einen  einzigen 
fortschreitenden  Ring  betrachtet.  Bei  diesem  befinden  sich  bald  die 
einen,  bald  die  anderen  Elementarwirbcl  aufsen,  durchschlüpfen  sich 
also  gegenseitig.  Das  wechselnde  Erweitern  und  Zusammenziehen, 
das  Addieren  und  Subtrahieren  der  fortschreitenden  Bewegung  und 
der  Drehung  um  die  Mittellinie  des  Ringes,  also  die  wechselnden 
Verlangsamungen  und  Beschleunigungen  sind  notwendig  und  selbst- 
verständlich zugleich. 


Fig.  829. 
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283)  Zwei  ungleichartige  Wirbelringe.  Fig.  229  stellt 
parallele  Wirbellringe  von  entgegengesetzter  Bewegung  dar.    Dieselbe 

Überlegung,  wie  oben,  giebt  fQr  die  Wirbel  eines 
Meridianschnittes  Bewegungsantriebe,  die  auf 
Vergröfserung  des  Durchmessers  und  Ver- 
langsamung beider  Ringe  hinarbeiten. 
Da  Ä  und  C,  ebenso  B  und  D  einander  immer 
näher  rücken,  wird  im  Einklang  mit  Fig.  134 
das  Parallellaufen  mit  der  Sjmmetrielinie  all- 
mählich herbeigeführt,  denn  die  übrigen  Ein- 
wirkungen nehmen  allmählich  ab,  weil  die  Ent- 
fernungen gröfser  und  gröfser  werden.  Dabei 
werden  die  einzelnen  Wirbel  schliefslich  so  dünn, 
dafs  endlich  die  Ringe  als  aufgelöst  zu  be- 
trachten sind. 

Bezüglich   der   Sjmmetrieebenen   kann  mau 

dieselben  Betrachtungen  anstellen,  wie  bei  Fig.  134. 

Nähert  sich  der  Ring  AB  bei  seiner  Wanderung  einer  Wand  KL^ 

so  wirkt  diese  ebenso  auf  ihn,  wie  sein  Spiegelbild  CDj  er  verlangsamt 

seinen  Gang,  schwillt  an  und  löfst  sich  allmählich  auf. 

284)  Schlufsbemerkung  über  Wirbelfäden.  Das  hier  Ge- 
gebene bestand  nur  aus  Beschreibungen  der  Vorgänge  auf  Grund  der 
vonHelmholtz  entdeckten  Analogien.  Die  eigentlichen  Beweise  wurden 
nicht  gegeben.  Es  handelte  sich  nur  um  einen  flüchtigen  Einblick 
in  ein  Gebiet,  auf  dem  Cauchy,  Hankel,  Thomson,  Beltrami, 
Roch,  Dini,  Lipschitz,  Maxwell,  Helmholtz,  Kirchhoff,  Tait, 
Rankine  und  andere  erfolgreich  gearbeitet  haben.  Diese  Theorie  ist 
um   so   wichtiger,   als   Thomson   versucht   hat,   als  Grundlage   der 
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mathematischen  Physik  eine  Theorie  der  Wirbelatome  aufzubauen. 
Bekanntlich  haben  wir  über  die  Natur  der  Materie  zwei  einander  ent- 
gegengesetzte Hypothesen,  die  der  Kontinuität,  und  die  der  diskreten 
Atome.  Die  Theorie  bedient  sich,  je  nach  Bedarf,  bald  der  einen, 
bald  der  anderen  Anschauung.  Das  Bedür&is,  zwischen  beiden  zu 
vermitteln,  wurde  von  jeher  empfunden. 

Rank  ine  machte  einen  ersten  Vermittelungs  versuch.  Thomson 
unternahm  einen  zweiten  mit  Hilfe  der  angedeuteten  Lehre  von  den 
Wirbeln,  die  schon  bei  Maxwell  eine  so  bedeutungsvolle  Rolle  spielten. 
Er  wurde  dazu  veranlafst  durch  den  konstanten  Charakter  der  Wirbel- 
ringe und  ihre  der  vollkommenen  Elastizität  entsprechenden  Fähigkeit, 
sich  auszudehnen  oder  zusammenzuziehen.  Das  Ganze  hängt  mit  den 
Hertzschen  Bestrebungen  zusammen,  die  Kräfte  aus  der  Mechanik 
zu  eliminieren  und  die  Vorgänge  auf  Bewegungsvorgänge  zwischen 
den  irgendwie  verkoppelten  Molekülen  zurückzuführen. 

Auch  darüber  haben  Überlegungen  stattgefunden,  ob  etwa  der 
Begriff  der  Trägheit  und  der  Energie  entbehrt  werden  könnte.  Diese 
Frage  ist  unentschieden  geblieben.  Während  eine  Gruppe  von  Physikern, 
wie  Ostwald,  die  Energie  als  ein  gegebenes  Agens  annehmen  und 
das  Energieprinzip  als  ein  allgemeines  Naturgesetz  proklamieren,  sind 
Hertz,  Boltzmann,  Plank  und  andere  gegen  diese  Stellungnahme 
aufgetreten  und  auch  Helmholtz  hat  sich  ablehnend  verhalten. 

Man  sieht  daraus,  dafs  man  sich  zunächst  mit  der  Theorie  der 
Wirbelbewegungen  zu  beschäftigen  hat,  wenn  man  in  die  neueren 
physikalischen  Theorien  eindringen  und  an  den  augenblicklich  geführten 
Geisteskämpfen  teilnehmen  will.  Aus  diesem  Grunde  erschien  es 
zweckmäfsig,  auch  solchen  Lesern,  die  noch  nicht  imstande  sind, 
die  Integration  der  hydrodynamischen  Differentialgleichungen  von 
Helmholtz  zu  verfolgen,  wenigstens  eine  Beschreibung  der  einfachsten 
Bewegungsvorgänge  auf  dem  Gebiete  der  Wirbelfäden  und  Wirbel- 
ringe zu  geben. 

Schliefslich  sei  darauf  aufmerksam  gemacht,  dafs  Dr.  Rausen- 
b erger  im  Programm  1895  der  Adlerflychtschule  zu  Frankfurt  a.  M. 
den  Versuch  gemacht  hat,  die  Helmholtzschen  Wirbelbewegungen  für 
die  Lehre  von  den  Wirbelstürmen  zu  verwerten,  wobei  er  auf  seine 
Schrift  über  diesen  Gegenstand  im  Jahrgange  1889  des  Freien  Deutschen 
Hochstifts  verweist. 

.  Von  geringerer  Bedeutung  ist  die  nachstehend  bearbeitete  Analogie 
der  elektrischen  Strömung  in  ebenen  Platten  mit  der  von  Dr.  Forch- 
heimer  aufgestellten  Theorie  der  Grundwasserbewegung  in  der  Um- 
gebung von  Brunnenanlagen  und  Sickerschlitzen.  Lassen  sich  hier  auch 
berechtigte  Einwände  machen,  so  bietet  die  Auffassung  doch  mancherlei 
Literessantes. 
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c)  Forchheimers  Theorie  der  Grundwasserbewe^ng  in  der 
Umgebung  TOn  Brunnen  und  Sickersehlitzen. 

285)  Die  örundhypothese.  Die  Zeitschrift  des  Architekten- 
und  Ingenieur- Vereins  zu  Hannover  enthielt  im  7.  Hefte  des  Jahrgangs 
1886  eine  Abhandlung  des  Prof.  Dr.  Forchheimer  über  die  Ergiebig- 
keit von  Brunnenanlagen  und  Sickerschlitzen,  die  eine  interessante  An- 
wendung der  besprochenen  Isothermenscharen  darbietet.  Die  Berech- 
nungen schlössen  sich  nach  eigner  Angabe  des  Verfassers  an  unsere 
Einführung  in  die  Theorie  der  isogonalen  Verwandtschaften  an. 

Die  zu  Grunde  gelegte  einfache  Hypothese  kann  folgendermafsen 
formuliert  werden: 

Die  Geschwindigkeit  einer  stationären  Strömung  des 
Grundwassers  ist  proportional  dem  Gefällverh'altnis  seiner 
Oberfläche,  im  übrigen  aber  unabhängig  von  der  Tiefe. 

Gegen  diese  Annahme  lassen  sich  zwar  Bedenken  erheben,  aber 
als  Annäherungsannahme  darf  man  sie  innerhalb  gewisser  Grenzen 
gelten  lassen,  da  die  Resultate  durchaus  nicht  widerspruchsvoll  er- 
scheinen und  einfach  und  fafslich  auszusprechen  sind.  Andere  Theorien 
haben  entsprechendes  noch  nicht  geleistet.  Daher  soU  der  Versuch 
gemacht  werden,  eine  elementare  Einführung  auch  in  dieses  interessante 
Gebiet  zu  geben,  bei  der  ein  einfacherer  Gang,  als  der  von  Forchheimer 
gewählte,  eingeschlagen  werden  soll. 

Um  fär  die  Sache  zu  interessieren,  schicken  wir  das  Resultat  voraus: 

Die  Projektion  der  Niveau-«  und  Stromlinien  der  Grund- 
wasserstände giebt  ein  isothermisches  Netz.  Ist  g  =  f{xy)  +  c 
die  Potentialfläche  für  eine  Wärme-  oder  Elektrizitäts- 
strömung, so  ist  z^  =  f(xy)  -|-  c  oder  g  z=:yf{xy)  -|-  c  die  Glei- 
chung für  die  Oberfläche  des  Grundwassers  bei  der  ent- 
sprechenden Strömung.  Gemäfs  der  Proportion  1  ij/F:  l/iT:  jet 
hat  man  also  nur  für  1  und  jede  Ordinate  die  mittlere  Pro- 
portionale zu  konstruieren,  um  aus  der  einen  dieser  Flächen 
die  andere  abzuleiten. 

286)  Die  Parallelströmung.  Mit  der  einfachen  Parallelsirö- 
mung  soll  begonnen  werden,  und  zwar  an  der  Hand  des  folgenden 
Problems. 

Man  denke  sich  zwei  Seen  verschiedenen  Wasserstandes 
durch  einen  geradlinigen,  überall  gleich  breiten  Damm  von- 
einander getrennt,  dessen  Grenzflächen  als  senkrecht  an- 
genommen werden.  In  welcher  Weise  geschieht  das  Durch- 
sickern des  Wassers? 
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An  jeder  Stelle  ist,  der  obigen  Hypothese  entsprechend, 


1) 


V  = 


*Z/tt  ■"""  *C| 


X  tan'd', 


Fig.  SSO. 


wenn  die  Grundwasserströmung  in  der  Richtung  von  links  nach  rechts 
vor  sich  geht.    Hier  ist  x  eine  konstante  Gröfse,  die  der  Durchlässig- 
keit des  Erdmaterials  entspricht,  d"  ist  der  (negative)  Neigungswinkel 
der    Grundwasseroberfläche.     Die    in    der    Zeit- 
einheit durch  eine  senkrechte  Fläche,  die  auch 
die      Strömungsrichtung      senkrecht      schneidet, 
passierende  Wassermenge  ist  also 

wenn   b   die   Breite    des    Rechtecks,   y  die   von     _^ 

der  undurchlässigen  Schicht  bis  zur  Oberfläche     \\\\\\\;,w^\\c^ 
gemessene  Höhe  ist.     Da  nun  der  Zustand  als 
ein    stationärer    betrachtet    werden    soll,    muTs    durch    ein    anderes 
Rechteck  von  derselben  Breite  6,  aber  anderer  Höhe  y^  und  anderem 
Winkel  ^^  dieselbe  Menge 

2*)  Q  =  —  by^xtBJi&^ 

gehen.     Daraus  folgt  aber 

—  byx  tan  d-  =  fey^x  tan  d-^ 
oder 

3) 


y  tan^j 

y^  tan^  * 


Die  Einstellung  des  Grundwassers  geschieht  also  stets 
so,  dafs  die  Höhen  umgekehrt  proportional  den  Tangenten 
der  Neigung  seiner  Oberfläche  sind. 

Durch    die    Gleichung   3)  ist   aber   eine  Parabel   charakterisiert, 
deren  Achse  in  der  undurchlässigen  Schicht 
liegt.     Für   jeden   Punkt    P    ist    nämlich  ^^'^'■ 

bei   dieser  Kurve  tan  a  =  —  jr- ,   also    ist 

ftlr  zwei  Parabelpunkte 


y  ^i 


yi 

tan'&j 

2Xi 

tana- 

y 

2x 


t 


Nach   bekannter   Parabeleigenschaft   ist   zugleich    -  -  = 


X 


,   also 


y_ 
yi 


y  ^ 
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Da  die  rechten  Seiten  übereinstimmen,  gilt  dasselbe  von  den  linken 
Seiten,  und  so  folgt  Gleichung  3). 

^^^   ^""  J   ^^^   y'  =  yJ^  =  2yi^-a;  =  2yitanc:jÄ', 


oder 


Flg.  282. 


e 

\ 

B, 



— 



-^;-= 

- 

— 

-z^ 



---  - 



— ---     -  -:-—::^^:-J^zz 



\^  _  _  - 



fr 

.-^  — 

T-^^^, 

-rr-r 

oc^^y\;;- 

A 

»      ,  "^ 

\ 

;w.^ 

?i^ 

nach  2*) 
4) 


.2 


r  =  — 


2« 


X. 


Nullpunkt  des   Koordinatensystems. 
Aus  den  besonderen  Werten 


Es  handelt  sich  also  um 
diejenige  Par-abel,  deren 
Achse  in  die  Grenzlinie 
KL  der  undurchlässigen 
Schicht  fällt,  und  die  durch 
die  Niveaupunkte  B^  und 
JBg    geht.     Der  Scheitel  S  ist 


folgt  zunächst 

\^x,    und    h\            \^x. 

so  dafs 

5) 

ist.     Folglich: 

Der  Sickerverlust  ist  umgekehrt  proportional  der  Damm- 
breite ej  direkt  proportional  der  Länge  6,  der  Durchlafs- 
konstanten  x  und  der  Differenz  der  Quadrate  der  Grenz- 
höhen \  und  \. 

Nach  5)  läfst  sich  die  Parabelgleichung  4)  umformen  in 


.2 


2 


6) 


y*  = 


K-K 


X. 


Die  Tangente  des  Neigungswinkels  für  jede  Stelle  ist  umgekehrt 
proportional  der  Höhe  y,  nämlich 


tan^  => 


Q 


.s 


K  -  A 


2 


die  Geschwindigkeit  ist  ebenfalls  umgekehrt  proportional  der  Höhe  y,  da 


8) 


v  =  —  X  tan  '9'  =  X 


M  — ^2 
2ey 
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Die  Entfernung  Äj^S  ist  nach  6) 


x^  = 


h\  —  h\ 


-ft) 


Den  Höchstwert  des  Sickerverlustes  erhält  man  für  Ä,  =  0.    Er 

hxh\  .       ^  .     .       . 

ist   gleich   — —     Die   zugehörige   Geschwindigkeit   würde   unendlich 

grofs  sein,  da  nach  8)  y  =  0  in  den  Nenner  treten  würde. 

[Dieser  praktisch  unmögliche  Grenzfall  ist  der  schwache  Punkt 
der  Theorie,  der  sich  zunächst  dadurch  erledigt,  dafs  das  ausströmende 
Wasser  stets  eine  bestimmte  endliche  Höhe  \  hat,  so  dafs  der  Grenz- 
fall überhaupt  niemals  erreicht  wird.  Er  entspricht  der  unendlichen 
Geschwindigkeit  der  Elektrizität  bei  punktförmigen  Elektroden.  Be- 
denklich aber  bleibt,  dafs  in  der  Nähe  yon  S  Geschwindigkeiten  statt- 
finden würden,  welche  die  überhaupt  mögliche  Ausflufsgeschwindigkeit 

V  ='^2g\  übertreffen,  die  der  Dammbreite  6  =  0  entspricht.  Es 
handelt  sich  also  um  eine  Annäherungstheorie,  die  nur  brauchbar  sein 
kann,  wenn  Ä^S  nicht  zu  kleine  Werte  annimmt.] 

Wichtig   für  unsere  Zwecke   ist  nun   folgendes:    Die   Gleichung 

t/  =  —  -~^-x 

^  0% 

würde  eine  ebene  Schrägfläche  geben,  wie  sie  bei  der  Parallelströmung 
der  Wärme  und  Elektrizität  auftrat.     Hier  aber  handelt  es  sich  um 


y 


-yz 


2Q 


X. 


Man  kann  also  die  zweite  Fläche  aus  der  ersten  dadurch  ableiten, 
dafs  man  an  jeder  Stelle  geometrisch  die  Quadratwurzel  der 
Ordinate  bildet.     Gemäfs  der  Proportion 

handelt  es  sich  um  die  Konstruktion  der  mittleren  Proportionalen 
zu  1  und  y.    (Fig.  233.) 

Für  den  Fall  der  Parallelströmung 
hat  sich  also  das  vorausgesagte 
Resultat  bestätigt. 

Liegt  die  undurchlässige  Schicht 
in  unendlicher  Tiefe,  so   werden  die 
Dimensionen    der   Parabel   unendlich 
grofs,  d.  h.  es  handelt  sich  um  die  gerade  Linie  HyB^,     Für  diesen 
Fall  stimmt   also    die   Potentialfläche    der  Grundwasserströmung  mit 


Fig.  2SS. 
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der  der  elektrischen  Strömung  nach\dem  Oh  machen  Gesetze  überein. 
Der  Umstand,  dafs  Prof.  Forch heimer  den  Fall  unendlicher  Tiefe 
an  die  Spitze  seiner  Abhandlung  stellt,  erschwert  ihr  Studium  und 
lälst  die  Theorie  als  künstlicher  erscheinen,  als  sie  in  Wirkhch- 
keit  ist. 

287)  Radialströmung.  Das  Grundwasser  ströme  Ton  allen  Seiten 
her  in  stationärer  Weise  einem  Bininnen  mit  kontinuierlichem  Betriebe 
zu.  Um  mathematische  Einfachheit  zu  erhalten  denke  man  sich  eine 
etwa  aus  Dünensand  bestehende  kreisförmige,  eigentlich  cjlindrisch  be- 
grenzte Insel  im  Meere  und  in  ihrer  Mitte  einen  bis  zur  horizontal 
gedachten  undurchlässigen  Schicht  reichenden  Brunnenschacht.  Der 
ursprüngliche  Grundwasserstand  entspricht  dann  der  Meeresoberfläche. 
Durch  den  Pumpbetrieb  senkt  sich  der  Wasserstand  im  Brunnen  so 
lange,  bis  infolge  der  wachsenden  Steilheit  der  Oberfläche  des  Grund- 
wassers dessen  Nachströmen  stark  genug  geworden  ist,  um  die  Wasser- 
entnahme auszugleichen.    Von  da  ab  bleibt  seine  Oberfläche  konstant. 

Jetzt  ist  nach  der  Theorie  an  jeder  Stelle 

1)  t;  =  +  X  tan^, 

denn  tsLnd"  ist  der  Senkung  wegen  für  jeden  Radius  negatiy,  aber 
auch^  V  ist  negativ,  weil  die  Strömung  dem  zunehmenden  Radius 
entgegengerichtet  ist. 

Die  in  der  Zeiteinheit  jeden  der  koncentrischen  Cy linder  durch- 
strömende Wassermasse  ist  also 

2)  Q  =  2rnyx  tsii&f 

wo  r  den  Radius,  y  die  Höhe  des  Cylinders,  von  der  Grundschicht 
aus  gemessen,  bedeutet.     Für  einen  bestimmten  Cylinder  sei 

2*)  Q^2r^xyixiajid'j^, 

Aus  der  Gleichsetzung  der  linken  Seiten  folgt 

ry  tan -6"  *=x  r^y^  tan  -ö-j, 

also  ist 

o\  ry   tan^i 

eine  Gleichung,  der  die  Niveaufläche  genügen  muTs. 

Ist  AB  ein  Stück  Oberfläche,  jetzt  steigend  gedacht,  so  ist  nach 

Gleichung  3)  wo  tan  %^  =   ,,~  *   zu  setzen  ist 

3*)  y  {y"-  y')  =  r,y,  tan  »,  '--^  =  J  {r"-r'). 
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Die  linke  Seite  kann  aufgefafst  werden  als  Schicht  eines  Dreiecks, 
welches  in  jeder  Höhe  y  den  Querschnitt  y  hat,  dessen  Inhalt  von 

irgend  einer  Höhe  y^  bis  zu  einer  andern  y  von  der  Gröfse  —  — x- 

ist.  Den  Ausdruck  rechts  kann  man  auffassen  als  Horizontalstreifen 
einer  Fläche,  die  in  jeder  Höhe  r 

den  Querschnitt  --  hat,  d.  h.  einer 

gleichseitigen  Hyperbel,  die  be- 
kanntlich von  der  Höhe  1  bis 
zur  Höhe  r  gemessen  den  Inhalt 

e  e  e 

qlgr  ~  c^lgl  =  Cjlgrhat.  Nun 
stimmen  nach  3*)  je  zwei  zu- 
sammengehörige   Streifen    beider 

Flächen  überein,  rechnet  man  also  die  letztere  von  1  bis  r,  die  erstere 
vom  zugehörigen  y^  bis  zum  zugehörigen  y,  so  mufs  die  Summe  der 
Schichten  der  einen  gleich  der  entsprechenden  Summe  der  andern 
sein,  d.  h.  es  mufs  werden 


^  - -- =  qlgr  =  r^y^  tan-e-jlgr 


oder 


2 


r=2riyi  tan ^ilgr  +  1/j. 


Dieser  Gleichimg  müssen  also  auch  die  Koordinaten  der  Kurven 
des  Grundwasserstandes  genügen. 

Die  Gleichung  läfst  sich  imter  Berücksichtigung   von  2*)  auch 
schreiben 

Q 


y'=^M  +  yl 


4) 

oder  auch 

4*)  y -Y  ^,i«r  +  y\- 

Nun  steht  aber  diese  Gleichung  zur  Gleichung 


5) 


Q 


y-^^i«r-\-yl, 


die  eine  logarithmische  Linie  darstellt,  in  der  Beziehung,  dafs  die 
Ordinaten  der  Kurve  4*)  die  Quadratwurzeln  aus  denen  der  Kurve  5) 
sind,  d.  h.  dafs  jede  Ordinate  von  4*)  gemäfs  der  Proportion 

als  mittlere  Proportionale  zur  Strecke  1  und  zur  Ordinate  y^  konstruiert 
werden  kann.    Dies  entspricht  der  im  Anfang  gegebenen  Voraussagung. 

Holcmaller,  Ing.-Math.  n,  Potentialtheorio.  26 
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Die  durch  5)  dargestellte  Potentialöäche  entspricht  dem  Falle  der 
Ausströmung  der  Elektrizität  aus  einem  Punkte  der  unbegrenzten 
Platte,  der  die  Elektrizität  auf  einem  sehr  grofsen  Kreise  zugeleitet 
wurde.  Bei  4}  handelt  es  sich  um  die  entsprechende  Wasserstandaflache, 
deren  Ordinaten  durch  Wurzelausziehung  gefunden  werden.  Wie  man 
die  logarithmiscbe  Potentialfläche  elementar  konstruieren  kann,  so  kann 
man  auch  die  Niveaufläche  für  radiale  Grundwasserströmung  elementar 
konstruieren.    Vgl.  Fig.  121. 


ait 


Die  Zeichnung  stellt  den  Vorgang  sdiematisch  dar.  AB^  2rj 
ist  der  Durchmesser  der  Insel  und  zugleich  die  Linie  des  ursprünglichen 
Gnindwasserstandes.  HDB  ist  eine  der  durch  Gleichung  4)  dargestellten 
Kurven. 

Ist  r,  der  Radius  des  Schachtes  und  y,  die  zu  r,  gehörige  Ordinate 
der  Kurve,  y^  die  zu  r^  gehörige,  so  folgt  nach  4)  für  diese  Stellen 

also  durch  beiderseitige  Subtraktion 


|;(lgr,-lgr,)  =  ^lg0')- 


Die    dem    Wasserstande    y,    des    Brunnens    zugehörige    Wasser- 
entnahme Q,  (1.  h.  seine  Ergiebigkeit  ftir  diese  Einstellung,  ist 

7)  ,,^-w-y;)_»'W-»:) 


Hydrodynamische  Analogien.  403 

Die  Ergiebigkeit  bei  stationärem  Betriebe  ist  also  um- 
gekehrt  proportional  dem  Logarithmus  des  Radienverhält- 

nisses    —    und    direkt    proportional    der    Durchläfsigkeits- 

konstante  x  und  der  Quadratdifferenz  der  Grenzhöhen,  d.  h. 

dem  Ausdrucke  (y\ — y*j  . 

Die  Analogie  mit  den  Formeln  für  die  Parallelströmung  fällt  sofort 
in  die  Augen.  Nach  6),  wo  für  y^  das  allgemeine  y  zu  setzen  ist,  läfst 
sich  die  Gleichung  der  Niveaufläche  auch  schreiben 

oder,  indem  man  den  Wert  von  Q  aus  7)  einsetzt: 

^  yl-yl      ^«^2-^«r^       igl* 

Damit  ist  eine  rein  geometrische  Gleichung  gefunden,  die  nur  von 
gemessenen  Längen  abhängig  ist. 

Wäre  z.  B.  r^  =  1000  m,  r,  =  1  m,  y^  =  30  m,  y,  =  20  m,  so 
würde  die  Gleichung  der  Niveaufläche  lauten 

Iff-           «                  -\ar           ^®  10 

y*— 20*  ®1    \gr     m^       Igr  lg  r 

30«_20*~  *   1000  ~  f  ~  TTö  ~  jö  —      3     ' 

Jg^         IglOOO         -IglOOO         lg  1000 
*■  m 

oder 


,=/? 


^  Igr +  400. 


10 

Die  Kurve  trifft  die  Grundfläche  an  der  Stelle,  wo  —  lg  r  =  —  400 
ist,  also  Igr  = '^  =  -  2,4    oder   lg  7  =  2,4,  d.  h.  J  =  251,  so 

dafs  die  Entfernung  von  der  Schachtachse  gleich  ^^  m  ist. 

Jede  Niveaukurve  setzt  sich  auf  die  Grundschicht  senkrecht  auf, 

•1*      91        ^ 

denn  nach  Gleichung  3)  ist  tan  d'  =   ^       - ,  was  für  y  =  0  unendlich 

wird  und  d'  =  90^  macht. 

Zum  obigen  ganz  willkürlichen  Beispiele  gehört  nach  7)  die  Er- 
giebigkeit 

Q  =  — ^ £  =  —    =      =       0,434  .  ;rx  =  ^  227.x. 

e    ,jw^  1    10  10  S        ' 

Igi^  -lg  1000  lg  1000 


7/t 

26 
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Wäre  z.  B.  x  =  ^,  so  würde  die  Ergiebigkeit  für  jede  Sekunde 
gleich  1,135  cbm  sein.  Kennt  man  umgekehrt  durch  Pumpversuche 
X  =  1  cbm,  so  würde  x  =  ää?  ^^^  ^^^  zwar  für  den  entsprechenden 
Dünensand,  filr  den  nun  alle  Aufgaben  leicht  zu  lösen  sein  werden^ 
z.  B.  auch  für  die  Parallelströmung. 

Wäre  z.  B.  ein  Bassin  zur  Ebbezeit  mit  seiner  Wasseroberfläche 
10  m  über  der  undurchlässigen  Schicht,  die  Meeresoberfläche  selbst 
9  m  und  würde  die  Trennung,  rein  schematisch  gedacht,  durch  einen 
Damm,  von  Dünensand  in  der  Breite  von  20  m  herbeigeführt,  so  würde 
der  Sickerverlust  nach  den  obigen  Formeln  für  das  laufende  Meter  der 
Dammlänge  sein 

^_K!|z^_l.^(10«-9«). 5^5  =  5^1;  cbm  ^ 2Liter 

auf  die  Sekunde. 

Dabei  ist  jedoch  das  unmögliche  Schema  der  Figur  angenommen, 
denn  der  Dünensand  wird  sich  nicht  mit  senkrechten  Wänden  ein- 
stellen. Auch  der  Wert  von  x  ist  hier  ganz  willkürlich  im  Anschluis 
an  das  obige  Beispiel  angenommen. 

Rückt  die  Wand  des  Schachtes  allzunahe  an  die  Stelle  heran, 
wo  die  Kurve  sich  auf  die  Grundfläche  aufsetzt,  so  werden  aus  den- 
selben Gründen,  wie  bei  der  Parallelströmung,  die  Formeln  unbrauchbar. 

288)  Bemerkung.  Es  fragt  sich,  ob,  wie  bei  der  Parallelströmung, 
für  unendliche  Tiefe  der  Grundschicht  der  Unterschied  zwischen  der 
jetzt  behandelten  Niveaufläche  und  den  früheren  Potentialflächen  auf- 
hört.    Zu  diesem  Zwecke  schreibe  man  Gleichung  8)  in  der  Form 

(y  +  Vi)  (y  —  Vs)  =  ;X  (ig^  -  ^^0 

oder 

Ist  nun  y  und  auch  y,  sehr  grofs,  so  kann  man  statt  y  -f~  y« 
schreiben  2y,,  denn  der  endliche  Unterschied  darf  gegen  2y,  ver- 
nachlässigt werden.     Dies  verwandelt  die  Gleichung  in 

Dies  aber  ist  die  Gleichung  einer  gewöhnlichen  logarithmischen 
Linie.  Die  Niveaufläche  für  sehr  grofse  Tiefen  stimmt  also  überein 
mit  einer  gewissen  Potentialfläche  für  elektrische  Strömung. 

289)  Folgerungen.  Aus  den  Gleichungen  lassen  sich  gewisse 
Proportionen  ablesen.     Bildet  man  z.  B.  Gleichung  7)  f&r  zwei  Falle, 
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^i 


die   sich   nur  bezüglich  der  Verhältnisse  —  =  q  und   —  ==  j'  ünter- 

scheiden^  so  erhält  man  durch  Diyision   für  die  Ergiebigkeiten  das 
Verhältnis 


lg 


© 


Setzt  man  q  =  e*,  q'  =  e*',  so  folgt 

Q__n; 

Sollen  sich  die  Ergiebigkeiten  wie  1 : 2  verhalten,  so  mufs  q  =  e% 
q  =  e^'^y  also  q' =  q^  sein,  sollen  sich  die  Ergiebigkeiten  wie  1:« 
verhalten,  so  mufs  q^'^q'^  sein. 

Projiziert  man  bei  einer  solchen  Niveaufläche  die  zu  den  Höhen 

gehörigen  Niveaulinien  auf  die  Grundfläche,  so  entstehen  koncentrische 
Kreise,  deren  Radien  in  geometrischer  Reihe  aufeinander  folgen, 
z.  B.  nach  der  Reihe 

e^',    e*^',    e**^»,  e*>>, ... 

Dies  folgt  daraus,  dafs  bei  der  entsprechenden  Potentialfläche  für 
elektrische  Strömung  die  zu  diesen  Kreisen  gehörigen  Ordinaten  nach 
dem  Gesetz 

Cm  ^    ^t  O   C,  4   C,     .     .     . 

aufeinander  folgen,  für  die  Niveaufläche  aber  die  Wurzeln  auszuziehen 
sind. 

Befindet  sich  der  Brunnenschacht  im  Binnenlande  auf  ausgedehnter 
Grundwasser  führender  Ebene,  so  kann  man  die  obigen  Resultate  mit 
um  so  gröfserer  Annäherung  als  richtig  benutzen,  je  ausgedehnter  die 
Ebene  bei  homogenem  Materiale  ist.  Allerdings  liefse  sich  einwenden, 
dafs,  je  länger  der  Pumpbetrieb  dauert,  der  Radius  r^,  der  dann  Schnitte 
der  Niveaukurve  durch  die  Grundwasserebene  giebt,  gröfser  und  grölser 
werden  müsse.  Dies  ändert  aber  für  die  nähere  Umgebung  des 
Brunnens  schliefslich  doch  nichts. 

290)  Beispiele. 

a)  Nachdem  der  Zusammenhang  mit  dem  logarithmischen  Potential  • 
einmal  klar  gelegt  ist,  lassen  sich  zahlreiche  Resultate  ohne  weiteres 
aussprechen. 
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Liegt  der  Brunnenschacht  auf  kreisförmiger  Insel  excentrisch,  so 
bilde  man  zu  dem  betreffenden  Punkte  P  den  reciproken  Q  und  lege 
durch  F  und  Q  ein  Kreisbüschel  nebst  zugeordneter  Kreisschar.  Vgl. 
Fig.  127.  Die  Kreise  des  Büschels  sind  Stromlinien,  die  Kreise  der 
Schar  sind  Niveaulinien  des  Grundwassers.  An  Stelle  der  Gleichung 
4*)  tritt 

oder 


y  =  V~(^s^i-^sr,)  +  y\. 


Befindet  sich  der  Brunnen  in  der  Umgebung  einer  geradlinigen 
Küste,  so  hat  man  zu  P  nur  das  Spiegelbild  zu  bilden  und  wie  vor- 
her zu  verfahren. 

b)  Handelt  es  sich  um  zwei  Brunnenschachte  auf  unbegrenzter 
Ebene,  deren  Betrieb  ein  gleichartiger  ist,  so  wird  Fig.  125  mafs- 
gebend,  d.  h.  die  Stromlinien  sind  ein  Büschel  gleichseitiger  Hyper- 
beln, die  Niveaulinien  konfokale  Lemniskaten  2*®'  Ordnung.  An 
Stelle  von  Gleichung  4)  tritt 

oder 

Sind  die  Ergiebigkeiten  der  Brunnen  verschieden,  verhalten  sie 
sich  z.  B.  wie  1^1:^2?  ^^  handelt  es  sich  um  die  Niveaukurven  und 
Niveauflächen 

oder 

Ebenso  wird  bei  n  Brunnen  von  der  Ergiebigkeit  v^,  i/^,  .  . .  v, 
die  Gleichung 


y=]/;^Klg^i  +  ^2lg^2  +  ^3lg^3+  •••  +vikrn)+y\ 
oder 

y'-yl  =  :^2'''^«^- 


Dem    Leser   bleibe    es    überlassen,    weitere   Übungsbeispiele    zu 
bilden. 
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Geschieht  z.  B.  das  Auspumpen  mit  Hilfe  eines  Sickerschlitzes^ 
so  wird  Fig.  140  in  Kraft  treten,  bei  der  es  sich  um  konfokale 
Ellipsen  und  Hyperbeln  handelt.     Die  Gleichung  geht  über  in 


wenn  die  Länge  des  Schlitzes  gleich  1  gesetzt  wird. 

Durch  Abbildungen  wie  Z  =  ^2  kann  man  zu  andern  Formen 
der  Sickerschlitze  übergehen. 

In  allen  Fällen  erhält  man  Gleichungen  von  der  Form 


.3  2 


y  -Vr-^cV, 

wo   V  das  entsprechende  logarithmische  Potential  ist. 

Da  aber  dies  nur  noch  den  Wert  von  XJbungsbei  spielen  hat,  soll 
von  weiterem  abgesehen  werden.  Man  versuche,  andere  Zeichnungen 
dieses  Werkes  oder  der  „Isogonalen  Verwandtschaften"  entsprechend 
zu  deuten. 

291)  Schlufswort.  Der  Leser  hat  in  dem  Vorgetragenen  eine 
Reihe  von  Eigenschaften  des  Potentials  und  ziemlich  viele  Anwendungen 
dieser  Funktion  auf  die  Gebiete  der  Gravitation,  der  Elektrostatik 
und  des  Magnetismus,  des  Elektromagnetismus  und  derElektro- 
dynamik,  auf  die  Lehre  von  den  stationären  Strömungen  der 
Wärme,  der  Elektrizität  und  idealen  inkompressiblen  Flüssig- 
keiten, auf  die  Lehre  von  den  freien  Ausflufsstrahlen,  von  den 
Wirbelbewegungen  und  den  Bewegungen  des  Grundwassers 
kennen  gelernt.  Der  Zusammenhang  mit  den  Faradayschen  Kraft- 
linien führte  zu  den  Faraday-Maxwellschen  Anschauungen, 
zur  Vorstellung  der  Wirbelfelder  und  zu  den  Hertzschen 
Schwingungen  über.  Auch  über  die  Elastizitätslehre,  über  die 
Kapillartheorie  imd  über  die  Lehre  von  den  Hodographen 
hätten  elementare  Betrachtungen  herangezogen  werden  können.  Je 
weiter  man  aber  eindringt,  um  so  mehr  macht  sich  das  Bedürfnis 
geltend,  mit  den  Waffen  der  höheren  Analysis  zu  arbeiten.  Die 
analytische  Behandlung  der  Potentialtheorie  wird  jedoch  jedem  Leser 
erleichtert  sein,  der  hier  bereits  einen  ersten  vorläufigen  Einblick  in 
diese  Lehre  erhalten  hat. 

Bezüglich  der  Gravitation  findet  man  noch  einiges  Elementare 
in  Schells  „Theorie  der  Bewegung  und  der  Kräfte",  wo  mehrere 
Probleme  über  die  Anziehung  homogener  Linien,  Flächen  und  ein- 
fach gestalteter  Körper  geometrisch  bezw.  mit  Hilfsmitteln  der  ge- 
wöhnlichen Arithmetik  behandelt  sind.     Namentlich  bei  Schalen,  die 
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durch  ähnliche  Ellipsoide  begrenzt  sind,  kann  die  höhere  Analysis 
entbehrt  werden,  wie  schon  Newton  gezeigt  hat.     Vgl.  die  Zusätze. 

In  Schellbachs  „Neuen  Elementen  der  Mechanik'^  findet  man 
ebenfalls  einige  elementar  behandelte  Probleme  aus  der  Lehre  von 
der  Gravitation,  die  hier  absichtlich  übergangen  wurden,  insbesondere 
die  Lösimg  der  Aufgabe,  die  Gestalt  des  Körpers  gröfster  Attraktion 
zu  bestimmen. 

Vorgeschrittene  Leser  mögen  auf  die  Originalabhandlungen  von 
Gaufs,  auf  die  von  Grube  herausgegebenen  Vorlesungen  Dirichlets 
über  die  Kräfte,  die  imigekehrt  proportional  dem  Quadrate  der  Ent- 
fernung wirken,  auf  die  Schrift  von  Clausius  über  das  Potential  und 
die  Potentialfunktion  und  auf  folgende  Werke  Neumanns  verwiesen 
werden,  die,  wie  das  früher  citierte,  sämtlich  bei  Teubner  erschienen 
sind:  „Beiträge  zur  mathematischen  Physik",  „Hydrodynamische  Unter- 
suchungen nebst  Anhang  über  Elektrostatik  und  magnetische  Induktion", 
„Untersuchungen  über  das  logarithmische  Potential".  Endlich  seien 
noch  das  Werk  von  Beer  über  die  Elektrizitätslehre  und  Kirchhoff s 
Vorlesungen  über  mathematische  Physik,  auch  die  entsprechenden 
Vorlesungen  des  älteren  Neumann  genannt.  Bezüglich  der  elektro- 
magnetischen Theorie  des  Lichtes  sei  auf  die  Helmholtzschen 
Vorlesungen,  herausgegeben  von  König  und  Runge  (Hamburg  und 
Leipzig  bei  Voss)  und  auf  das  entsprechende  Werk  von  Tumlirz 
(bei  B.  G.  Teubner  erschienen)  verwiesen.  Auch  der  bald  erschein^ide 
4.  Band  von  Wüllners  Experimentalphysik  wird  das  Nötigste  darüber 
enthalten.     Auf  Poincare  war  bereits  im  Texte  hingewiesen. 

Mit  diesen  Andeutungen  sei  unsere  elementare  Einführung  in  die 
Theorie  des  Potentials  und  seiner  wichtigsten  Anwendungen  beschlossen. 
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Zusätze  zur  Lehre  von  der  Gravitation  und  der 
Elektrostatik,  Flächen  zweiten  Grades  betreffend. 


1)  Übergang  von  der  Kugel  zum  Ellipsoid.  Man  denke 
sich  eine  Kugel  auf  horizontaler  Fläche  ruhend..  Jeden  ihrer  Hori- 
zontalschnitte verschiebe  man  horizontal  so  weit,  dafs  die  Mittelpunkte 
eine  schräge  Gerade  bilden;  dann  entsteht  ein  dreiachsiges  Ellipsoid. 
[Das  allgemeinste  ist  es  noch  nicht,  weil  seine  Höhe  bei  vorliegender 
Stellung  gleich  dem  Durchmesser  des  gröfsten  Kreisschnittes  ist. 
Man  kann  aber  den  Vorgang  mit  anderen  Parallelschnitten  wieder- 
holen, was  volle  Allgemeinheit,  sonst  aber  nichts  Neues  giebt.] 
Zwischen  beiden  Körpern  besteht  ein  Affinitätsverhältnis.  Jeder 
Geraden  innerhalb  des  einen  entspricht  eine  Gerade  innerhalb  des 
anderen,  jeder  Ebene  eine  Ebene,  die  durch  Horizontalprojektion  auf- 
einander bezogen  sind. 

Ghmz  ebenso  gehen  koncentrische  Kugelschalen  in  „ähnlich  be- 
grenzte Ellipsoidschalen"  über.  Bei  jeder  in  vier  Punkten 
schneidenden  Sehne  sind  bei  der  Hohlkugel,  folglich  auch  bei  der 
ähnlich  begrenzten  EUipsoidschale,  die  „Aufsenstücke"  gleich.  Jeder 
ebene  Schnitt  der  EUipsoidschale  giebt  ähnliche  Ellipsen.  Entsprechende 
körperliche  Teile  beider  Körper  sind  inhaltsgleich,  was  jedoch  nicht 
von  entsprechenden  Flächen  gilt. 

2)  Anziehung  des  Ellipsoids  und  der  ähnlich  begrenzten 
EUipsoidschale  im  Innern. 

Man  denke  sich  die  Kugelschale  dünn,  jedoch  körperlich.  Nach 
Fig.  17  ist  dann  die  Anziehung,  die  je  zwei  kleine  Antipodenteile  in 
Bezug  auf  einen  Punkt  Q  auf  die  in  diesem  befindliche  Masseneinheit 
ausüben,  gleich  Null,  weil  ihre  Massen  direkt  proportional  den 
Quadraten  der  Abstände,  die  Anziehungen  jeder  Einheit  aber  umge- 
kehrt proportional  diesen  Abständen  sind.     Überträgt  man  den  ent- 
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stehenden  Kegel  durch  die  obige  Horizontalverschiebimg  in  das  Ellipsoid, 

SO  bleiben  die  Massen  dieselben,  aber  auch  l^ :  l^  bleibt  dasselbe  Ver- 

hältnis  (Parallelprojektion).  Die  Anziehung  ist  also  auch  hier  gleich 
Null.  Folglich  ist  zunächst  die  Anziehung  einer  dünnen,  ähnlich  be- 
grenzten Ellipsoidschale  gleich  Null,  das  Potential  in  ihrem  Innern 
demnach  konstant.  Nun  kann  man  aber  jede  beliebig  dicke  Ellipsoid- 
schale  solcher  Art  in  ähnliche  dünne  Schichten  zerlegen.  Folglich 
gilt  der  Satz: 

Die  Anziehung  der  homogenen  ähnlich  begrenzten 
Ellipsoidschale  auf  Massen,  die  im  Hohlraum  liegen,  ist 
gleich  Null.  Im  massiven  EUipsoid  nimmt  die  Anziehung 
im  Innern  bis  zu  Null  ab.  In  jedem  Punkte  des  Innern  wirkt 
nur  noch  die  Anziehung  des  Kernes,  der  durch  das  ähnliche, 
durch  den  Punkt  gelegte  EUipsoid  begrenzt  wird. 

3)  Geometrische  Folgerung.  MB  in  Fig.  237  sei  ein  Halb- 
messer der  ähnlich  begrenzten  Ellipsoidschale.  Die  Tangentialebenen 
AFj  und  BF  (in  A  und  B  berührend)  sind  aus  Ähnlichkeitsgründen 

parallel.  MD=l  sei 
^^«'  287.  das  von  M  aus  auf 

^^  die    Ebene    gefällte 

Lot.  Dann  ist  in  den 
Bezeichnungen  der 
Figur  MÄ  :  MB 
=-  MC  :  MD  oder 
Q  :r  =  a:l.  Ebenso 
ist  Q  :h  =  a  :  d  und 
h:r  =  d:L  Nun  ist 
aber  für  alle  Radien 
der  ähnlich  begrenz- 
ten Schale  —  =  -^  , 

ebenso  -  «s  — »     und 

-=  -- ,  so  dals  jeder 

dieser  Brüche  f&r  alle 
Lagen  des  Radius  und  der  Tangentialebene  konstanten  Wert  behält.  Statt 
CI)  kann  auch  die  Parallele  Ä  G  gesetzt  werden.  Dabei  liegt  G  aufser- 
halb  des  Ellipsoids.  Ist  aber  die  Schale  dünn,  so  rückt  G  nahe  an  ß 
heran,  der  Abstand  vom  EUipsoid  aber  wird  unendlich  klein  zweiter  Ord- 
nung. [Man  denke  an  die  Sekanten-Tangentenformel  der  Kugel:  AuTsen- 
stück  mal  ganze  Sekante  gleich  dem  Quadrate  der  Tangente.]  Dann 
darf  man  also  AG  =  d  als  die  Dicke  der  Ellipsoidschale  betrachten. 
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Jetzt  ist  wie  vorher  y  =  x,  wo  x  eine  Konstante  ist,  also  d  =  x  •  l. 

Folglich: 

Die  Dicke  einer  ähnlich  begrenzten  dünnen  EUipsoid- 
schale  ist  proportional  dem  vom  Mittelpunkte  auf  die  zu- 
gehörige Tangentialebene  gefällten  Lote. 


4)  Physikalische  Folgerungen.  Regelt  man  bei  einer 
dünnen  Ellipsoidschale  die  Dicke  so,  dafs  diese  proportional 
dem  vom  Mittelpunkte  auf  die  Tangentialebene  gefällten 
Lote  ist,  so  ist  die  Anziehung  im  Hohlraum  gleich  Null 
und  das  Potential  ist  dort  konstant. 

Fafst  man  nun  die  Massenbelegung  als  eine  Flächenbelegung  auf, 
so  tritt  an  Stelle  der  Dicke  d  die  Dichte  ö  der  Belegung.    Folglich: 

Wird  eine  Ellipsoidfläche  so  mit  Masse  belegt,  dafs  die 
Dichte  der  Flächenbelegung  an  jeder  Stelle  proportional 
dem  Abstände  der  zugehörigen  Tangentialebene  vom  Mittel- 
punkte ist,  so  ist  die  Anziehung  dieser  Belegung  für  den 
ganzen  Innenraum  gleich  Null  und  das  Potential  ist  dort 
konstant. 

Auch  die  ümkehrung  dieses  Satzes  ist  richtig. 

Ladet  man  nun  einen  Konduktor  mit  Elektrizität,  so  ordnet  sich 
diese  nach  den  früheren  Betrachtungen  so  auf  der  Oberfläche  an,  dals 
das  Potential  im  Innern  konstant  und  die  Anziehung  Null  ist,  denn 
wäre  dies  nicht  der  Fall,  so  würden  elektrische  Scheidungskräfte 
eintreten.     Folglich : 

Ladet  man  einen  ellipsoidischen  Konduktor  mit  Elek- 
trizität, so  ist  nach  Eintreten  des  Gleichgewichtszustandes 
die  Dichte  an  jeder  Stelle  proportional  dem  Abstände  der 
zugehörigen  Tangentialebene  vom  Mittelpunkte. 

Die  Dichte  ist  also  am  gröfsten  im  Endpunkte  der  längsten,  am 
kleinsten  am  Endpunkte  der  kleinsten  Hauptachse;  sie  ist  konstant 
für  diejenigen  Punkte  der  Ellipsoidfläche,  für  welche  der  Abstand  der 
Tangentialebenen  konstant  ist. 

Diese  Abstände  spielten  schon  in  Band  I  §  406  bei  dem 
Culmannschen  Centralellipsoid  eine  wichtige  RoUe.  Aulserdem  sind 
sie  von  Bedeutung  ftlr  die  Hauptkrümmungsradien  des  Ellipsoids. 
(Vgl.  Salmon  Fiedler,  analytische  Geometrie  des  Raumes,  I  §  205.) 
Die  Dichtigkeit  steht  also  auch  in  Beziehung  zur  Lehre  von  den 
Trägheitsmomenten  und  der  Flächenkrümmung. 

Aufgabe.  Den  Abstand  des  Mittelpunktes  von  der  zum 
Punkte  x^y^g^  gehörigen  Tangentialebene  zu  berechnen, 
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Auflösung.  Die  Gleichung  des  EUipsoides,  die  sich  aus  der  der 
Kugel  ebenso  leicht  durch  Affinität  ableiten  läfst^  wie  die  der  Ellipse 
aus  der  des  Kreises^  möge  sein 


?!  o.  y '  J-  ^  —  1 


X 
a 


Dann   ist   die  der  Tangentialebene   ftir  den  Oberflächenpunkt  x^y^z^ 
Ton  der  Form 

^^  j^yik  M^ 1 

^«  -r  51  -r  c«  —  ■^• 

Dies  wird  ganz  ähnlich,  wie  bei  der  Tangentengleichung  der  EUipse, 

elementar  gezeigt.    Setzt  man  hier  y^  =  0  und  z^  =  0,  so  folgt  x=  - 

als  Entfernung  des  Schnittpunktes  für  die  X-Achse  und  die  Tangen- 

tialebenen.     Ebenso    jrilt   f&r   die   anderen   Achsen   v  =  —  •  je?  =  ~  • 

Demnach  bildet  das  vom  Mittelpunkte  auf  die  Ebene  gefällte  Lot  l 
mit  den  Achsen  Winkel,  die  sich  bestimmen  aus 

cos  a  =  —  =  — ;       cos  p  =  —  =  T«- 1     cos  y  =  —  ==  -4 . 

Aus 

cos*  a  +  cos*  ß  +  cos*  y  =  1 
folgt  demnach 


demnach  ist 


K^.+^+.^-'. 


1  = 


'       ^4  "1       1.4  "T    -4 


Damit  ist  die  Aufgabe  gelöst.     Folglich: 

Die  Dichte  der  elektrischen  Belegung  eines  ellipsoidischen 
Konduktors  ist  proportional  dem  Ausdrucke 


V' 


^4  -r  ^4  i-  c* 


Ebenso   ist   die  Dicke   einer   ähnlich  begrenzten  Ellipsoidschale 
diesem  Ausdrucke   proportional.     Setzt   man   nämlich  die  Konstante 


so  ist  d  =»=la,  und  damit  ist  die  Proportionalität  mit  l  klargelegt. 
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Aufgabe.    Das  Yolumen  einer  dünnen  ähnlich  begrenzten 
Ellipsoidschale  zu  berechnen. 

Auflösung.     Setzt  man    -  =  —  =  a,  so  ist 
also  r  =  p  (1  +  «)•     Daraus  folgt  für  die  Halbachsen 

«1  =  ö  (1  +  «),      ^  =  *  (1  +  «);      C^=C  (1  +  «). 

Ist  der  Inhalt  des  inneren  Ellipsoids  J^  =  jabcx,  so  ist  nach 
dem  Gesagten  der  des  äuTseren 

J,  =  i-a  (1  +  a)  6(1  +  a)  c  (1  +  a)jr  =  y  ^abc  (1  +  af 

=  -nahe  (1  +  3«  +  3a»  +  a»). 

Nun   war  die  Dicke  als  klein  angenommen^   also  auch  a  als  klein, 
man  kann  daher  das  Unendlichkleine  höherer  Ordnung  yemachlässigen 

und  (besonders  für  Flächenbelegungen)  setzen  J^  =  y  nahe  (1  +  3  a). 
Daraus  folgt 

Ji  —  «7^  =  *  ahcTt  (1  +  3  a)  —  j  abcTe  =  Aabcxa  =  4abcyt— 

d 


Insbesondere  folgt 


rf=Z«  =  ?iL=J^  = 


4  abcTt  , 


IJ 


AabcTC  ^ahcTC        Aabcit    t /_2       .^       ji 


Ist  also  der  Inhalt  J  einer  dünnen  Ellipsoidschale 
(ähnlicher  Begrenzung)  bekannt  und  sind  die  Hauptachsen 
a,  by  c  gegeben,  so  ist  die  Dicke  an  jeder  Stelle  x^y  y^,  z^  nach 
der  gegebenen  Formel  zu  berechnen. 

Fhysikalische  Folgerungen.  Wird  ein  ellipsoidischer 
Konduktor  mit  der  elektrischen  Menge  E  geladen,  so  ist 
die  Dichte  ä  an  jeder  Stelle  x^y^e^ 

1)  ^  =  ir^ ,      ^ 

^  a*  "^  ft^  "*"  c* 

Für  y^  =  0  und  j?i  =  0  folgt 

E        a*  Ea 


S  = 


^Ttabc    x^        Aicbcx^ 
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Dies  gilt  für  die  Schnittlinie  mit  der  FZ- Ebene.     Für  x^  =  a, 
den  Endpunkt  der  langen  Achse,  folgt 

da  =  z 1-  a  = 


4k'jcabc  ^Tchc^ 

für  die  Endpunkte  der  anderen  Achsen  ist 

Oh  =  -. i—  0  =  -. —  ,       Oc  =  -: ;—  C  = 


4t7tabc  49rca'  4^a&c  ^%ab 

Aus  der  ersten  Schreibweise  folgt 

Um  zum  Sonderfalle  der  elliptischen  Scheibe  überzugehen^  schreibe 
man  die  Formel  1)  in  der  Form 

E  1 


^     a*'  "^    ft*    "^  c« 

Aus  der  EUipsoidformel  folgt  aber  für  den  Punkt  x^y^js^ 


*i ^  -n ^1 


a' 

Einsetzung  dieses  Wertes  giebt 

E 


d  = 


a*     •      fe*      '  a*       h' 


Ist  hier  c  =  0,  so  handelt  es  sich  um  eine  elliptische  Platte  mit 
den  Halbachsen  a  und  b.     Und  es  folgt  der  Satz: 

Ladet  man  eine  dünne  elliptische  Platte  mit  den  Halb- 
achsen a  und  b  mit  der  elektrischen  Menge  E,  so  wird  die 
Dichte  der  Belegung  in  jedem  Punkte  x^y^ 

2)  S^,^ 


4  abn    ~t  /         1.2        ,.2 

1 


a' 

Handelt  es  sich  um  eine  kreisförmige  Platte,  so  wird 
Y  1 ^f—  •        Y  a« 
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Bei  2)   und    3)    folgt    aus    der    Gleichung   der  Kurven   für   die 

Randlinie    die    Dichtigkeit    d  =  cx).      Handelt    es  sich    um    eine 

gerade  Linie  von  der  Länge  a,  so  schreibe  man  Gleichung  2)   in 
der  Form 


E 

1                       E                          1                             El 

was  einen  unendlich   grolsen  Wert  giebt.     Dies   ist  naturgemäls,  da 
jetzt  die  ganze  Belegung  sich  auf  der  Randlinie  befindet. 

Macht  man  für  die  Formel  2)  die  elektrische  Menge  i?^  =  £  •  w, 
also  n  mal  so  grofs  und  zugleich  b^  =  nb^  so  erhält  man 


4ka(nh)n 

a«       n*b* 


Für  grolses  n  kann  man  dann  —fn  gleich  Null  setzen  und  erhält 
4)    8  =  -^ ,^^  =  _^. \ ^ 


l/,_^     *        Vi-i     *^«)^«*-^ 


a'  a 


Jetzt  ist  die  Dichte  nur  von  x^  abhängige  d.  h.  es  handelt  sich 
um  das  in  Nr.  194  und  Fig.  140  dargestellte  zweidimensionale  Problem, 
welches  auf  konfokale  Ellipsen  und  Hyperbeln  bezw.  deren  Cylinder 
fahrt. 

Für  unsere  Zwecke  reicht  es  hin,  daraus  den  Schluls  zu  ziehen, 
dafs  die  Niveauflächen  für  den  Fall  2)  überhaupt  konfokale  Flächen 
zweiten  Grades  sind. 

Influenzproblem.  Man  lege  um  eine  elliptische  Fläche  eine 
konfokale  Ellipse  und  durch  ihre  kleine  Achse  in  normaler  Ebene  eine 
Ellipsenfläche,  die  ihre  Brennpunkte  in  den  Endpunkten  der  kleinen 
Achse  der  ersten  Ellipse  hat.  Durch  die  beiden  letzten  Flächen  läfst 
sich  dann  ein  dreiachsiges  EUipsoid  legen,  für  welches  die  erste  Ellipse 
die  Fokalellipse  ist. 

Wird  nun  die  Fläche  der  Fokalellipse  mit  der  Elektrizität  -f-  ^ 
geladen,  so  sind  nach  obiger  Bemerkimg  die  Kraftlinien  durch  die 
Schnittkurven  der  konfokalen  ein-  und  zweimanteligen  Hyperboloide 
gegeben.  Diese  schneiden  jedes  der  konfokalen  Ellipsoide  konfokal, 
beeinflussen  also  eine  auf  einem  solchen  bereits  vorhandene  Ladung 
nicht  in  ihrer  Verteilung.     War  keine  Ladung  da,  und  leitet  man  die 
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Schale  nach  der  Erde  ab,  so  sammelt  sich  die  Influenzelektrizitat 
erster  Ordnung  —  ^  in  gleicher  Quantität  an  und  ordnet  sich  nach 
Vorschrift  der  Formel  1)  an.  Die  Wirkungen  von  +  E  und  —  E 
nach  auTsen  heben  sich  auf.  Beide  Ladungen  wirken  also  nach  aufsen, 
vom  Vorzeichen  abgesehen,  in  gleicher  Weise. 

Für  die  Influenzelektrizität  gilt  aber  die  Formel  pj  =  43td  (vgl. 
Nr.  124),  wo  Pi  die  Anziehung  des  Kemkörpers  bezw.  seiner  Belegung 
ist.     Folglich: 

Ladet  man  eine  elliptische  Fläche  mit  der  Elektri- 
zität E,  so  ist  die  Wirkung  in  jedem  Raumpunkt  x^y^is^  auf 
die  Einheit 

wo  a,  6,  c  die  Hauptachsen  des  durch  den  Punkt  gelegten 
Ellipsoids  sind.  Die  Richtung  von  p  ist  normal  gegen  diese 
Fläche.  Die  Kraftröhren  gehorchen  bezüglich  ihrer  Quer- 
schnitte der  Gleichung  pF  ==p^Fi. 

Entsprechendes  gilt  von  der  Ladung  jeder  Ellipsoidfläche 
bezw.  jedes  ellipsoidischen  Konduktors. 

Nun  kann  man  abl^r  an  Stelle  der  elektrischen  Belegung  eine 
Massenbelegung  setzen,  an  Stelle  der  Dichte  d  die  entsprechende 
Dicke  d  der  Schale  mit  ähnlicher  Begrenzung.  Folglich,  wenn  die 
Gravitationskonstante  x  =  1  gesetzt  wird: 

Eine  ähnlich  begrenzte  Ellipsoidschale  von  der  homogen 

verteilten  Masse  m  wirkt  auf  jeden  Raumpunkt  x^y^^e^  in  der 

Stärke 

m  1 


^    a*  "^  6*  "•"  c* 


wo  a,  bj  c  die  Halbachsen  des  durch  den  Punkt  gelegten 
konfokalen  Ellipsoids  sind.  Die  Richtung  ist  normal  gegen 
diese  Fläche.     Diese  ist  also  Niveaufläche. 

Hat  man  zwei  Schalen,  deren  Aufsenflächen  konfokale 
Ellipsoide  sind,  deren  Innenflächen  bezw.  Dicken  sich  nach 
dem  Gesetz  der  ähnlichen  Begrenzung  richten,  so  wirken 
beide  nach  aufsen  identisch,  wenn  die  Massen  gleich  sind, 
sie  wirken  im  Verhältnis  der  Massen,  wenn  diese  verschieden 
sind. 

Dieser  Satz  gilt  auch  von  zwei  homogenen  massiven  EUipsoiden 
(Mac  Laurin). 
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Damit  sind  durch  einfache  physikalische  Überlegungen  Sätze  der 
Gravitationstheorie  (und  Elektrostatik)  abgeleitet,  die  von  hervor- 
ragenden Analytikern  entdeckt  und  von  Chasles  elementar  bewiesen 
wurden.  Näheres  findet  man  bei  Schell:  Theorie  der  Bewegung  imd 
der  Kräfte  in  dem  Abschnitte  Potential. 

Die  besonderen  Fälle  der  Drehungsellipsoide,  die  der  Belegung 
der  Flächen  von  Fokalhyperbeln  und  von  ein-  und  zweimanteligen 
Hyperboloiden  lassen  sich  hieran  anschliefsen.  Dies  sei  jedoch  dem 
Studium  oder  der  eigenen  Arbeit  des  Lesers  überlassen. 


Holzmüller,  Ing.-Math.  11,  Potentialtbeorie.  ^1 
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Von  den  Einheiten  nnd  Dimensionen. 


Früher  betrachtete  man  gewisse  Gewichte  als  die  Krafteinheiten 

und  leitete  aus  ihnen  die  Massen  mit  Hilfe  der  Gleichung  m  =  —  ab. 

wo  g  =  9,81  die  Freifallbeschleunigung  im  luftleeren  Räume  bedeutet. 
Das  Gewicht  eines  Kilogrammstückes  schwankt  aber  auf  der  Erd- 
oberfläche sehr  bedeutend,  erstens  wegen  der  Drehung  der  Erde,  die 
am  Äquator  eine  Centrifiigalkraft  hervorruft,  durch  welche  die  Schwer- 
kraft vermindert  wird,  zweitens  infolge  der  mit  dieser  Drehung 
zusammenhängenden  Abplattung,  welche  die  Schwere  ebenfalls  vom 
Äquator  nach  den  Polen  hin  abnehmen  läfst.  Auf  Grund  genauer 
Messungen  hat  man  für  die  geographische  Breite  tp  die  Formel 

g  =  978,009  +  5,190  sin«  (p 

aufgestellt.  Nach  Sabine  handelt  es  sich  um  Schwankungen  zwischen 
978,009  und  983,089.  Darüber  vergleiche  man  die  phjsikahschen 
Lehrbücher.  Ein  Kilogrammgewicht  übt  also  auf  eine  Federwage  am 
Pol  eine  andere  Wirkung  aus,  als  am  Äquator,  es  ist  also  ftlr  feinere 
Messungen  eine  veränderliche  Krafteinheit.  Auch  mit  der  Meereshöhe 
und  in  der  Tiefe  der  Schachte  ändert  sich  das  Gewicht. 

Bedenkt  man  ferner,  dafs  auf  der  Sonnenoberfläche  dasselbe 
Kilogrammstück  das  28,3  fache  Gewicht  angiebt,  auf  dem  Monde  das 
0,16  fache,  so  sieht  man  wohl  ein,  dafs  das  Gewicht  ein  bedenklicher 
Ausgangspunkt  für  die  Krafteinheiten  der  Wissenschaft  ist. 

Schon  Gaufs  fühlte  sich  veranlafst,  an  Stelle  des  gebrauchlichen 
Systems  von  Einheiten  ein  solches  zu  setzen,  welches  ftlr  das  gesamte 
Weltall  und  für  alle  denkbaren  Verhältnisse  passen  sollte.  Er  nannte 
es  wegen  seiner  Allgemeingültigkeit  das  absolute  Mafssystem.  Da 
dieses  von  der  Elektrotechnik  neuerdings  allgemein  angenommen 
worden  ist,  und  da  es  auch  die  neueren  physikalischen  Lehrbücher 
beherrscht,  kann  es  nicht  m'ehr  entbehrt  werden.  Auch  in  diesem 
Buche  ist  es  vielfach  zur  Sprache  gekommen. 
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Wir  setzen  die  Einheiten  für  die  Zeit,  die  Länge  und  för  die 
Masse  als  Grundeinheiten  fest  und  leiten  die  übrigen  daraus  ab. 
Dabei  wird  sich  aber  zeigen,  dafs  die  Feststellung  der  Einheiten  eine 
recht  schwierige  Aufgabe  ist. 


A.    Die  wiehtigsten  Einheiten  der  Mechanik. 

a)  Die  Grundeinheiten. 

1)  Die  Zeiteinheit. 

Die  allgemein  gebräuchliche  Zeiteinheit  ist  die  Sekunde.  Sie  ist 
eine  der  am  schwierigsten  zu  bestimmenden  Einheiten.  Es  handelt 
sich  um  den  86400"'*''*  Teil  des  mittleren  Sonnentages.  Die  Zeit- 
dauer von  einer  Kulmination  der  Sonne  zur  andern  wechselt  nämlich 
im  Laufe  des  Jahres  ganz  beträchtlich,  erstens  deshalb,  weil  sich  die 
Sonnenentfernung  ändert,  zweitens  deshalb,  weil  die  Wanderung  der 
Erde  mit  veränderlicher  Geschwindigkeit  vor  sich  geht.  Daher  ist 
der  Unterschied  zwischen  dem  Sonnentage  und  dem  fast  konstanten 
Sterntage  bald  gröfser,  bald  kleiner.  Die  mittlere  Länge  des  Sonnen- 
tages erhält  man,  indem  man  die  Zeit  des  tropischen  Jahres,  d.  h. 
366,2422  Sterntage  in  365,2422  gleich  lange  mittlere  Tage  einteilt, 
so  dafs  ein  Stemtag  gleich  23  Std.  56  Min.  4,091  Sek.  mittlerer  Zeit 
ist,  dagegen  ein  mittlerer  Tag  =  24  Std.  3  Min.  56,555  Sek.  Stern- 
zeit. Der  Unterschied  zwischen  wahrer  und  mittlerer  Zeit  ergiebt 
sich  aus  der  sogenannten  Zeitgleichung,  die  uns  sagt,  um  wie  viel 
eine  das  ganze  Jahr  hindurch  gleichmäfsig  und  richtig  gehende  Uhr 
täglich  falsch  geht,  ein  bekanntes  scheinbares  Paradoxon.  Vgl.  Nr.  23. 

Dazu  kommt  noch,  dafs  die  neuere  Astronomie  sogar  die  altehr- 
würdige Sekunde  aus  dem  Reiche  der  Unveränderlichkeit  verwiesen 
hat,  da  auch  der  Sterntag  nicht  konstant  geblieben  ist.  Seit  den 
Zeiten  des  Hipparch,  also  seit  etwa  2000  Jahren,  hat  sich,  wie  aus 

der  Theorie   der  Mondbewegung  hervorgeht,  der  Stemtag  um  ^  Sek. 

verlängert,  also  die  Erddrehung  entsprechend  verlangsamt.  Der  Haupt- 
grund daför  ergiebt  sich  aus  der  feineren  Theorie  der  Gezeiten  (Ebbe 
und  Flut).  Vgl.  Nr.  40.  Aufserdem  würde  auch  die  etwaige  Erkaltung 
der  Erde,  aus  der  wahrscheinlich  eine  Zusammenziehung  folgen  müfste, 
auf  die  Drehungsgeschwindigkeit  einwirken,  und  zwar  beschleunigend. 
Streng  genommen  übt  auch  jeder  Meteorsteinfall  eine  allerdings  gering- 
fügige Wirkung  aus.  Bei  astronomischen  Rechnungen,  die  sich,  wie  die 
Rückwärtsbestimmungen  der  Sonnenfinsternisse,  auf  Jahrtausende  er- 
strecken können,  summieren  sich  nun  allerdings  diese  kleinen  Unter- 
schiede  zu  erheblichen   Gröfsen.     Für  technische  Zwecke  kann  man 

27* 
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sich  aber  bei  der  obigen  Definition  der  Sekunde  beruhigen  und  ge- 
gebenenfalls jeder  Spitzfindigkeit  dadurch  begegnen^  dafs  man  sie  als 
den  86400"*®''  Teil  des  jetzigen  mittleren  Sonnentages  erklärt. 
Sonstige  Zeiteinheiten  werden  hier  nicht  zur  Sprache  kommen. 

2)  Die  Längeneinheit« 

In  Frankreich  wurde  durch  Beschlufe  vom  25.   Juni   1800  der 
lOmillionste  Teil    eines    Quadranten    des  Erdmeridians    als 
Einheit  des  Längenmafses  gesetzlich  vorgeschrieben  und  zwar  auf 
Grund   von  Messungen   und  Berechnungen  (Laplace)  über  die  Ab- 
plattung der  Erde.    Der  deutsche  Astronom  Bessel  hat  nachtragUch 
in  den  Rechnungen  einen  Fehler  nachgewiesen,  der  das  Meter  um  ein 
weniges  zu  klein  gemacht  hat.    (In  Wahrheit  hat  der  Meridianumfang 
der  Erde   nicht   40000000  m,    sondern  40003423  m,   der  Aquator- 
umfang  40070368  m).     Ein   Platinstab,   der  bei   (fi  C   diese   Länge 
angiebt,  ist  in  Paris  als  Normalmeter  aufbewahrt.     Seit  1889  ist  in 
Paris  noch  ein  Platin-Iridiumstab,  mit  entsprechenden  Marken  versehen, 
aufbewahrt  worden.    Kopien  befinden  sich  in  den  Archiven  der  Länder, 
die  sich  seit  1867   dem  metrischen  System  angeschlossen  haben.  — 
Jedenfalls  war  es  praktischer,  dieses  leicht  zu  kontrollierende  Mab 
zu  Grunde  zu  legen,  als  den  Erdumfang,  der  auf  jedem  Meridian  ein 
anderer  sein  kann  (das  6eoid  ist  durchaus  kein  genaues  Drehungs- 
ellipsoid),  und  der  sich  aufserdem  bei  jeder  Senkung  von  Kontinenten 
und  ebenso  bei  dem  etwaigen  Abkühlungsprozefs  der  Erde  mit  den 
Jahrtausenden  ändern  wird.    Von  Interesse  ist  aber,  dafs  der  Pariser 
Normalstab    genau   auf  die  Temperatur   des  schmelzenden  Eises  bei 
normalem  Luftdruck   gebracht   werden   mufs,   um   das  richtige  Mafs 
anzugeben,  so  dafs  in  Wirklichkeit  die  Wärmemessung  zur  Kontrolle 
der  Baummessung  heranzuziehen  ist.    Die  aus  dem  Meter  decimal  ab- 
geleiteten Einheiten  sollen  als  bekannt  vorausgesetzt  werden,  ebenso 
die  Flächen-  und  Raumeinheiten. 

8)  Die  Masseneinheit. 

Als  Einheit  der  Masse  ist  von  dem  zur  Regelung  der  elektrischen 
Einheiten  nach  Paris  berufenen  Kongrefs  am  21.  September  1881  die 
Masse  des  als  Gramm  bekannten  Gewichtsstückes  angenommen  worden. 
Es  handelt  sich  xmi  die  Masse,  die  sich  bezüglich  der  Anziehxmg  doroh 
die  Erde  an  allen  Orten  ebenso  verhält,  wie  die  Masse  eines 
Kubikcentimeters  chemisch  reinen  Wassers  im  Zustande 
gröfster  Dichtigkeit  (fast  genau  4®  C).  Also  auch  hier  wird  die 
Wärmemessung  und  sogar  die  Chemie  zur  Prüfung  herangezogen.  Auch 
für   die  Grammmasse   hat   man   in  Paris   ein  Urgramm   aufbewahrt) 
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an  dem  sich  die  Messungen  leichter  bewerkstelligen  lassen.  Nach  ge- 
nauesten  Messungen  hat  1  cm*  Wasser  1,000013  Urgrammmassen. 

In  gleicher  Weise  wird  aus  dem  Kubikmeter  die  Masse  der  Tonne, 
aus  dem  Eubikdecimeter  die  des  Kilogramms,  aus  dem  Kubikmillimeter 
die  des  Milligramms  abgeleitet. 

(Da  diese  Ausdrücke  im  praktischen  Leben  als  Gewichte  auf- 
gefafst  werden,  so  soll  hier  stets,  wenn  es  notwendig  sein  sollte, 
zwischen  Massengramm  und  Gewichtsgramm  u.  s.  w.  geschieden 
werden.) 

Aus  den  genannten  drei  Grundeinheiten  läfst  sich  alles  übrige 
ableiten. 

Innerhalb  des  absoluten  Mafssystems  kommen  also  für  die  Physik 
und  Technik  im  ganzen  vier  Möglichkeiten  in  Betracht: 

a)  das  Meter-Tonnen-Sekunden-System, 

b)  das  Decimeter-Kilogramm-Sekunden-System, 

c)  das  Centimeter-Gramm-Sekunden-System, 

d)  das  Millimeter-Milligramm-Sekunden-System. 
Sämtliche  sind  gleichberechtigt,  und  mit  der  Einführung  eines 

jeden  Yon  ihnen  sind  die  übrigen  miteingeführt,  da  ihre  MaTse  sich 
untereinander  nur  um  Potenzen  von  10  unterscheiden.  Man  wird 
das  eine  oder  das  andere  anwenden,  je  nachdem  Grofses  oder  Kleines 
zu  messen  ist. 

Die  Elektrotechnik  hat  das  Centimeter-Granmi-Sekunden-System 
bereits  eingeführt.  Das  auf  noch  kleinere  Verhältnisse  berechnete 
System  unter  d),  welches  Ton  Gaufs  und  Weber  für  die  elektrischen 
Mafsbestimmungen  benutzt  wurde,  kann  für  die  Technik  aufser  acht 
bleiben. 

b)  Die  abgeleiteten  Einheiten. 

1)  Die  Geschwindigkeit  ist  bei  gleichförmiger  Bewegung  der 
auf  die  Sekunde  zurückgeführte  Weg,  also 

Weg 
Geschwindigkeit  =  ^~t  • 

Ist  die  Bewegung  ungleichmälsig,  so  ist  für  jeden  Augenblick 
der  unendlich  kleine  Weg  durch  die  unendlich  kleine  Zeit  zu  dividieren. 
Der  Ausdruck  giebt  an,  wie  weit  sich  der  Pimkt  bezw.  Körper  in 
einer  Zeiteinheit  bewegen  würde,  wenn  von  jetzt  ab  die  Bewegung 
konstant  sein  würde.  Jedenfalls  wird  stets  eine  Anzahl  von  Längen- 
einheiten durch  eine  Anzahl  von  Zeiteinheiten  dividiert.  Sind  die 
beiden  Zahlen  gleich,  so  ist  die  Geschwindigkeit  v  =  1 ,  d.  h.  gleich 
der  Einheit  der  Geschwindigkeit.  Der  obige  Ausdruck  bedeutet  also 
folgendes: 


422  Kapitel  XVI.    Anhang  B. 

.        ,1,       /^i       1      ^Ti-i     «IM  Anzahl  der  Läntfeneinheiten 

Anzahl  der  Geschwindigkeitsemheiten  =  -^—^^  der  Zeiteinheiten 


Es  ist  also  stes 


l        ,,-1 


Man  nennt  den  Ausdruck  U~^  die  Dimension  der  Geschwin- 
digkeit. Mit  den  Benennungen  l  und  t  wird  ebenso  gerechnet,  wie 
mit  arithmetischen  Zahlen  a,  h,  c,  x,  u.  s.  w. 

2)  Die  Beschleunigung.  Bewegt  sich  ein  Körper  so,  dafs 
seine  Geschwindigkeit  in  gleichen  Zeitteilchen  gleiche  Zunahmen  er- 
fährt, so  sagt  man,  die  Beschleunigung  sei  eine  gleichmäfsige.  Ist  r^ 
die  Anfangs-,  i\  die  Endgeschwindigkeit  und  dividiert  man  t\  —  r^ 
durch  die  Anzahl  der  Sekunden,  d.  h.  durch  ^,  so  erhält  man  die 
Geschwindigkeitszunahme  für  die  Zeiteinheit;  sie  ist 

Ist  die  Beschleunigung  ungleichförmig,  so  handelt  es  sich  fdr 
jeden  Augenblick  um  eine  unendlich  kleine  GeschwindigkeitsdifPerenz, 
dividiert  durch  eine  unendlich  kleine  Zeit.  Die  Dimension  der  Be- 
schleunigimg ist  zu  erkennen  aus 

(-) 

V    _\t/   _    l    _  J.-2 

7  ~  nr  —  "«*"-  *^  • 

Sind  die  Zahlen  im  Zähler  und  Nenner  gleich,  so  wird  g  =  1 
und  man  hat  die  Einheit  der  Beschleunigung. 

3)  Die  Kraft.  Hat  ein  Körper  die  Masse  m  und  wirkt  auf  ihn 
eine  Kraft,  die  ihm,  wenn  keine  Hindernisse  vorhanden  sind,  in  der 
Sekunde  die  Beschleunigung  g  giebt,  so  sagt  man,  die  Gröfse  der 
Kraft  sei  p  =  mg,  also 

Kraft  ==  Masse  mal  Beschleunigung. 

Ist  w  ==  1  und  g  =  If  so  wird  die  Kraft  gleich  1.  Die  Kraft- 
einheit ist  also  diejenige  Kraft,  die  der  Masse  1  in  der  Zeit  1  die 
Beschleunigung  1  erteilt.  Im  C.  G.  S.-System  ist  die  Kraftein- 
heit die  Kraft,  die  der  Masse  eines  Gramms  die  Beschleu- 
nigung 1  cm  erteilt.  Diese  Kraft  wird  nach  Clausius  Vorschlag 
als  eine  Dyne  oder  ein  Dyn  (von  dvva^ig,  Kraft)  bezeichnet. 

Die  Schwerkraft  giebt  bei  uns  jedem  Körper  im  luftleeren  Kaiune 
die  Beschleunigung  9,81  m  =  981  cm.     Das  Dyn  giebt  ihm  die  Be- 
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schleunigung  1  cm,  also  ist  die  Krafteinheit  Dyn  der  981*®  Teil  des 
alten  Gewichtsgramms. 

Die  Dimension  der  Kraft  ergiebt  sich  aus  m  -  (Itr-^)  =  lmt~^. 

4)  Die  Arbeit.  Wird  eine  Kraft  p  längs  eines  in  ihrer  Richtung 
liegenden  Weges  w  überwunden,  so  sagt  man,  es  sei  die  Arbeit  Ä=pw 
geleistet  worden.     Also: 

Arbeit  =  Kraft  mal  Kraftweg. 

Ist  ^  =  1  und  w  =  1,  so  ist  die  Arbeit  A  =  1.     Also: 

Die  Arbeitseinheit  ist  die  Arbeit,  die  geleistet  wird, 
wenn  der  Widerstand  1  Dyn  längs  des  Weges  1  cm  über- 
wunden wird.  Diese  Arbeit  wird  nach  Clausius  als  1  Erg  (von 
eQyov^  Werk)  bezeichnet. 

Die  frühere  Arbeitseinheit  Meterkilogramm  war  gleich  100000  Centi- 
metergramm,  also,  da  jedes  Gewichtsgramm  gleich  981  Dyn  ist, 

1  mkg  =  981  .  10^  Dyn. 

Die  Dimension  der  Arbeit  ergiebt  sich  aus  pw  als  (mlt"^)!  oder 

5)  Die  Leistung.    Wird  in  t  Sekunden  gleichmäfsig  die  Arbeit  A 

A 
geleistet,  so  kommt  auf  jede  Sekunde  die  Leistung  L  =  —•     Unter 

Leistungsfähigkeit  oder  Leistung  soll  also  stets  die  auf  die  Sekunde 
reduzierte  Arbeit  verstanden  werden.  Ist  ^  =  1  und  ^  ==  1 ,  so  hat 
man  die  Leistung  1.     Also: 

Die  Einheit  der  Leistung  ist  die  sekundliche  Arbeit  von 
der  Gröfse  eines  Erg.     Sie  wird  als  Sekundenerg  bezeichnet. 

Die  Pferdestärke  der  Technik  bedeutet  eine  sekundliche  Leistung 
von  75  Meterkilogramm,  sie  ist  also  gleich  75  •  lO*"*  •  981  Sekundenerg. 

A  7^  ni  t —  ^ 

Die  Dimension  von  L  =  —  ergiebt  sich  aus  — ; —  als  Pmt-^. 

z  z 

Die  sind  die  wichtigsten  Einheiten  der  Mechanik. 

Bisweilen  sieht  man  sich  veranlafst,  von  einem  der  absoluten 
Mafssysteme  zum  andern  überzugehen.  Läfst  man  das  MiUimeter- 
Milligramm-Sekunden-System  beiseite,  und  geht  man  vom  C.G.S.-System 
nur  zum  Gröfseren,  also  zu  dem  in  m  über,  so  ergiebt  sich  folgende 
TabeUe: 

Die  Längenmafse  verhalten  sich  wie  1  :  10  :  10^ 

„     Flächenmafse  „  „       ^     ^  '  10^ :  10^ 

„     Raummafse  \md|  1  :  10^  •  10^ 

„     Masseneinheiten  J  ''  ??       ;;        • 
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Die  Krafbmafse  verhalten  sich  wie  1  :  10* :  10® 

„     Arbeitsmafse  und  |  1  •  10^  •  10^<* 

„     Leistungsmafse     ]         ^  ;?;>••• 

Durch  diese  Potenzen  von  10  sind  die  sogenannten  Verwandler 
gegeben.  Sie  lassen  sich  aus  den  Ausdrücken  für  die  Dimensionen 
ableiten. 

Bemerkungen.  Die  Elektriker  haben  auf  dem  Pariser  Eongrefs 
eine  Anzahl  von  Einheiten  eingeführt,  die  leider  aus  dieser  allgemeinen 
Tabelle  heraustreten.  Unter  Megadyn(örofsdyn)  versteht  man  lO^Djn, 
unter  Mikrodyn  (Kleindjn)  10~®  Dyn.  Ebenso  ist  das  Megerg 
(Grofserg)  =  10®  Erg,  das  Mikrerg  (Kleinerg)  =  10-®  Erg.  Femer 
ist  1  Joule  =  10  Megerg  =  10'  Erg,  1  Watt  =  1  Sekunden^oule 
=  10'  Sekimdenerg,  so  dafs  eine  Pferdestärke  abgerundet  gleich 
736  Watt  ist. 

Aufgabe.  Für  verschiedene  Begriffe  der  Mechanik  sollen 
die  Dimensionen  festgestellt  werden. 

Statisches    Moment    einer    Kraft.      Kraft    mal    Hebelarm    giebt 

{Imir^)  l  =  Vmir^.    Vgl.  Begriff  der  Arbeit. 
Statisches   Moment    einer   Masse.      Masse    mal   Hebelann    giebt 

ml  =  Im. 
Statisches  Moment  eines  mathem.  Körpers  =  (Inhalt  IF)  mal  Hebelarm 

giebt  V'l  =  l\ 

Statisches  Moment  einer  mathem.  Fläche  =  (Fläche  Z*)  mal  Hebelarm 

giebt  P'l  =  l\ 
Statisches  Moment  einer  mathem.  Linie  =  (Länge  V)  mal  Hebelarm  giebt 

Z .  Z  =  ZI 

Statisches  Moment  eines  mathem.  Punktes  =  (IP)  mal  Hebelarm  giebt 
V'l  =  l\  ' 

Trägheitsmoment  eines  physischen  Körpers  (Masse). 
Masse  mal  Quadrat  des  Trägheitsradius  giebt  mP  =  Pm. 

Trägheitsmoment  des  mathem.  Körpers  giebt  Z^  •  Z*  =  Z^ 

„  der  „         Fläche  „  Z«  •  Z*  =  ?*. 

„  „  „  Linie  „  l  ^P  =  P. 

„  des  „  Punktes        „  ^  -P  =^  P. 

Flächendruck  =  vT«  u-  giebt   — r, —  =  Z~"*mZ~*  z.  B.  Zugspannung, 

Druckspannung,    Tragmodul,    Elastizitätsmodul,    hydrostatischer 
Bodendruck,  Seitendruck,  Dampfdruck  und  dgl.,  alles  auf  die  Flächen- 
einheit reduziert. 
T\ •    -Li.  Masse        •  i  j    w        ,    - 
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Widerstandsmoment     einer    Fläche     (Querschnittsmodul)     also 

Trägheitsmoment     .  ,  ,    l* « 

Abstand  ^  l 

Grayitationskonstante.   Ausp  =  x — =-^  =  Kraft  folgt  x  =  -^ — 

Dies  giebt  O-^O^'^p^-1^2, 
Potential  zwischen  zwei  Körpern  — — i  =  ^  giebt  l~^m\ 

Bei  Berücksichtigimg  von  x  erhält  man  x—^,  was  die  Dimension 
einer  Arbeit  giebt,  denn  (Pw~^<~^)  •  -,-  =  Pmt-^, 


ni 


Potentialfunktion.     Aus  —  folgt  als  Dimension  l~^m.    Dabei  ist 


r 


die  Dimension  von  x  und  die  der  angezogenen  Masseneinheit  ver- 
nachlässigt.   Oft  wird  diese  Funktion  kurz  als  Potential  bezeichnet. 

Bemerkung.  Gleichungen  der  Mechanik  müssen  beiderseits 
homogen  oder  äquivalent  sein,  d.  h.  die  Dimensionen  müssen  rechts 
und  links  übereinstimmen  oder  sich  durcheinander  ersetzen  lassen 
(z.  B.  Wärmeeinheit  =  425  mkg,  also   W  =  l^mir^). 

Beispiel:  Die  Traggleichung  für  Biegungsfestigkeit  Pl  =  SZ  hat 
links  statisches  Moment  Pmir^,  rechts  Spannung  mal  Widerstands- 
moment, also  Qr^mlr^)  P  =  Vmir^,     Beides  stimmt  überein. 

Bemerkung.  1  Cal  =  4,2  •  10'  Erg;  1  Erg  =  2,4  •  10-»  Cal.;  1  Watt 
=  10'  Sek.  Erg  =  0,24  Cal.  auf  die  Sekunde  =  0,00136  Pferdestärke. 

B.  Die  Einheiten  des  Magnetismns  nnd  ihre  Dimensionen. 

1)  Magnetische  Menge. 

Die  magnetischen  Kräfte    gehorchen  der  Gleichung  p  =  x  ^^-  • 

«  # 

Links  steht  die  Anziehimgs-  oder  Abstofsungskraft.  Bechts  bedeuten 
/ij  und  ftg  nicht  ponderable,  sondern  magnetische  Massen  und  Mengen. 
Man  kann  ihre  Einheiten  so  bestimmen,  dafs  x  =  1  ist.    Dann  wird 

^^=p,  also  ^1^2  =P^*-    ^^^^  ^i®  Mengen  gleich,  so  folgt  ft'=|?r', 

also  II  =  r  Yp.     Die  Dimension  der  magnetischen  Masse  ist  also  zu 

bestinmien  aus  lyimt-^.     Dies  giebt  als  Dimension   der  magne- 

A    JL 
tischen  Menge  fi  den  Ausdruck  Pm^t~^.     Dieser  auf  den  ersten 

Blick  wegen  seiner  Kompliziertheit  befremdende  Ausdruck  ist  dadurch 

entstanden,  dafs  man,  um  einfacher  rechnen  zu  können,  sich  geeinigt 

hat,  die  Dimension  der  Konstanten  x  zu  vernachlässigen,    (i  wird  auch 

Polstärke  eines  Magneten  genannt. 
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Ist  in  (1  =  tYp    r  =  1  und  p  =  1,  so  wird  ft  =  1. 

Die  magnetische  Masseneinheit  ist  also  diejenige  magne- 
tische Menge,  die  auf  eine  gleich  grofse  Menge  in  Ent- 
fernung 1  cm  die  Kraft  1  Dyn  ausübt.  Die  Menge  von  10*  solcher 
Einheiten  heilst  zu  Ehren  des  berühmten  Physikers  ein  Weber. 

2)  Magnetische  Potentialfunktion   einer   Masse.     V=  — 

magnetische  Masse      .  ^,    l^  m^  t  i         i      tv-  •         rz    t  ^^t 

=  — g  .^ giebt   Y —    ^^^^   *^s   Dimension   Pm^t-^. 

Hier  sind  dieselben  Vereinfachungen  vorgenommen  wie  beim 
Gravitationspotential  bezw.  seiner  Funktion.  Ist  m  ==  1  und  r  =  1, 
so  wird  F=  1.     Dadurch  ist  die  Potentialeinheit  definiert. 

3)  Magnetisches  Potential  zwischen  zwei  Massen.  (Magne- 
tische Energie). 

JL    Jl         iL   i. 
^./ijj  giebt  (pm^tr-^)Pm^t-^  =  Pmt-K 

Dies  ist  die  Dimension  einer  Arbeit,  der  Name  Energie  ist  also 
berechtigt.  Zwischen  zwei  magnetischen  Masseneinheiten  herrscht  in 
der  Entfernung  von  1  cm  das  Potential  1,  d.  h.  es  ist  ein  Erg  Arbeit 
nötige  um  die  eine  aus  der  Entfernung  1  von  der  festgehaltenen  andern 
in  unendliche  Entfernung  zu  schaffen. 

JL    1. 

A\  T%    j.      j.  •    1      i?~  1 1  Potentialdiflferenz  .  ,  ,    l    m"  t 

4)  Potentialgefalle  =  -tt-t — j-^ — ^f. »^  ,       giebt  =- 

^  °  Abstand  der  Niveauflächen   °  I 

(bezogen  auf  Einheit)  oder  die  Dimension  l    ^m*f"^ 

5)  Feldstärke  F  in  einem  Punkte  =  Kraft,  die  ein  Pol  auf  die 
in  diesem  Punkte  befindliche  magnetische  Einheit  ausübt.    Dimension 

/»  i_i  Kraft  Imt  7 — r    itj 1 

folgt  aus  TTf =  -= — z =  1    *  w^  t-^. 

°  magn.  Menge         J.    i_ 

4)  und  5)  sind  identisch,  5)  ist  die  Erklärung  von  4).  Aus  5)  folgt 
F  •  fi  =  Feldstärke  mal  magn.  Menge  gleich  Kraft;  Potentialgefalle 
gleich  der  auf  die  magnetische  Einheit  ausgeübten  Kraft. 

6)  Magnetisches  Moment  eines  Magnets  =  Polstarke  mal 
Länge  des  Magnets.     Dimension  =  (i  'l  =  \P  m^ir^J  l  =s  P  m^  t~'^. 

7)  Drehmoment  eines  Magnets  von  Polstärke  (i  und  Länge  l 
im  homogenen  Felde  (z.  B.  dem  des  Erdmagnetismus)  von  Feldstärke  F. 
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Es  ist  gleich  JF  •  ft  •  Z  sin  a,  wenn  der  Stab  mit  der  Kraftrichtung  des 
Feldes  den  Winkel  a  bildet.     Der  Höchstwert  ist  F(il.     Dimension 

=  (f^m^ir-y  (i^in^t-^)  l=Pmtr-^.  (Vgl.  Stat.Moment  der  Mechanik.) 

8)  Schwingungsdauer    des    Magnets    im    homog.    magn.    Felde 
c>     1  /Trägheitsmoment     t\'  •         •  o.  l/    w^*  -i/:«         . 

=  2ä  1/  —i^  T- 7 — :  Dimension  ist   1/ =  =  Vr  =  t  wie  zu 

f       Drehmoment     '  ^^  l*mt~ 

erwarten  war. 

A   i_ 

^x    o  -i?«       1  TiiT  j.  •  Magn.  Moment         l^  m^  t 

9)  Speziiischer  Magnetismus  =  — ^^rv = 

^       ^  ®  Masse  m 

■I  r\\  T    i.         •  X "  X  1       Tkr  X  •    •  Magn.  Moment        2  ^  w  *  < 

10)  Intensität  derMagnetisierung  =  -  y  , = ^« 

_-JL    JL 

11)  Zahl  der  Kraftlinien  =  Feldstärke  mal  Fläche  =  G"  ^m  «^^- V  P 

C.  Einheiten  der  Elektrostatik. 

1)  Elektrische  Menge.     Sie  wird,  wie   die  des  Magnetismus, 
aus  p  =s  X  —  j*  -  för  X  =  1  abgeleitet.    Ihre  Dimension  ist  also  ebenfalls 

A    A 

Einheit  der  elektrischen  Menge  ist  diejenige  Menge,  die  auf  eine 
gleich  grofse  in  der  Entfernung  1  cm  die  Anziehung  1  Djn  ausübt. 

Die  praktische  Einheit  der  Elektrotechnik  umfafst  3   10^  solche 
Einheiten  und  heifst  ein  Coulomb. 

2)  Elektrische    Potentialfunktion   =  —   giebt,    wie    beim 

£    i_ 
Magnetismus,  als  Dimension  l^m^tr~^.    Definition  der  Potentialeinheit : 
Ist  fi  =  1  und  r  =  1,  so  ist  das  Potential  =  1. 


3)  Elektrisches  Potential  in  Bezug  auf  zwei  Massen 


i^ '  /*i 


hat  die  Dimension  \Pm^t~^)  \Pm^t~^)  =  Pmir^y  es  bedeutet  also 
eine  Arbeit. 

Ist  ft  ==  1 ,  fti  =  1  imd  r  ==  1 ,  so  kostet  es  die  Arbeit  1 ,  die 
eine  der  Mengen  unter  Festhaltung  der  andern  ins  Unendliche  zu  ent- 


428  Kapitel  XVI.    Anhang  B. 

fernen.     Die  zur  Überwindung  eines  Potentialunterschiedes  1   (durch 
Portbewegung  der  elektrischen  Menge  1)  nötige  Arbeit  ist  ein  Erg. 

Handelt  es  sich  um  die  Arbeit  j^  Erg,  so  heifst  der  Potentialunter- 
schied ein  Volt. 

i.  1. 

4)  Dimension  der  Dichte  d=  pigTh^  is*»  >i= u =^    **w*  ^^• 

5)  Oberflächenspannung  2;rd*  hat  die  Dimension  d^  ^^l~^fnt~^. 

6)  Kapazität  eines  Leiters  ist  die  Ladung,  die  sein  Potential 
um  1  erhöht,  also  Ladung  reduziert  auf  die  Einheit  des  Potentials  d.  h. 

TT         »j...!.         Ladung         m*  l*  f~^        , 
Kapazität  =  ^^^^  =  -^-^—  =  l 

Ist  ein  Coulomb  Ladung  nötig,  um  das  Potential  um  1  zu  er- 
höhen, so  nennt  man  die  Kapazität  ein  Farad. 

1  Farad  =     ^  ^  ,.     =  —f-   oder  9  •  10"  absolute  Einheiten. 

1  Volt  —^ 

8   10» 

7)  Energie  der  Ladung  =  YF|Lt,Dim.=(i^w^^-V  [m^l^t^^) 
=  l^mt^^y  also  die  Dimension  einer  Arbeit.    Vgl.  Nr.  3. 

8)  Dimension  der  Dielektrizitätskonstante  =  ^^  =  Pm^P. 

D.  Erläuterung  des  galranlschen  Stromes  und  seiner  Gesetze^ 
nebst  Ableitung  der  Einheiten  und  ihrer  Dimensionen. 

Hat  ein  homogener  Draht  die  Länge  1,  den  Querschnitt  1,  und 
ist  die  Potentialdiflferenz  zwischen  Anfangs-  und  Endpol,  deren  Be- 
deutung noch  näher  besprochen  werden  soll,  gleich  Eins,  so  braucht  die 
Einheit  der  Elektrizitätsmenge,  um  einen  der  Querschnitte  zu  passieren, 
eine  gewisse  Zeit  q,  die  konstant  ist,  wenn  die  Strömung  den 
Charakter  einer  stationären  Strömung  hat.  Diese  Zeit  hängt  von  der 
chemischen  Beschaffenheit,  d.  h.  vom  Material  des  Drahtes  ab  und 
steht  in  enger  Beziehung  zu  der  Geschwindigkeit  der  Elektrizität  im 
Drahte.     Die  Dimension  von  q  ist  t 

Folglich:  In  jeder  Sekunde  passiert  durch  jeden  Querschnitt   1 

eine  Elektrizitätsmenge  A  =  —  •     Ihre  Dimension  ist  j  oder  t—^. 

Man  bezeichnet  p,  weil  es  auf  lauter  Einheiten  bezogen  ist,  als 
den  spezifischen  Widerstand  des  Drahtes;  A  heifst  sein  Leitungs- 
koeffizient  oder  das  spezifische  LeitungsvermSgen. 
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Der  spezifische  Widerstand  wird  also  gemessen  durch 
die  Zeit,  die  bei  der  Potentialdifferenz  1  nötig  ist,  um  in 
einem  Drahte  von  Länge  1  und  Querschnitt  1  die  elektrische 
Menge  1  durch  jeden  Querschnitt  passieren  zu  lassen. 

Der  Leitungskoeffizient  giebt  an,  welche  Menge  Elek- 
trizität dabei  in  jeder  Sekunde  durch  jeden  Querschnitt  geht. 

Hat  nun  der  Stab  die  J  fache  Länge,  so  ist  ein  {facher  Wider- 
stand zu  überwinden,  und  daher  geht,  wie  das  Ohm  sehe  Oesetz  sagt, 
nur   der  i*«  Teil  der  Elektrizitätsmenge  k  durch  jeden  Querschnitt  1, 

sobald  die  Potentialdifferenz  dieselbe  ist.    Aus  dem  Potentialgefälle  y 

ist  eben  j  geworden,  aus  der  Menge  X  wird  daher  i"- 

Giebt  man  femer  dem  Drahte  den  i^ fachen  Querschnitt,  so 
wandert  naturgemäfs  in  jeder  Sekunde  die  jF  fache  Elektrizitätsmenge 

-jF  durch  jeden  Stabquerschnitt. 

Ist  endlich  die  Potentialdifferenz  zwischen  den  Endpunkten  nicht 
1,  sondern  D  =  F^  —  F,,  die  Anziehung  jedes  Poles  auf  die  ent- 
gegengesetzte elektrische  Einheit  also  D  mal  so  grofs,  als  vorher,  so 
geht  in  jeder  Sekunde  im  Einklang  mit  dem  Ohm  sehen  Gesetz  die 
D  fache  Elektrizitätsmenge  durch  jeden  Querschnitt,  wie  vorher,  nämlich 
die  Menge 

Um  zu  sehen,  ob  diese  Angaben  dem  Begriffe  der  Elektrizitäts- 
menge entsprechen,  setze  man  an  Stelle  dieser  Ausdrücke  die  bekannten 
Dimensionen.     Man  erhält  als  Dimension  von  J 

^-^P'\l^m^ir^)     oder     P  m^  tr-K 

Nun  hatte  aber  die  Elektrizitätsmenge  die  Dimension  l^  m^  t~^^ 

1*  ii_j.i        •       1       mii    Elektrizitatsmenire       -,    -,       •».         <■        n*  i 

hier   steht   also    m    der  That ^-tt -^,   d.  h.  die  sekundnch 

Zeit  ' 

passierende  Elektrizitätsmenge. 

Man  nennt  den  gefundenen  Ausdruck  die  Stromstärke  oder 
Intensität,  so  dafs 

J=  \F(r^  —  F2)  =  Ai^-^-^"  =  XFG 

ist,  wo  G  das  Potentialgefälle  —^ — -  für  die  Drahtlänge  l  bedeutet. 

Die  Stromstärke  also  ist  die  Menge  von  Elektrizität, 
die   sekundlich   durch  jeden   Querschnitt  des  Drahtes  geht. 
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Sie  ist  proportional  dem  Leitungskoeffizienten  A,  dem  Quer- 
schnitte F,  der  Potentialdifferenz,  und  umgekehrt  propor- 
tional der  Länge  des  Drahtes;  oder,  sie  ist  proportional 
dem  Leitungskoeffizienten,  dem  Querschnitte  und  dem 
Potentialgefälle. 

Ist  €/"=  XFG  =  1,  so  sagt  man,  der  Strom  habe  die  Stärke  1 
(C.  ö.  S.-System).  Ist  J"  =  3  •  10^,  d.  h.  passiert  in  jeder  Sekunde 
durch  F  ein  Coulomb  =  3  •  10^  C.  G.  S.-Einheiten  Elektrizitätsmenge, 
so  sagt  man,  der  Strom  habe  die  Stärke  1  Ampere.  Die  Anzahl 
der  Ampere  giebt  also  an,  wieviel  Coulomb  in  jeder  Sekunde 
durch  jeden  Querschnitt  passieren.  Es  ist  1  Ampfere  ==  1  Sekunden- 
Coulomb.     Man  merke  also: 

Anzahl    der    Ampere  =  Anzahl    der    Coulomb    auf    die 

Sekunde  =     „°f  - 

Zeit 

Ampere  mal  Zeit  giebt  die  Elektrizitätsmenge.  So  kann  man 
die  Ladung  eines  Akkumulators  gleich  n  Amperestimden  setzen. 

Um  auch  für  die  PotentialdiflFerenz  etwas  Greifbares  zu  erhalten, 
untersuche  man  das  Produkt  (F^  —  Fj,)  J  in  Bezug  auf  seine  Dimen- 
sionen.    Man  erhält 


—  2 


Dies  ist  die  Dimension  einer  Leistung  oder  einer  sekundlichen 
Arbeit.     Also: 

Das  Produkt  aus  Potentialdifferenz  und  Stromstärke  ist 
äquivalent  einer  mechanischen  Arbeitsleistung  auf  die 
Sekunde. 

Folglich: 

T»  i      j  •  1  Trt»  Arbeit  auf  die  Sekunde 

rotentialdinerenz  =  ^.  , ,  .— .^-r — -^-j^ — g  ,      , 

BlektnzitätBmenge   auf  die  Sekunde 

Arbeit  in  t  Sekunden  Stromarbeit 


Elektrizitätsmenge  in  t  Sekunden        Elektrizitätsmenge  ^ 

letzteres  für  beliebige  Zeit. 

Man  kann  also  die  Potentialdifferenz  deuten  als  die 
Stromarbeit,  reduziert  auf  die  Einheit  der  Elektrizitäts- 
menge. Ist  z.  B.  in  den  Einheiten  des  C.  G.  S.-Systems  die  Strom- 
arbeit gleich  1  und  die  Elektrizitätsmenge  gleich  1,  so  hat  man  die 
PotentialdiflFerenz   1.     Ist    aber    die  Stromarbeit  nicht  gleich  1   Erg, 

sondern  gleich  ^-^  Erg,   und  die  Elektrizitätsmenge  gleich  1,  so  ist 
die    Potentialdifferenz    gleich    ^7^  Einheiten    des    C.  G.  S.- Systems. 
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Diese  Differenz  bezeichnet  man  als  1  Volt.    Demnach  ist  die  Strom- 
leistnng  von 

(1  Volt)  .  (1  Ampere)  =  (^)  •  (3  •  10^)  Sek.  Erg  =  10^  Sek.  Erg 

=  1  Sek.  Joule  =  1  Watt, 
und 

A  1^  1    1        tr    11^      1-1      Sekundenleistunff 

Anzahl  der  Volt  bleich    .       . ,   , — t — ^, 

®  Anzahl  der  Ampere' 

oder 

Anzahl  der  Volt  gleich  Sekundenleistung  durch  sekundliche 

Menge, 
oder 

Anzahl  der  Volt  gleich  ^i—  für  beliebige  Zeit  t. 

®  Menge  ^ 

Nun  war 

also 

/  XF        ^  F' 

d.  h.  die  Potentialdifferenz,  die  für  jedes  Ampere  des  Stromes 
nötig  ist,  ist  gleich  p^- 

Es  war  aber  q  der  spezifische  Widerstand  ftlr  Z  =  1  und  jP  =  1. 
Nach  dem  Ohm  sehen  Gesetze  ist  der  wirkliche  Widerstand  pro- 
portional der  Drahtlänge  und  umgekehrt  proportional  dem  Quer- 
schnitte, und  so  hat  man  r  =^  q  p  als  Widerstand  W  des  Drahtes  zu 
betrachten.     Dies  giebt 

^'•*""*^'^*'""^  =  Widerstand,    ?.  =  W. 


Stromstärke  '      J 

l 
V 


Die  Dimension  des  Widerstandes   ist  t-  j^  =  tl~^,  also  das  Um- 


kehrte einer  Geschwindigkeit. 

Bringt    die   Potentialdifferenz    1   Volt    die    Stromstärke 
1  Ampere  hervor,  so  sagt  man,  der  Widerstand  sei  ein  Ohiii. 

Also  ist 

_i 

1  Ohm  =  T— r — .—  =  r^,  =  r-^T^  Widerstandseinheiteu 
1  Ampere         s  •  lo»        9  •  lo" 

des  C.  G.  S.- Systems. 
Man  merke: 

Anzahl    der    Volt  =  Anzahl    der    Ohm    mal    Anzahl    der 
Ampfere; 
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.  111        A         V  Anzahl  der  Volt 

Anzahl  der  Ampere  =  -7 rr^ — t^t—  , 

*^  Anzahl  der  Ohm ' 

4  ,  *        ,  ^,  Anzahl  der  Volt 

Anzahl      der      Ohm  =1 cr^s — ä — x^  3 

Anzahl  der  Ampere' 

oder,  wenn  D  die  PotentialdiJBFerenz  ist, 

Aus   DJ  =  L    und  ^  =  ™-   folgt    durch    Multiplikation    noch 

tP  =  =^  oder   L  =  fP'  W,    d.  h.  Leistung    gleich   Widerstand 

mal  Quadrat  der  Stromstärke. 

Ist  nun  Ä  das  mechanische  AquiTalent  der  Wärme,  d.  h.  1  Cal. 
^   =  4,2  .  10^  Erg,  also  1  Erg  =  2,4  •  10"«  Cal.  und  1  Watt  =  0,24  Cal. 
pro  Sekunde,  so  ergiebt  sich  folgendes: 

Aus  L  =  WfP  folgt,  dafs  der  Strom  in  der  Zeit  t  die  Wärme- 
menge 

entwickeln  kann.  Ist  z.  B.  der  Widerstand  in  Ohm,  die  Stromstärke 
in  Ampere  gegeben,  die  Leistung  also  in  Watt,  so  wird  in  t  Sekunden 
0,24  e7*  Wt  Cal.  Wärme  erzeugt,  sobald  der  Strom  keine  weitere 
Arbeit,  weder  mechanische  noch  sonstige  leistet.  Dies  ist  der  Aus- 
druck für  das  Gesetz  von  Joule. 

Man  kann  den  Vorgang  der  Strömung  im  homogenen  Drahte 
vergleichen  mit  der  Strömung  eines  Flusses,  der  z.  B.  ftlr  die  Hori- 
zontalstrecke l  das  gleichmäfsige  OefäUe  (^  —  i^)  hat,  dessen 
normaler  Querschnitt  F  überall  derselbe  ist,  dessen  Bett  auf  der 
ganzen    Strecke    dieselbe    Beschaffenheit    hat.      Das    GefäUverhältnis 

^— = — '  =  tan  a  kann  als  proportional  der  Geschwindigkeit  v  an- 
genommen werden,  die  überall  dieselbe  ist  (vgl.  Theorie  des  Reibungs- 
winkels, wobei  fA  =  tana  ist).  Die  Tiefe  des  Flusses  reguliert  sich 
ron  selbst  so,  dafs  die  Wassermenge  Fv  der  sekundlich  zulaufenden 

Wassermenge  gleich  ist.     Setzt  man  nun  v  =  X  tan  a  =  A       ,      ,  so 

ist  k  eine  Art  von  Reibungskoeffizient,  der  dem  Leitimgskoeffizienten 
X  im  Drahte  entspricht.  Er  hängt  ab  von  allerlei  Widerständen,  die 
das  Flussbett  darbietet,  Reibungswiderstand,  Unebenheiten  aller  Art, 
auf  dem  Grunde  liegende  Steine,  festwurzelnde  Wasserpflanzen  u.  dgl., 
so  dafs  A  um  so  kleiner  ist,  je  mehr  Hindernisse  sich  der  Strömung 
entgegenstellen.    (Vgl.  Nr.  158  und  159.) 
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Welche  Arbeit  könnte  nun  der  Flufs  für  die  Strecke  l  und  das 
Gefälle  h^  —  h^  leisten,  wenn  man  das  letztere  am  Anfangspunkte  der 
Strecke  l  vollständig  ausnutzte  und  z.  B.  in  senkrechtem  Schachte 
einen  Turbinenbetrieb  anlegte,  dessen  Untergraben  die  Strecke  l  giebt? 
Die  sekundliche  Arbeit  ist  dann,  da  Fv  die  sekundliche  Wassermasse 
vom  Gewichte  Fv-l  Tonnen  (technischen  Mafssystems)  und  (ä^  —  A,) 
dia  Höhe  in  Metern  ist;  theoretisch  gleich 

Fv  (Ai  —  Ju)  =r  F'k  •  -^^— r-  *  (Ai  —  A2)  Metertonnen. 

Im  ursprünglichen  Strome  wird  diese  zur  Überwindung  der  Hindemisse 
aufgebraucht,  denn  die  Strömung  ist  stationär,  an  jeder  Stelle  ist  die 
Geschwindigkeit  konstant,  eine  Beschleunigung  also  findet  nicht  statt. 

h    —  K 

Dabei  kann  man  i^v  =  kF--^ — -  als  Stromstärke  (sekundliche 

y  y 

Wassermenge)  bezeichnen.    Genau  so  war  vorher  XF  - —^ — -  die  in 

jeder  Sekimde  den  Draht  passierende  Elektrizitätsmenge.  Das  spezifische 
Gewicht  des  Wassers  multipliziert  mit  der  HöhendiiFerenz  Qi^  —  A,) 

entspricht  der  Potentialditferenz  V^ — F^,  das  Gefällverhältnis  -    , -^ 

multipliziert  mit  dem  spezifischen  Gewicht  1  des  Wassers  entspricht 

y  y 

dem  Potentialgefälle  —^ — -  •     In  beiden  Fällen  ist 

Leistungsfähigkeit  oder  Stromarbeit  gleich  dem  Pro- 
dukte aus  der  sekundlichen  Menge  des  Fluidums  multipli- 
ziert mit  der  Potentialdifferenz. 

Die  ganze  Arbeitsfähigkeit  wird  in  beiden  Fällen  dazu  auf- 
gebraucht, sekundlich  die  betrefifende  Menge  des  Fluidums  durch  alle 
Hindemisse  hindurchzudrängen. 

Aufklärend  ist  auch  folgendes  Bild: 

Zwei  Wasserbecken  seien  durch  eine  Mauer  voneinander  ge- 
trennt. Dem  oberen  fliefse  durch  einen  Bach  sekundlich  die  Wasser- 
menge Q  zu,  aus  dem  unteren  fliefse  ebenso  viel  durch  einen  Bach 
ab.     Beide  seien  am  Grunde  durch  ein  Rohr  verbunden. 

Angenommen,  das  Rohr  wäre  zu  weit,  dann  würde  sich  der 
Spiegel  des  oberen  Teiches  so  lange  senken,  bis  der  Höhenunter- 
schied h^  —  ]i^  und  damit  der  Arbeitsdruck  klein  genug  ist,  um  nur 
noch  die  Wassermenge  Q  sekundlich  durch  das  Rohr  zu  drängen. 
Dieser  stationäre  Zustand  tritt  ein,  sobald  die  Leistungsfähigkeit 
Q  Q^x  —  ''2)  (P^^  Sekunde)  gerade  zur  Überwindung  der  Bewegungs- 
hindemisse  ausreicht. 

Ist  jetzt  der  Wasserstand  des  oberen  Teiches  für  den  beabsichtigten 
Zweck  zu  niedrig,  so  kann  man  ihn  dadurch  erhöhen,  dafs  man  ent- 

HoUniailer,  Ing.-Math.  H,  Potentialtheorio.  28 
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weder  die  Länge  des  Rohres  yergröfsert,  was  den  Reibungswiderstand 
vermehrt,  oder  ein  Rohr  mit  geringerem  Durchmesser  einschaltet,  bei 
dem  die  gröfsere  DurchfluTsgeschwindigkeit,  die  gefordert  wird,  den 
Widerstand  ebenfalls  verstärkt.  Jetzt  steigt  das  Wasser  so  lange, 
bis  die  Leistungsfähigkeit  Q  ^h^  —  h^)  grofs  genug  ist,  um  wiederum 
bei  stationärem  Zustande  zur  Überwindung  der  Hindernisse  aus- 
zureichen. 

Jetzt  hat  man  dieselbe  Stromstärke  (Q  in  der  Sekunde),  die 
sekundliche  Arbeit  Q  (A^  —  h^)  mufs  aber  die  doppelte  sein,  wenn 
jetzt  die  doppelte  Widerstandsarbeit  zu  überwinden  ist.  Also:  bei 
gleicher  Stromstärke  ist  der  Höhenunterschied  (Potential- 
differenz) proportional  der  Widerstandsarbeit.  —  Führt  aber 
der  Bach  nur  noch  die  Hälfte  des  Wassers  zu,  so  mufs  die  Widerstands- 
arbeit halbiert  werden,  wenn  das  Niveau  bleiben  soll.    Beides  ist  der 

,  .  r^  1  Potentialdifferenz        Tir»j      i^      i  i 

obigen  Formel      stromat&rke      =  Widerstand  ganz  analog. 


E.  Elektromagnetisches  Mafssystem. 

Während  der  galvanische  Strom  im  elektrostatischen  System  an 
sich  selbst  gemessen  wurde,  wird  er  hier  auf  Grund  seiner  Wirkungen 
nach  aufsen  gemessen.  Es  handelt  sich  jetzt  um  dasselbe  J,  um 
dieselbe  Potentialdifferenz  D=Vi  —  F,,  um  denselben  Widerstand  Wy 
die  Dimensionen  aber  lauten  anders.  Aus  ihrem  Vergleiche  ergiebt 
sich  eine  neue  Gröfse  v,  die  etwa  gleich  der  Geschwindigkeit  des 
Lichtes  ist  und  als  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  elektrischen 
Wellen  im  Äther  des  Weltraumes  betrachtet  wird.  Dafs  die  praktischen 
Einheiten  Ampere,  Volt  und  Ohm  des  neuen  Mafssystemes  trotzdem 
dieselben  sind,  wie  die  früheren,  bedarf  eines  Beweises,  der  ebenfalls 
gegeben  werden  soll. 

1)  Stromstärke.  Wie  die  Lehrbücher  (vgl.  Nr.  259)  auf  Grund 
des  Biot-Savartschen  Gesetzes  beweisen,  wirkt  ein  Ejreisstrom  von 
der  Stromstärke  c/^  und  der  Kreisfläche  JF^  nach  aufsen  m^pietisch  wie  ein 

Elementarmagnet  vom  Momente  M  =  xJF.    Es  ist  also  J^s^  —  -  -p^ 

und  man  kann  die  Einheiten  so  wählen,  dafs  x  =»  1  wird.  Dann  ist  also 

j M Tagn.  Moment 

"^  ~F  Kreisfläche" ' 

und     die     neue     Dimension     von     J    wird     nach     dem     früheren 

A     1 
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m 

Ist  J!f  =  1  und  F=  ly  so  wird  J=  1. 

Die  elektromagnetische  Einheit  der  Stromstärke  hat 
man  also  bei  der  Fläche  r^Ti  ==  1  des  Ereisstroms  und  dem 
magnetischen  Momente  1  der  Aufsenwirkung. 

Als   praktische   Einheit   aber   hat   man    das  Ampere  =  ^  der 

letzten  Einheit   festgesetzt,   und   unten   soll  gezeigt  werden,    dafs 
dieses  Ampere  dasselbe  ist,  wie  das  früher  definierte. 

2)  Elektromotorische  Kraft  oder  Potentialdifferenz 
D  ==^  V^  —  V  (auch  als  Spannung  bezeichnet). 

Aus  D  '  J  =  Leistung  L  folgt,  wie  früher  D  =  -j-  Die  neu 
gefundene  Dimension  von  J  giebt  hier  für  D  die  Dimension 


7  2  *«  2  4—  1 


Ist  die  Leistung  gleich  1  und  die  Stromstärke  gleich  1,  so  ist 
auch  D  =  1,  also: 

Man  hat  die  Einheit  der  Potentialdifferenz,  sobald  ein 
Strom  von  der  Stärke  1  die  innere  Arbeit  1  leistet. 

Als  praktische  Einheit  aber  hat  man  das  10^  fache  dieser  Ein- 
heit eingeführt  und  sie  als  Volt  bezeichnet.  Unten  wird  bewiesen, 
dafs  dieses  Volt  mit  dem  früher  definierten  identisch  ist. 

3)  Elektromagnetische  Einheit  des  Widerstandes. 

Aus  TF=  j  ergiebt  sich  infolge  der  neuen  Dimensionen  von  D 

und  J  ebenfalls  eine  neue  Dimension,  nämlich  -j^ — ^^ =  Z^"^,  also 

die  einer  Geschwindigkeit  v,  was  sehr  bedeutungsvoll  ist,  denn 
diese  Geschwindigkeit  hat  sich  durch  Messungen  als  eine  solche  von 
etwa  300  000  Kilometer  =  30  000  000  000  cm  =  3  •  10^»  cm  (etwa 
40000  geogr.  Meilen)  herausgestellt,  so  dafs  sie,  wie  die  elektro- 
magnetische Lichttheorie  Maxwells  behauptet,  mit  der  des  Lichtes 
übereinstimmt !  *) 


*)  Die  Lichtgeschwindigkeit  in  Eilometem  pro  Sekunde  ist  nach  Fizeau 
314000,  nach  den  Aberrationsberechnungen  308000,  nach  Foucault  298 360, 
im  Durchschnitt  806  790.  Das  Verhältnis  der  elektrischen  Einheiten  nach  Weber, 
Maxwell  und  Thomson  ist,  entsprechend  reduziert,  310740,  288000,  282000, 
im  Durchschnitt  293680.  Bei  den  Schwankungen  zwischen  den  drei  ersten  An- 
gaben und  den  Schwierigkeiten  elektrischer  Messungen  ist  volle  Übereinstimmung 

28* 
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Ist  J)  =  1  und  «7=1,  so  hat  man  die  Einheit  des  Widerstandes. 

Die  Einheit  des  Widerstandes  im  elektromagnetischen 
Mafssystem  hat  man,  sobald  eine  Potentialdifferenz  von  der 
Stärke  1  eine  Stromstärke  von  der  Stärke  1  hervorruft. 

Als  praktische  Einheit  aber  hat  man  das  Ohm  =  10^  solcher 
Einheiten  festgesetzt,  und  es  soll  bewiesen  werden,  dafs  dieses  mit 
dem  früher  definierten  Ohm  übereinstimmt. 

Vergleich  der  alten  und  neuen  Einheiten  und  Dimen- 
sionen. 

Für  den  Augenblick  sollen  e7^,  D,  und  TF,  die  Ausdrücke  des 
elektrostatischen  Systems  sein,  «/",„,  Dm,  Wm  die  des  elektromagnetischen. 
Bezüglich  der  Dimensionen  hat  man  dann 

r—  1— i  *^  7 

d.  h.  die  Dimension  einer  Geschwindigkeit  v.     Femer 

also  ist  die  Dimension  die  des  reciproken  Wertes  —  einer  Geschwindig- 
keit v. 

Endlich   ist    ^^-  =  — ~  =  fl—^,   also    die   Dimension   die    des 

Quadrates   vom  reciproken  Werte  einer  Geschwindigkeit  v,   nämlich 

1 
von  -j- 

Nach  den  Messungen  ist,  wie  oben  angegeben,  v  stets  gleich  3  •  10*®  cm. 
Demnach  ist 

Js  =  Vj„,,       Ds  =  ~  Dm,       Ws  =  -8  Wm. 

Giebt  aber  dieselbe  Intensität  elektrostatisch  gemessen  die  r  fache 
Zahl,  als  elektromagnetisch  gemessen,  so  mufs  die  Einheit,  =  -  Einheit^ 
sein,  d.  h. 

Für  die  Intensität  ist  1  Einheit;;»  =  3  •  10*®  Einheiten,. 

durchaus  nicht  ausgeschlossen.  Dafs  es  sich  um  eine  Geschwindigkeit  v  handelt, 
ergiebt  die  Dimension,  dafs  diese  Geschwindigkeit  in  ihrer  ersten  Potenz  mit 
der  des  Lichtes  nahezu  übereinstimmt,  ist  unter  allen  Umständen  bemerkenB- 
wert,  besonders,  nachdem  durch  dis  Hertz  sehen  Entdeckungen  die  Faradaj- 
Maxwell  sehen  Anschauungen  bestätigt  worden  sind. 


V        '"^ 
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Nun  war  1  Ampferew  =  j^  Einheit;;!  gewählt,  also  ist 

l  Ampere^  =  -  Einheit^  =  i^o  ^  •  10^^  Einheiten,  =  3  •  10'^  Einheiten, 

=  1  Ampere,. 

Die  Übereinstimmung  der  beiden  Ampere  ist  dadurch  nachgewiesen. 
Ferner  folgt  aus  obigem  für  dieselbe  Potentialdifferenz  D^  =  —  D 

dafs  die  Einheit,  =  v  Einheiten^  sein  muls.     Folglich: 

Für  die  Potentialdifferenz  oder  Leistungsfähigkeit  ist 

1  1 

1  Einheit;;,  =  -  Einheit,  =  r-^r.io  Einheit,. 

Nun  war  aber 

1  Volt^  =  10»  Einheiten;;,, 
also  ist 

1  Volt;;t  =  10®  Einheiten,;»  =  10®  •  g-^^^w  Einheiten,  =  ^  /^^^  Einheiten, 

=  1  Volt,. 

Also    auch   hier   herrscht  Übereinstimmung   in    den  praktischen 
Einheiten. 

Für  den  Widerstand  ist  entsprechend  TF,  =  -,  TF,«,  also  mufs  sein 

Einheit,  =  v^  Einheiten^. 
Folglich:  für  den  Widerstand  ist 

1  Einheit;;,  =  — ,  Einheit,  =  — -^  Einheit,. 

Nun  war  gewählt  als  praktische  Einheit 

1  Ohm^  =  10^  Einheiten;;,, 
also  ist 

1  Ohm;;,  =  10^  Einheiten;;,  =  10^  •  ^^^  Einheiten,  =  ^^^^  Einheiten, 

=  1  Ohm,. 

Die  Übereinstimmung  ist  also  für  alle  Einheiten  nachgewiesen. 


Bezüglich  der  beiden  Pariser  Kongresse  sei  eingeschaltet,  dafs 
die  Beschlüsse  auf  einem  Kompromifs  beruhen,  der  dem  Ideale  durch- 
aus nicht  entspricht:  So  sagt  z.  B.  Kohlrausch  im  Leitfaden  der 
praktischen  Physik  (8.  Aufl.  1896  bei  Teubner  erschienen)  auf  Seite  450 

bezüglich  des  Ampere  =  ~  Einheit;,,  des  C.  6.  S.-Systems: 
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^^afs  es  ein  Fehler  war,  die  C.  6.  S.-Einlieit  durch  10  geteilt 
in  die  Praxis  einzuführen,  so  dafs  sie  bei  allen  elektromagnetischen 
Beziehungen  mit  10  zurückmultipliziert  werden  mufs,  ist  zu  spät 
erkannt  worden.  Es  giebt  keinen  zweckmäfsigen  Ausweg,  als  den 
von  der  Technik  adoptierten,  dafs  man  im  Elektromagnetismus  nicht 
nach  Ampere,  sondern  mit  der  Web  er  sehen  C.  G.  S.- Einheit  rechnet." 

Dies  ist  eben  die  oben  definierte  absolute  Einheit^«. 

Zweitens  haben  sich  die  Engländer  den  Beschlüssen  des  Pariser 
Kongresses  von  1884  nicht  vollständig  angeschlossen.  Sie  haben  z.  B. 
das  Ohm  nicht  der  beschlossenen  Einheit  entsprechend  angenommen, 

sondern  gröfser,  und  zwar  als  das  joe  ^^^^^'  I^ißs  entspricht  in  der 
That  den  genaueren  Messungen  der  neueren  Zeit.  Durch  die  deutsche 
physikalische  Reichsanstalt  ist  dies  im  Anschlufs  an  die  Arbeiten  des 
Prof.  Dr.  Dorn  offiziell  anerkannt  worden.  Dazu  vergleiche  man  die 
„Vorschläge  zu  gesetzlichen  Bestimmungen  über  elek- 
trische Mafseinheiten,  entworfen  durch  das  Kuratorium  der 
Physikalisch-Technischen  Beichsanstalt;  nebst  kritischem  Bericht  über 
den  wahrscheinlichsten  Wert  des  Ohm  nach  den  bisherigen  Messungen, 
verfafst  von  Dr.  Dom.''  Berlin,  bei  J.  Springer.  86  Seiten.  Dort 
wird  ,yAmper"  statt  Ampfere  gesagt. 

Die  Schlufsbemerkung  lautet: 

„Die  Übereinstimmung  derjenigen  Resultate  ftlr  das  Ohm,  welche 
nach  meiner  Kritik  zu  erheblichen  Einwänden  nicht  Veranlassung 
geben,  mufs  eine  ziemlich  befriedigende  genannt  werden.  Die  Differenzen 
übersteigen  nicht  das  Mafs  dessen,  was  nach  den  Beobachtungsfehlem 
und  infolge  bekannter  störender  Ursachen  (Magnetismus  der 
Apparate  z.  B.)  erwartet  werden  darf. 

Wir  werden  darin  eine  Gewähr  dafür  erblicken  dürfen,  dab  die 
für  das  vorliegende  Gebiet  mafsgebenden  Naturgesetze  uns  hinreichend 
bekannt  sind.  Dies  wird  auch  nach  dem  weiteren,  insbesondere  durch 
Hertz  uns  erschlossenen  Standpunkte  aus  wahrscheinlich.^' 

Der  Erlafs  eines  Gesetzes  über  das  Ohm  als  Mafseinheit  steht 
bevor.  [Das  Ideal  kann,  wie  Verfasser  vor  längerer  Zeit  in  der  Zeit- 
schrift Deutscher  Ingenieure  (Band  36,  Seite  895  ff.)  dargelegt  hat,  nur 
dann  erreicht  werden,  wenn  ipan  festhält,  dafs  die  Masseneinheiten  in 
den  verschiedenen  absoluten  Mafssystemen  dem  Gesetze  1  :  10' :  10*, 
die  Krafteinheiten  dem  Gesetze  1 :  10* :  10®,  die  Arbeits-  und  Leistungs- 
mafse  dem  Gesetze  1 :  10* :  10^®  gehorchen,  was  alle  Rechnungen  beim 
Übergänge  aus  dem  einen  ins  andere  überflüssig  machen  würde.] 


Man    kann    sich    über    die    elektromagnetischen   Einheiten    und 
Dimensionen  noch  folgendes  merken. 


Von  den  Einheiten  und  Dimensionen.  439 

Die  Stromintensität  hatte  die  Dimension  l^m^ir-^.    Sie  bedeutete 

Elektrizitätsmenffe       •,    -,         -,       n»  i       -mr  -&f  ix*   i*  •    j.  i 
Z  * t '              sekundliche    Menge.     Multipliziert   man   also 

mit  t,  so  erhält  man  die  elektrische  Menge  an  sich,  ohne  Bezug- 

nähme  auf  die  Zeit.     Ihre  Dimension  ist  jetzt  l^m^,     (Im  elektro- 

A    ^ 
statischen  System  war  sie  l^m^t^^.)    Praktische  Einheit  1  Coulomb 

gleich  jq  absolute  Einheit  pro  Sekunde  entspricht  dem  Ampere. 

Das  elektrochemische  Äquivalent  des  Stromes  von  der 
Stärke  1  (C.  6.  S.),  oder  1  Web  er  sehe  Einheit  zersetzt  in  der  Sekunde 
0,000933  g  Wasser  oder  scheidet  0,01118  Silber  aus.  Ist  das  Aquivalent- 
gewicht  des  auszuscheidenden  Körpers  gleich  Ä,  so  scheidet  er  in  der 
Sekunde  A  •  0,0001036  g  aus.     (SauerstoflF  hat  A  =  16.)     1  Ampere 

zersetzt  (als  ^^  Einheit^)  nur  0,0000933  g  oder  0,0933  mg  Wasser  in 

der  Sekunde  aus,  oder  scheidet  0,00118  g  =  1,18  mg  Silber  aus, 
allgemein  von  jedem  Körper  vom  Aquivalentgewicht  A  die  Menge 
A  •  1,036  mg  in  der  Sekunde. 

Es  ist  1  DanieU  =  no  1,1  Volt,  1  Bunsen  =  ~  1,9  Volt,  1  Akku- 
mulator =  2  Volt,  1  legales  Volt  =  0,9972  Volt. 

Kapazität  =  Elektrizitätsmenge    pro    Einheit    des    Potentials 

=  p  .    f  ,  ist  elektromagnetisch  gemessen  von  der  Dimension 


Die  praktische  Einheit  Farad  ist  =  9  •  lO^^  Einh.,  =  10-»  Einh.^, 
wie  sich  aus  dem  obigen  ümwandlungsfaktor  ergiebt. 

Ändert  ein  Strom  seine  Intensität,  so  ruft  er  im  benachbarten 
geschlossenen   Leiter   (Spirale)    einen   Induktionsstrom    hervor.     Die 

Intensitätsänderung  für  unendlich  kleine  Zeit  ist  gleich  -r-~r  j  ^^^ 
von  der  Dimension 


i_   1 


2  _  2,-1  ^        ^ 


=r:^l*m^t-K 


t 

Dem    ist    proportional    die   elektromotorische   Kraft   des   induzierten 

Stromes,  die  von  der  Dimension  l^m^lr^  ist. 

Man  erhält  den  überfilhrenden  Faktor,  indem  man  setzt 

-Li.  A    JL 


